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VORWORT. 


Indem  ich  dem  mathematischen  Publikum  den  zweiten 
Theil  von  G.  Salmon’s  Analytischer  Geometrie  des  Rau- 
mes übergebe,  deren  erster  Theil  im  Herbst  1863  veröffent- 
licht wurde,  habe  ich  nur  einige  Worte  über  die  Abwei- 
chungen hinzuzufügen,  welche  denselben  von  der  Original- 
Ausrabe  unterscheiden. 

Sie  bestehen,  abgesehen  von  Aenderungen  der  Bezeich- 
nung, die  ich  nützlich  glaube,  wie  die  consequente  Durch- 
führung der  Indiens  bei  den  Differentialen  der  Functionen 
imd  bei  den  vier  Veränderlichen  insbesondere  der  homo- 
genen unter  ihnen,  in  Erweiterungen  zum  Theil  von  bedeu- 
tenderem Umfange.  Das  Werk  meines  vortrefflichen  Freun- 
des, in  welchem  so  wichtige  Theile  der  Wissenschaft,  wie 
die  allgemeine  Lehre  von  den  Singularitäten  der  algebrai- 
schen Flächen,  die  Theorie  der  Raumeurven  imd  der  deve- 
loppabeln  Flächen, 'insbesondere  ihrer  projectivUehen  Eigen- 
schaften, die  Theorie  der  Flächen  dritter  Ordnung  etc.,  zum 
erstenmale  im  Zusammenhänge  vorgetragen  wurden,  hat 
seinen  schönsten  Erfolg  darin  gefunden,  dass  es  Anlass. und 
Ausgangspunkt  geworden  ist  für  die  Veröffentlichung  von 
Arbeiten,  welche  die  Wissenschaft  weiter  geführt  haben. 

Es  genügt,  zur  Bezeichnung  ihres  Werthes  auf  die  Ab- 
handlungen von  A.  Clebsch  über  die  Osculationsebenen 
und  die  stationären  Ebenen  der  Durchschnittscurven  zweier 
Flächen  und  über  die  Doppelpunkte  der  Curve  vierpunktiger 
Berührungen  auf  einer  Fläche,  und  auf  die  von  A.  Cayley 
über  die  allgemeine  Theorie  der  windschiefen  Regelflächen 
und  die  Hesse’sche  Fläche  der  Developpabeln  hinzuweisen. 

Die  Trennung  des  iimfangreichen  Materials  in  zwei 
Theile  hat  es  möglich  gemacht,  die  wichtigsten  derselben 
nach  ihrem  wesentlichen  Inhalte  in  das  Werk  aufzunehmen. 
Ich  hoffe,  dass  in  dem  jetzigen  Stadium  der  Entwickelung 
diese  Rücksicht  auf  eine  gewisse  Vollständigkeit  des  Materials 
der  Sache  besonders  nützlich  sein  und  der  Wirksamkeit  kur- 
zer aber  ganz  von  dem  wissenschaftlichen  Standpunkte  der 
lebenden  Sleister  geschriebener  Lehrbücher  den  Boden  berei- 
ten könne,  die  uns  die  Zukimft  vielleicht  schenkt.  Darum 
sind  auch  einige  Arbeiten  berücksichtigt  worden,  welche  wohl 
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in  einem  Werke  dieser  Art  mir  übergangen  werden  dürfen, 
wenn  bestimmte  Kücksiebten  auf  den  Umfang  desselben  unum- 
gänglich sind.  Ich  zähle  dahin  Kummers  Theorie  der  Strnh- 
lensysteme,  und  Clebsch’s  analytische  Theorie  des  Steincr- 
schen  Pentaeders  bei  Flächen  dritter  Ordnung,  sowie  seine 
Abhandlung  vom  Normaleimroblcm  bei  Flächen  zweiten  Ora 
des.  Dass  ich  aus  älterer  Zeit  J a c o b i’s  Untersuchung  über 
die  Bestimmung  der  Flächen  durch  Punkte  und  aus  neuerer 
Bour’s  Veröffentlichungen  über  die  Theorie  der  Dcforraalion 
der  Flächen  berücksichtigt  habe,  wird  wohl  keiner  Rechtfer- 
tigung bedürfen.  Bei  den  Raumeurven  und  den  Developpabeln 
ist  überall,  obwohl  bei  dem  schon  so  reichen  Material  mit  Zu- 
rückhaltung, auf  die  neuesten  Fortschritte  Rücksicht  genom- 
men, bei  den  Flächen  vierter  Ordnung  sind  ebenso  Kum- 
mer’s  wcrthvolle  Beiträge  zur  Theorie  derselben  mitgetheilt 
worden,  die  wieden  ihrerseits  die  schönen  Arbeiten  von 
Sebröter  und  Cremona  (vergl.  „Jour.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.“ 
Bd.  LXIII,  p.  .^15)  über  die  dabei  untersuchte  Steiner’schc 
Fläche  hervorgerufen  haben. 

In  den  Zusätzen  sind  diese  Ergänzungen  theils  durch 
Literaturnachweise  fortgeführt,  theils  sind  einzelne  besondere 
Untersuchungsrichtungen  bezeichnet  worden.  Unter  ihnen 
hebe  ich  die  Formeln  von  Laniö  und  dig  Untersuchung  von 
Clebsch  über  die  Verwendung  der  elliptischen  und 
Aberschen  Functionen  in  der  Raumgeometrie  hervor.  Die 
Skizze  über  den  Quaternionen-Calcul  ist  unverändert  nach 
dem  "Original  wiedergegeben. 

Besonders  muss  ich  aber  erwähnen,  dass  die  lebhafte 
Theilnahmo  dos  verehrten  Verfassers  an  der  deutsclien  Ver- 
öffentlichung seiner  Arbeiten  mich  in  den  Stand  gesetzt  hat, 
die  Erweiterung  der  Theorie  der  Invarianten  der  Systeme  von 
Flächen  zweiten  Grades  zu  einer  allgemeinen  Erledigung  der 
bezüglichen  Hauptprobleme  in  ihren  die  betreffenden  Partien 
dos  ersten  Bandes  ergänzenden  Theilen  hier  vorzulegen,  welche 
er  für  die  .zweite  Auflage  seines  Werkes  bestimmt  hat.  Sie 
bildet  den  Schluss  der  Zusätze  (p.  f.)  imd  wird  als  eine 

werthvollc  Bereicherung  der  deutschen  Ausgabe  gewiss  an- 
erkannt werden. 

Möge  denn  das  Werk  so  kräftig  zur  Förderung  der 
analytisch-geometrischen  Studien  in  Deutschland  beitragen, 
wie  die  hohe  Schätzung  zu  erwarten  berechtigt , die  es  bei 
den  Männern  der  Wissenschaft  bereits  erworben  hat. 

l’rag,  am  23.  Februar  1865. 

Dr.  Wilhelm  Fiedler. 


Digiiized  by  Google 


Inhaltaverzeichniss. 


Kapitel  1. 

Allgemeine  Theorie  der  Flächen. 

I.  Einleitung. 

Arlik<*l.  Seite. 

1.  Bcstimiminggelemente  einer  Fläche;  Bügchel,  Netze,  Systeme 

von  Flächen  . . ' 1 

2.  Die  Tangentenebene  für  den  Anfanggpnnkt  der  Coordinaten  4 

3.  Der  Berührungspunkt  als  Doppelpunkt  des  Schnittes  der  Tan- 
gentenebenen: dreifache  Tangentenebenen 5 

4.  Die  Inflexionstangenten 6 

.5.  Die  Unterschiede  der  Berührung  nnd  die  Indicatrix,  elliptische, 

parabolische,  hyperbolische  Punkte 7 

6.  Die  Tangentenebene  für  einen  beliebigen  Punkt 9 

7.  Die  Tangentenebenen  in  benachbarten  Punkten  und  die  con- 

jngierten  Tangenten  _ — 

8.  Die  Tangentenebene  in  einem  parabolischen  Punkto  als  Dop- 

peltangentcncbcne 11 

9.  Der  Doppelpunkt  einer  Fläche  und  sein  Tungentenkegel  zwei- 
ten tlrades . 12 

11.  Die  Methode  von  Joachimsthal  und  die  Polai^cben;  Tangen- 
tenebenen und  litflexionstangenten 13 

14.  Die  Doppoltangenten  ans  einem  Punkte  der  Fläche  ....  17 

15.  Der  Tangentenkegel  der  FUUshe  für  einen  Punkt  im  Raume  . 18 

17.  Die  Zahl  der  Inflexionstangenten  nnd  der  Doppeltangenten  aus 

einem  beliebigen  Punkte 19 

19.  Polarourven  eines  Kbcncnbüschcls  und  Pole  einer  Ebene  . . 21 

20.  Ordnungszahl  der  Keciprokalfläche  einer  Fläche — 

22.  Die  Diserimiuante  der  Fläche  nnd  ihre  Doppelpunkte  oder 

Doppelcurven ‘ • te 

23.  Die  quadratische  Polarflächc  eines  parabolisclien  Punktes  ist 

ein  Kegel 23 

24.  Die  Hesse'sche  Determinante  nnd  die  conjugierten  Rernflächen  24 

25.  Die  stationären  Tangentenebenen  durch  einen  Punkt  ...  25 

26.  Die  Berührung  der  in  einer  Fläche  liegenden  Geraden  mit  der 

Curve  der  parabolischen  Punkto 26 

II.  Krümmung  der  Flächen. 

27.  Krümmung  der  ebenen  Schnitte  dureh  einen  Punkt,  insbeson- 
dere des  Normalschnittes 28 

30.  Hanptsebnitte  und  Kauptkrümmungsradien ; die  Formel  von 

Euler  ....  - . 30 


Digitized  by  Google 


VIII 


Ailik«l. S«i<f. 

32.  Tlieorem  von  Meuiiier 33 

33.  Zwei  Kugeln  mit  stationärer  Berüliriing  . :14 


Pnnkte  der  Fläche;  die  Punkte  entgegengejeUt  gleicher  Haiipt- 
krttmmunggradien  . . . . . ....  ■ . . ■ . . T . 35 

35.  KrUmmanggradius  eineg  durch  »eine  ttichtung  beatimmten  Nor- 

malgchnitteg  21 

36.  Richtungen  der  Hauptgelmitte  cineg  Punkteg 38 

37.  Bedingungen  für  einen  Kreigpunkt;  Linien  gpbBrigcher  Krütn- 

miing • 39 

38.  Dio  Amahl  der  Kreigpunkte  einer  Piache  • • • • • • • -II 

39.  Stationäre  Berührung  zweier  Flächen  ist  Herilhning  in  zwei  , 

benachbarten  Punkten 44 

49.  Benachbarte  Normalen,  welche  sich  schneiden;  Bertrand’s 

Theorie  der  Krümmung  • • — 

42.  Die  Kriimmungslinien  der  Flächen  ■ . . . • • • • • • 

43.  Ihre  Differentialgleichnng,  ingbesondere  für  dag  EUipsoid  . . 48 

44l  Dag  Theorem  von  Dupin  . ^ l . . i i ! 5T 

iST  Vom  gleichwinkligen  Durchaclmitt  zweier  Flüchen  nach  einer 

Krümmungglinie  i I ^ ^ ^ ^ i i i i i ^ i '•  52 

46.  Dio  abwickelbare  Fläche  der  Mormalen  lange  einer  Krümmung»- 

linie  und  die  Hauptkriimmnogscentra  . . 53 

47.  Eigcnachafton  der  Fläche  der  Hanptkrttmmiinggcentra  ...  54 

48.  Detinition  einer  geodätigehen  Linie  _•  • • 66 

49.  Geodatigehe  Linmn  der  PlMche  der  Hauptkrtimmiinggcentra  . 67 


52.  Ein  Theorem  von  Joacliimgthal  über  ebene  Kriimmungglinicn  ~61 

53.  Krtimmunggradien  der  Nonnalgchnitte 62 


Kapitel  II.  • 

. Gewundene  Gurven  und  abwickelbare  Flächen. 

I.  Pro.iectiYigchc  Eigengchaften. 

64.  Analytigcjie  Dargtellnng  einer  Ciirre  im  Raume 66 

68.  Riehtiinggcogimig  der  Tangente  einer  Curve  . . . . . . . 67 

67.  Der  Zugammenhang  der  Curveu  nnd  abndckelbareii  Flächen  68 
.58.  Die  abwickelbare  Fläche  alg  Enveloppu  einer  Ebene  . . . 70 

59.  Enveloppe  einer  Geraden  in  der  Ebene  und  einer  Kbene  im 

Raume  . 71 

61.  Kigengchaften  einer  developpabcln  Fläche,  ihre  Characterigtik  74 

62.  Die  Kiickkehrcurve  der  Developpahelu  75 

63.  Stationäre  PunKe  nnd  gtationäre  Khenen  des  Byetemg  . . . 76 


Pläcker’g  für  ebene  Curven  (Vorgl.  .4nbang  d.  559)  ^ i ^ I 77 

TI*  I i__ — TT.  E I \/i  t\ir_zr  A qö 


TT.  ClasaifiGatiou  <li»r  Curven. 

69.  Das  Prineip  der  Claggification  und  seine  Anwendung  auf  Linien 

ergten  und  zweiten  Grades  . . ' 88 

71.  Die  Curve  dritter  Ordnung  nach  ihrer  Entstehung;  alg  be- 

gtimmt  durch  gechg  Punkte  . . . ^ . . . . . . 89 

73.  Ihre  Schnittpunkte  mit  den  Erzeugnngen  deg  einfachen  Hyper- 
boloide   91 


Digitized  by  Google 


IX 


2i  Die  Punkte  lieg  Syntenin  in  Jen  drei  durch  einen  Punkt 
gehenden  Kbenen  des  tiystemg  bcgliitimcii  eine  Khciie,  die 
diegen  Punkt  entliHlt  . 112 

75.  Grnndlagcn  der  aimlytischcn  Behandlung 95 

76.  l)ie  Ciirve  dritter  On^ining  alH  Duvcluchiiitteort  der  cnlgpre- 

cheuden  Kbenen  projectivischer  Hü»chel I Ofi 

77.  DoppelgchiiittverliiiltnisgeleicIiheUen ^ , il7 

7H.  Die  .Schnitte  der  Kbenen  dee  Systemg  mit  .seiner  ahwiehcl 

baren  Fläche ; Ort  ihrer  Centm  QU 

12.  Vier  Specieg  der  (’iirvcn  dritter  Ordnung;  Umdrchuiiggliypci  - 

boloide,  die  sie  enthalten  . ■ . ! I ! ! . . . . 100 

au.  Characterc  der  Diirclmchnittacurve  aweier  FlUclien;  aclieiii- 

bare  Doppelpankte  . . . . ■ • • ■ • . • • • • • 1U2 


83.  Relationen  der  Characteristica  der  beiden  Thcilc  einer  com- 

plexen  .Schnittcurve  . ■ . . • ■ • •_••••  • ■ • ^ 

85.  Zwei  Familien  derCurven  vierter  Ordnung;  Curven  der  ersten 

Familie  ohne  Doppelpunkt  108 

afi.  Die  beiden  Fälle  der  Heriihmng  ! i i I i i i i ^ 110 

87. *  Die  cntgprechcnde  Aliwickelunggflächo  als  Envcloppe  der 

Tangentcnebencn  zweier  Directrixen  . . lil 

88. *  Ihre  Reciprocität  zur  Durchachnittgeurve  zweier  FISclicn 


89.  Die  zweite  Familie  der  Curven  vierter  Ordnnng  . . . . 116 

90.  Ihre  Bestimmung  durch  acht  Punkte  des  Raumes  . . ■ . 119 

91. *  Drei  Familien  der  Curven  fünfter  Ordnung  ! ! . . . 120 

22.  Von  der  Zahl  der  Schnittpunkte  dreier  Flächen,  welche  eine 

ihnen  gemeinschaftliche  Ciirve  abaorbiert  . 122 


der  einen  Flüche  iat,  in  wie  viel  Funkten  schneidet  er  den 

lindern?  . ■ ■ ; T 123 

24.  Zuaammenhang  der  Singularitäten  beider  Curven  ■ . , ■ 124 

III.  Nicht-prujectivische  Kigengchafteu  der  Curven. 
(Vgl.  Anhang  p,  553  big  p.  5581. 

95.  Grundformeln  für  unendlich  nahe  benachbarte  Gerade  . . 125 

Ofi.  Tangente.  Normalebenc,  Haupt-  und  ni-Noriiiale.  einer  Ciirvc  126 
äL.  Die  Qgcnlationgebene  ' . T 121 

98.  Uie  Schraubenlinie  ala  Beigpiel ; die  sphäriache  KIlipgc  . . 128 

99. *  Die  ügculationsebenc  für  den  Durchaclinitt  zweier  Flächen  131 

100.  Andere  Form  dergelben  und  Beigpiel  133 

101. *  iJie  Punkte  HtationärerHeriiliriing  für  denDiireliaclinitt  zweier 

Flüchen ^ IM 

102.  Der  Krümmunggkreig  und  die  abwickelbare  Folarfläche  . . 137 


' radiiia  I ^ ^ i I i ^ i ] . . i i ^ i ^ ..  — 

104.  Dag  Kriimmungacentrum  139 

105.  Der  Krüininnn^radins  deg  DnrcLgclinittea  zweier  Flächen  . — 

106.  Der  Toraionawinkel  ....  I 141 

107.  Der  Schiniegungakegel  . 143 

1Ü8.  Die  rectiticierende  Fläche  und  Linie . — 

109.  Winkel  der  benachbarten  Kriimmiiugaradicn  ■ • • ■ ■ • I4ü 

110.  Die  abwickelbare  Folarfläche  und  die  Kvoluten  der  Gurre  . 147 

112.  Der  Ort  der  Krümmungacontra tlff 


Digitized  by  Google 


X 


Aftikffl,  Sijiig. 

113.  Die  .Schniicguiigdkugel ; ihr  Kadiua,  Beispiele  . . . . . 130 

114.  Die  Schtniggiuiggktigel;  ihr  Centnim;  Beiepiole;  Literatur 

(Vergl.  Anhang~p.  553)  i 131 

115. *  Ordnungen  gewigger  Flachen 133 


IV.  Die  Cur'ven  auf  den  Flächen. 

116.  Die  geodätische  Linie;  das  Princip  von  Oaiiss  gammt  An- 

Wendlingen  ! ! i i i i ! i ^ ! I i ^ I I I ! . 1.34 

119.  Der  Kadiua  der  gcodätigcheii  Krümmiiiig  .......  1.37 

190.  Die  gcodatiBchen'  Linien  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung  1.3R 


124.  Die  Oleichwerthigkeit  der  Congtanten  p/)  für  alle  dnreh  dcii- 

selben  KreispiinkV  gehenden  geodätigclien  Linien;  ihre  Uoii- 
seqnenzen  nach  M.  Roberts 16.3 

125.  ^yiir  alle  dieselbe  Krümmungslinie  berührenden  geodätischen 

Linien  i ! ^ \ . . . \ i i i I . . \ ! ! i 167 

126.  Die  Gleichung  pD  = const.  in  der  Form  von  Liouville  . . — 

127.  Uiirchschnittsortc  geodätischer  Tangenten  einer  Krümmiings- 

liiiie ° 168 

129.  Die  Tangenten  einür  geodätischen  Linie  berühren  eine  con- 

focnle  Fläche 170 

131.  Die  nach  einer  geodätischen  Linie  umgeschriebene  Ahwicke- 
lungsfläche  . . . • • • ■ • • • • • • ■ • ■ ' • 

. 132.  Chules’s  Erweitemng  des  im  Art.  124  gegebenen  Theorems 

von  M.  Roberts  — 

133.  KllipGsefae  Coordinateii  . . . ...  173 

134.  Das  Bogenelcment  einer  Curve  auf  der  Fläche  . 174 

l:l5.  Das  Flächenelement  ....  — 

136.  Das  zweite  Integral  der  Gleichung  der  geodätischen  Linie  . 175 

137.  Die  Kectiticatioii  der  geodätischen  Linie ^ 176 

138.  Die  geodätischen  Polar-Coordinaten . . . 177 

139.  Das  Curvcnelcmcnt  iin  System  derselben  und  ein  Analogon 

zur  sphärischen  Trigonometrie  ...  . . ...  . . . 178 

141.  Die  Krümmungslinie  als  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks  über 

der  Entfernung  zweier  Kreispiinkte 180 

142.  Hart's  Beweis  der  Aiisdriicke  von  M.  Roberts  nnd  die  einer 

Kriimmnngslinie  umgeschriebenen  geodätischen  Polygone  . 181 

143.  Die  geodätischen  Linien  aus  den  Kreispunkten;  Sätze  von 

Hart  nach  Ueweisen  von  M.  Roberts  183 

145.  Von  den  Niveaulinien 187 

146.  Von  den  h^alllinien — 


V.  Die  Theorie  der  Krümmung  und  Deformation  der  Flä- 
chen 11  nd  die  der  geradlinigen  Strahlensyatemo. 

147.  Die  DeHnitionen  der  Gaiiss’schen  Kriimmengstheorie  . . . 189 

148.  Das  Kriimmungsmaass  in  analjrtischer  Ausdrücksform  (Vergl. 

Anhang  p.  560) — 

150.  Das  Kriimmungsmaass  bleibt  bei  jeder  Deformation  iiiiver- 

ändert  ...........  191 

151.  Die  Griisso  R*  als  Function  von  K,  F,  G 193 

152.  Das  absolute  Glied  der  Gleichung  der  Haaptkrümmangs- 

halhmesser  in  derselben  Darstellung — 

153.  Das  Krümmungsmnass  in  ihr 195 


Digiiized  by  Google 


XI 


Arlikel.  Seile. 

1.54  Zwei  lienuiidcre  Cnrvgiisygtcme  mif  tlf r F’läclic ; iler  Speeial- 

l'ull  der  Kco'lHliochpti  Pol»rcoordiiiatcii  i ^ T i . . i 7 198 

1R5.  Jjie  lutalo  Krummiiiig  eines  peodiitmchen  Jjreicckes  einfr 

Flär.hfi  nach  dann»  . . . 909 

1.56  * Von  der  Deformation  der  Flächen.  Der  Fall  £ z=  il, 

F—2L 903 

l.'S?  * Per  Kall  E = 1,  A’ z=  0;  Aiialyge  nitch  Boor  .....  9(ni 

159. *  ficomctrUche  Bcilentnng  der  cingofiilirtcn  Fonclioneii  210 

160. *  'riieorie  der  geradlinigen  .Stmliloimystcme  nach  Knmmer  . 919 

161. *  Din  kiirzBgten  Ahatiinilo  ilnonillif.li  iialior  Striililcn  . ■ . . 911 

169.*  Die  kürzesten  Abstäiide  an  den  Grcnzpimkten 915 

163.*  Hrennpiinkte  und  Mittelpunkt  eines  Stralilca;  l''ocalebeiicii  21^ 
164  * Die  dem  Strahleiisygtemc  verbundenen  Flachen 990 

165. *  Dai  DichtigkeltumaaBs  de»  StmlilenBy^tem« 993 

166. *  Der  PrehuncBwinkcl  nnendlieh  naher  Strahlen  . . . ! i 996 

167. *  Die  Brennliiiie  unendlich  dünner  Stralilenbiindel  nnd  die 

Haiiptatrahlen  ...  - 999 

168. *  Zimammenhänge  mit  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flachen 

(Vorgl.  Anhang  p.  560)  . i i 7 7 7 7 7 7 7 7 7 931 

Kapitel  m. 

V'on  den  tTamilien  der  Flädien. 


169.  Uebersicht;  partiello  Differentialgleichung  einer  Familie  9.31 
17(1.  Olcielmngen,  welche  eine  arbiträre  Fiinctiun  enthalten  7 7 935 

173,  Cylinderflächen ; Beispiele  . . 7 7 7 7 7 7 7 7 T . . 938 

174.  Kcgelflilcbcn 940 

1 75-  l'onoidflächeu;  Beispiele  ...  1 943 

176  Uiudrehiingatiiiehen  (Art.  178*)  7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 94.5  • 

179.  Differentialgleicbung  einer  Familie,  welche  zwei  arbiträre 

Fnpctionen  cntliiilt 9111 

189.  Flächen,  welche  durch  eine  stet«  einer  festen  Kbeiie  parallele 

Gerade  erzengt  werden  . . . 953 

184.  Flächen,  welche  durch  eine  Grade  erzeugt  werden,  die  eine 

fi.Hle  Aj.lmp  ■lotA  «..lineiilAt  ....  , , . 9.56 

186  Differentialgleichnng  der  Itegelflächen 9.59 

187.  Theorie  der  Enveloppcn  7 961 

189-  Die  llestimmung  der  arbiträren  Functionen  . . . . , . 964 

191.  Kiiiige  Hci.spielo  967 

193.  Die  Enveloppe  einer  Fläche,  deren  Oleicliiing  drei  durch 

r.wei  Kelntionen  TerliiinilcnB  Cnii.itanten  enthält  . . . 7 9i2li 

194.  Die  Differentialgleichnng  der  Dcveloppabeln  und  die 

. llcgüe'Bche'Fliicho  derselben  9211 

195.  Röhrendäciien , ^ , . 972 

196.  Die  Enveloppe  von  Flächen  mit  vier  oder  mehr  Parametern  — 

197.  Die  Differentialgleicliniig  der  Characteristiken  . . . . . 273 

198.  .\ndere  Form  derselben  und  erweiterte  Redcntiing;  Beiapicle; 

geodätiüche  Einie  eine»  Kegels  . ^ 7 7 7 . . 7 . . 7 975 

900.  Die  IJhnracteristik  ans  einer  Gleichung  zweiter  (J^nnng  T 980 
202.  Verallgeincineriing  der_Thcorie  der  conjngiertcn  Tangenten  989 
903.  KegelHäclien;  ihre  Tangentenebenen  ...  ■ ■ . • • ■ 988 

204.  Das  DoppelvcrhältniBs  dca  Tangentcnebenenhiischels  und  der 

Kcilie  der  Ueriihrunggpiipktc  . . . . . . . ...  . . . 989 

205.  Das  längg  einer  Err7ciigenden  berührende  Hyperboloid;  Bei- 
spiel 7 .....  290 


Digifeed  by  Google 


XII 


Vi'ilml.  Seile. 

2117.  I)ic  Doppelciirve  d»r  wind»chiefen  Regelflitchen  . ....  292 

20»,  iJer  nuimillende  Kegel  einer  Regelfläche  ! i ^ ....  293 

209.  Die  Kegelflticlie  mit  drei  fegten  Lcitcurven 294 

213.  Die  Involution  fler  Punkte  der  Berüliriing  und  lieg  normalen 

Scliilittea  iu  einer  Krzeiiconden  298 

214.  ITäg  hyperbolische  l^araboloid  der  Xormalon  längs  einer  Kr- 

. . . . — 

215.  Die  Strictionglinic  der  Regelflitchen  i ! i ! ! ! i I 300 

216. *  Von  der  Deformation  der  Kegelflaclien  . 301 

217. *  Die  wjindgchicfeii  mid  die  i|e?eloppabeln  KtSchen;  die  Ciu^ 

ven  der  seboiobaren  Umri»»e  »14 

V8.*  Die  allgemeinen  Oloichunpren  deg  Problemg  . . . . . . 305 

219.*  Leber  die  Kriiinmnngiiverliiiltnigae  bei  der  Deformation  . . 307 

221. *  l)ie  Tfaiiaformatioii  "der  Krzeugenden  tu  Haiiptnormalen 

einer  orthogonalen  Trajectorie . . . . .310 

222. *  Von  den  Schraiiben-Kcgelflächen • ‘ • • ‘ 

223. *  Ueber  die  Hegelflächen  mit  Rlehtunggebene  und  die  Conoid- 

Blichen  . . . .31.5 


Kapitel  IV. 

Von  den  Flächen,  welcliu  aus  Flärheii  zweiter  Ordiiiiiig  ahgeleitet 

werden.  ■ 


224.*  Mannichfaltigkeit  dieser  Flächen .317 

226.  Die  Wellenniichc  von  Frcanel ; ihre  Entstehunf;  aiib  elom 

Eilipgoid  . . . i ; ais 

226.  TXe  gingulären  Punkte  der  Wellenfläeho 819 

227.  Von  den  Apgidalflachen  .390 

228.  Allgemeiue  Eigengchaften  dcrgelben  ^ ^ 321 

230.  Die  reeiproke  Polare  der  Apgidalfläche  . ...  . . . . .322 

231.  Die  gingiiiaren  Tangentenebeneu  der  Wellenflgcho  ■ . . . .32.3 

233.  Neue  Gleichungen  der  WellenflSche  . t . . . ~ . .325 

235.  Eigengchaften  der  Wellcnfläche  und  eine  neue  Qleichiing 

dergelben . . .328 

240.  Die  Reeiproke  der  Wellcnfläche  und  ihre  Gleichung  . . . .332 


Pniikten  haben  yich  gechzehn  ginguldre  Tangentenebenen  .3.34 

242. *  Ihre  allgemeine  Öleichung  .3.35 

243. *  Uire  Beziehimg  zur  Theorie  der  Strtthlensygteme  ! i ! i 337 

244.  Die  ParallelHiichen  der  Flache  zweiten  (Irndeg  . . . , 339 

245.  Die  Fuggpunktrtachcn,  die  Heihe  dcrgelben  und  ihre  Bezic- 

hung  zu  den  invergen  Flächen  I i ^ . 34» 

246.  Eigengchaften  der  invergen  Elächen  .........  34.3 

247.  Die  ergte  positive  nnd  die  ergte  negative  Fnagpunktfläche 

des  Ellipgoideg  . ■ . ■ • • ■ ■ • 345 

249.  Die  Beziehung  der  ersten  negativen  Fiiggpnnktflitche  znr 

Parnllelfläche  . ] i i T 341 

260.*  Die  Cyclide  von  Dnpiii  349 

251. *  Die  Flächen  vierter  Ordnung,  welche  Schaaren  von  Kegel- 

sehnitten  enthalten  . .350 

252. *  Die  Schaaren  der  Kegelschnitte  liegen  ln  nicht  berühren- 

den Ebenen 361 

263.*  Sie  liegen  in  einfach  berührenden  Ebenen;  Steiner'gche 

Flitch«  ■ ; ! ; i i . . I i I ^ i ; i i i ! ^ ^ 353 

255.*  Sie  liegen  in  zweifach  berührenden  Ebenen .357 


Digitized  by  Google 


xin 


ArÜkeL  SpU^. 


257.* 

Das  Normalenproblem  der  Flüchen  zweiten  Grades  in  seiner 

allcremeinen  Form  nach  Clebsch 

aha 

268.* 

Der  Ort  der  Punkte,  für  welche  zwei  Anflösnniren  zusam* 

menfallen 

.361 

261.* 

Al|;cbraischo  Au&üsuntren  des  Problems 

366 

262.» 

Die  Punkte  von  .je  drei  zusammenfallenden  Dösunffen  . . 

3fil_ 

263.* 

Die  Punkte  von  je  zwei  Paaren  zusammenfallender  Lüsun- 

« 

'fen;  fernere  für  je  drei 

.370 

266.* 

Die  Punkte  von  .je  vier  zusammenfallenden  iiBsun^en  . . 

374 

267T 

Die  Punkte  von  ie  drei  Paaren  zusammenfallender  Lösnn- 

firen  

■376 

268.* 

Punkte  von  |e  zwei  und  drei  zusammenfallenden  DHannecn 

an 

27ÜT 

Die  sechs  Geraden,  welche  dem  Problem  entsprechen,  liefen 

auf  einem  Keirel  zweiten  Grades 

.380 

Kapitel  V. 

Von  (len  Flächen  driller  Ordnunc. 

271. 

Die  Flüche  dritter  Ordnune  und  ihre  Reciprokaltlüche  . 

38.3 

272. 

Von  den  sin^lürcn  Punkten  oder  Linien  der  Flüche  und 

den  Kecrelflacben  dritten  Grades 

■384 

273 

Ihre  Polarflüchen  und  die  besonderen  Hchnitto  zweiten  Ura- 

274. 

des  in  ihr  

Ein  besonderer  Fall 

■389 

275. 

Eine  Flüche  dritter  Ordnuni;  kann  nicht  mehr  als  vier  Doppel- 

punkte  haben:  Beispiele 

31K) 

276. 

Die  Flüchen  dritter  Ordnuncr  ohne  sinemlüre  Punkte  und  die 

canonische  Form  ihrer  Gleichunir 

■392 

277. 

Die  coniueierten  Kernflüchen  desselben  fallen  zusammen  . 

■39.3 

278. 

Von  entsprechenden  Punkten  der  Kernflüche 

394 

STÖT 

Das  Pentaeder  von  Sylvester  und  Steiner 

280.*  Die  analytitchc  Untersachnn^  desselben  von  Clebscli  . . 

397 

Die  Gleichanj;  der  Knotenpunkte  in  Ebenen>Coordinaten 

400 

283T 

Ihre  Anflösiinft  durch  eine  Uleichnnc.  fünften  Grades  . . . 

40.3 

*284.*  Kiflrenscbaften  des  Pentaeders 

406 

28.5.» 

Die  Redaction  der  allgemeinen  Gleichung  auf  die  canonische 
Form  ...  ...  ... 

409 

286. 

Die  Polarflnche  einer  Ebene  als  eine  Flüche  dritter  Ord- 

288. 

nunc:  mit  vier  Doppelpunkten  berührt  die  Kemflüche  . . . 

411 

Die  27  Geraden  in  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung 

413 

2807“ 

Die  dreifach  herührnnden  iOhnneii  der  Klüche 

414 

290. 

Die  doppelt  berührenden  Ebenen  und  die  Involution  der 

Paare  ner  Uerühnincrspunkto  

415 

291. 

Die  27  Geraden  in  anderer  Untersncfauni; 

— 

2057" 

Die  AnordnuniF  ihres  Systems  von  Schlüfli  ...... 

418 

203. 

Geometrische  Construction  desselben  .r  . , 

— 

294. 

Arten  der  Plüche  dritter  Urdnnner;  Beispiele  . i ^ T I . 

420 

2957“ 

Invarianten  und  Covarianten  der  Flüche  dritter  (^rännnfF; 

2k. 

allgomeine  Methode 

42.3 

Uperationssymbole  znr  Bildauf'  von  (Jovarisnten  und  Contra- 

Varianten 

426 

298. 

428 

430 

299. 

Die  abcreleiten  Functionen 

SÖÖT“ 

Die  Fundamental-Invarianten 

431 

301. 

Fernere  Covarianten  und  die  Gleichnne  der  Fläche  neunter 

Grdnnnif,  welche  die  27  Geraden  bestimmt 

432 

Digilized  by  Google 


XIV 


Artikel. 


Seite. 


Kapitel  VI. 

Allgomeini-  Theorie  der  Fliiehen. 


.■{02.*  Uebcr  die  Bestimmunp^  der  Flächen  durch  Punkte.  Schnitt- 

curvc  von  zwei  Flächen  nter  und  »der  Ordnung  ....  436 

303.*  Schnittpunkte  von  drei  Flächen  .von  den  Ordnungen  n,  n 

und  m 437 

305. *  Schnittpunkte  von  drei  Flächen  von  den  Ordnungen  m,  m 

und  R 441 

306. *  Schnittpnuktc  von  drei  Flächen  von  den  Ordnungen  /,  m 

and  » . . 442 

.307.*  Ueher  die  Ordnung  von  Sy8teincn|  von  Gleichungen;  einlei- 
tende Beispiele 444 

310.*  Die  Ordnnng  der  durch  ein  System  von  Flächen  licstimmten 

Kaumeurve 447 

312. *  Die  Ordnung  der  hezüglichen  abwickelbaren  Flüche  •/  . . 4.50 

313. *  Die  Zahl  der  Dnrchschnittspunkte , die  einem  System  von 

F'lächen  gemeinsam  sind 451 

314. *  Die  Doppelpunkte  der  durch  eine  symmetrische  Determinante 

bestimmten  Fläche 452 

315. *  Das  Gewicht  eines  Systems  von  Gleichungen 454 

316. *  Ordnung  und  Gewicht  des  Systems  von  Bedingungen,  unter 

welchen  zwei  Gleichungen  zwei  gemeinsame  Wurzeln  besitzen  456 

317. *  Das  System  für  drei  gemeinsame  Wurzeln  458 

318. *  Das  System  der  Bedingungen,  unter  welchen  drei  Gleichun- 

gen eine  gemeinsame  Wurzel  haben 459 

320. *  Ordnung  einer  Regelfläche,  deren  Erzeugende  die  Dureh- 

schnittsenrve  zweier  Flächen  dreifach  schneiden  ....  461 

321. *  Zahl  der  Geraden,  welche  jene  Curve  vierfach  schneiden  . 462 


322.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  vier 

Flächen  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  haben  ....  465 
.323.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  drei 


Flächen  eine  gemeinsamo  Gerade  enthalten 467 

324.  Characteristik  verschiedener  Rcgelflächen  und  Abwiekelnngs- 

flächen 469 

325.  Von  den  singnlären  Tangenten  und  ihren  Berührungspunk- 
ten; ITcbersicht 472 

326.  Der  Ort  der  Punkte  vierpunktiger  Berührung 473 

.327.  Clebsch's  Berechnung  der  Fläche  S 474 

334.  Die  Fläche  ä berührt  die  Hcsse’sche  Dctcrininantenflächc  Af 

längs  einer  Curve 483 

335.  Beziehungen  dieser  Curve  zu  der  Curve  der  Wendepunkte 

uud  der  Curve  der  vierpunktigen  Berührungen 484 

336.  Die  Fläche  ddr  vierpunktig  berührenden  oder  Doppclin- 

flexionstangenten 486 

337.  Die  Inflexionstangenten  mit  nochmaliger  einfacher  Berührung 

und  ihre  Fläche 487 

.339.  Die  Berührungspunkte  der  dreifucheu  Tangenten  und  ihre 

Fläche  488 

340.  Die  Probleme  von  den  Tangenten,  welche  vier  Bedingungen 

erfüllen;  Ccbcrsicht  489 

33l.  Punkte  fünfpunktiger  Berührung 490 

342.*  Doppelpunkte  der  Curve  vierpunktiger  Berührung  nach 

Clebsch 491 


Digitized  by  Google 


Artikel.  Seile. 

344.*  Ein  allgemeiner  Satz  und  seine  Anwendung  auf  die  Flächen 

dritter  Ordnung  494 

3-46.*  Geometrische  Interpretation  des  Curvensystems.  welches  die 

Doppelpunkte  bestimmt 497 

348.  Von  den  singulären  Tangentenebenen;  Uebersicht  ....  5UU 

349.  Allgemeine  Kelation,  die  die  Schnittpunkte  der  Fläche  mit 
einer  durch  drei  Punkto  gehenden  Ebene  bestimmt  . i . &0l 

3&0.  Die  Doppeltangentenebenen  . . . ‘ 502 


au«,  jrie  euLspreeueuueu  /vuwicKuiuugsnaeiieu uuu 

353.  Theorie  der  Reciprokalflächen;  erste  Gruppe  der  Qmnd- 

formeln 507 

356.  Die  Kcciproke  der  Fläebe  dritter  Ordnung 609 

366.  Die  Keciproko  <ler  Fläche  nter  Ordnung;  die  Zahl  der  drei- 
fachen Tangentenebenen 511 

367.  Zweite  Gruppe  der  Grnndformeln 513 

368.  Die  Verminderung  der  Ordnungszahl  der  Rcciprokaldächc 

durch  die  Singularitäten  der  Originalfläcbc 616 

359.  Andere  Form  der  Grnndformeln 617 

360.  Zweite  Methode  der  Untersuefcung  der  Reduction  der  Ord- 
nung der  Rcciprokalfläche 518 

361.  Prüfung  der  Theorie  an  den  devoloppabeln  Flächen;  Bei- 
spiele   > 620 

362.  Beispiele  von  der  Theorie  der  Regelflächen 523 

363. *  Zur  allgemeinen  Theorie  der  Regclflächcn;  Vielfachheit  der 

Leitenrven 526 

364. *  Das  Problem  von  der  Anzahl  der  vier  Cnrven  schneidenden 

Geraden;  einfache  Fälle 626 

365. *  Der  allgemeine  Fall 527 

366. *  Specialfällo ; die  Zahl  der  Geraden,  welche  eine  Curvo  vier- 

fach schneiden;  Anzahl  der  singulären  Erzeugenden  . . . 629 

367. *  Specialfälle  von  der  Ordnung  der  Regelflächen 632 

368. *  Die  Doppclcurven  der  Regelflächen  in  besonderen  Fällen  ' 535 

369. *  Functionaluntersuchung  zur  Bestimmung  der  Doppelcurvc 

im  allgemeinen  Falle 5.38 

371.*  Die  Schnitte  der  Erzeugenden  mit  den  singulären  Linien  der 

Kcgcifläche 543 

.372.*  Die  Hesse'sche  Determinante  für  Regelflächen  . i . . . . 544 

.373.*  Die  Determinantenfläche  der  Dcveloppabeln;  insbesondere 

derjenigen  vierter  Ordnung  545 

374.*  Eine  specielle  Doveloppable  fünfter  Prdniing,  und  eine  solche 

sechster  Ordnung 547 

377.*  Von  den  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche  .....  551 


Zasätze. 


I)*  Zu  den  Abschnitten  des  II.  Kapitels  . . : 653 

II) *  Zu  den  Kapiteln  III,  IV,  V . 661 

III)  Ueber  die  Systeme  der  Orthogtmalfläcbeu .562 

* Die  Formeln  von  Lamd 570 

IV) *  Zur  Theorie  der  Inversion  und  der  Orthogonalfläcben  . . . 677 

V)*  Ueber  den  Quaternionen-Calcul 679 


XVI 


ArlikH.  ' S«i!e. 

VI)*  Ueber  <lic  Invarianten  nnd  Covariantcn  der  Systeme  von 

Flächen  zweiten  Uradcs 693 

§ 1,  2.  Die  Invarianten  des  einfachen  Systems  und  ihre  Bedeutung  593 
§ 3.  Die  Invariante  der  Berührung  zweier  Flächen  und  die  Parallel- 

fiäche 597 

§ 4.  Die  stationäre  Berührung  und  die  Fläche  der  Ccntra  . . . 600 

§ 5.  Die  einem  Tetraeder  eingeschriebenen  nnd  die  seine  Kanten 

enthaltenden  Flächen 602 

§ C.  Die  Beziehungen  einer  Kcgelflüchc  zu  Flächen  zweiten  Grades  — 
§ 7,  8.  Der  imaginäre  Kreis  und  die  speciellen  Hyperboloide  . 603 
§ 9,  10.  Die  Tangcntialgleichung  eines  ebenen  Schnittes  und  der 

Bcrührungskegcl  nacli  einem  solchen 605 

§11.  Die  Contravarianten  des  einfachen  Systems 607 

§ 12.  Die  Covarianten  desselben 609 

§ 13.  Die  Contravariailtc  und  Covariante  des  Systems  von  Linien 

zweiten  Grades,  die  Keduction  der  Gleichungen  anf  die  Nor- 
malform   611 

§ 14.  Die  Polarflächen «...  613 

§ 16.  Die  gemeinschaftlich  umgeschriebeno  Dcveloppable  . . . 615 

§ 16.  Die  Tangentialgleichung  der  Dnrchdringungscnrve  . . . 016 

§ 17,  18.  Die  Tangentenfläche  derselben 617 

§ 19,  20.  Concyklische  nnd  confocale  Flächen;  die  Durchschnitts- 

ürter  orthogonaler  Berührungen 618 

§ 21,  22.  Die  Eigenschaften  confocaler  Flächen  und  die  Focal- 

curven  620 

§ 23,  24,  25.  Der  imaginäre  Kreis ; die  Bedingung  der  Orthogona- 
lität, die  Gleichung  der  Kugel  in  tetraedriseben 

Coordinaten 621 

§ 26,  27.  Die  Invarianten  der  ebenen  Schnitte  nnd  die  Brenn- 
punkte der  Kegelschnitte 624 

§ 28.  Die  Brennpunkte  ebener  Schnitte 627 

§ 29.  Die  .lacobi’sche  Fläche  des  Systems  von  vier  Flächen  zwei- 
ten Grades 629 

§ .30.  Die  Rednetion  der  Gleichungen  zweier  Flächen  anf  die 

Normalform 631 

§ 31,  32.  Die  Discriminante  des  Systems  von  drei  Flächen;  zwei 

Invarianten  desselben 633 

NK.  Pie  mit  einem  Stern  bczeiehnclcn  Artikel  oder  Absclinitlc  ,siml  im  Original 
nicht  cnllialten.  * 


Digitized  by  Google 


/ 


I.  Kapitel. 

Allgemeine  Theorie  der  Flüchen. 


L Abschnitt.  Einleitung. 

1.  Indem  wir  für  ein  sp.iteres  Kapitel  eine  inelir  in  das 
Detail  eingehende  Untersnchnng  der  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Flachen  Vorbehalten,  gedenken  wir  hier  einen  Abriss  der- 
jenigen Theile  dieser  allgemeinen  Theorie  zu  gehen,  welche  sich 
jnit  der  mindesten  Mühe  ableitcn  lassen. 

Sei  die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form; 

A 

+ Bx  + Cy  + Dz 

-f-  Ex'^  + Fy-^  + Gz*  + 2Hyz  + 2Kzx  -f  2Lxy 
+ etc.  = 0 

geschrieben  oder,  wie  es  zur  Abkürzung  vorzugsweise  geeignet  ist: 
Uq  -f-  m,  -F  i/j  + «3  + etc.  = 0, 

wo  die  Vereinigung  der  Glieder  vom  n""  Grade  in  der  Gleich- 
ung bezeichnet. 

In  dieser  Ausdrucksform  besteht  u„  aus  einem  Gliedc,  u,  ent- 
hält drei,  u.j  sechs  Glieder,  etc.,  und  die  Gesammtzahl  der  Glie- 
der in  der  allgemeinen  Gleichung  ist  die  Summe  von  (»  1) 

Gliedern  der  Reihe 

1,  3.  6,  10,  etc., 

d.  i. 

= (”  + 1)  (»  + 2)  (>■  + 3) 

1.2.3 

Die  Zahl  der  zur  Bestimmung  einer  Fläche  vom 

Salmou,  Anal.  Gpoui.  <1.  II.  2. 
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n“''’  Grade  nolhwendigen  Bedingungen 
kleiner  als  diese  Anzahl,  d.  Ii. 

w {«*  + 6«  + 11) 


ist  um  eins 


Daher  bestimmen  3 Punkte  eine  Ebene , 9 Punkte  eine  Fläche 
zweiter,  19  eine  Fläche  dritter,  34  eine  Fläche  vierter  Ordnung. 
Wenn  man  in  die  allgemeine  Gleichung  die  Werthe 
a;  = mz  + a,  y =.  nz  h 

einsetzt,  welche  Punkten  einer  geraden  Linie  entsprechen,  so 
liefert  die  für  z bestimmende  Gleichung  Grades,  welche  da- 
durch entsteht,  die  x Werthe  des  z iu  den  Punkten,  die  der  ge- 
raden Linie  und  der  Fläche  Ordnung  gemeinschaftlich  sind; 
Eine  gerade  Linie  schneidet  eine  Fläche  Ordnung 
in  n (reellen,  oder  ganz  oder  zum  Theil  imaginären)  Punkten. 
Wird  das  Substitutionsresultat  eine  Identität,  so  ist  die  Gerade 
in  der  Fläche  enthalten.  Somit  ist  eine  Fläche  Ordnung 


durch  eine  in  ihr  gelegene  Gerade  und  - 


n («*  -f6»  + 5) 


— 1 


Punkte  auf  ihr  bestimmt.  Die  Bedingung,  eine  Gerade  zu  ent- 
haltet!, gilt  für  (/(  + 1)  Bedingungen.  Daher  bestimmen  3 Ge- 
rade im  Raume  eine  Fläche  zweiten  Grades.*)  Eine  ähnliche 
Elimination  zeigt,  dass  die  Durchschnittslinie  einer  Fläche 
„tcr  Ordnung  mit  einer  Ebene  eine  Curve  Ord- 
nung ist. 

Die  Theorie  der  Elimination  lehrt  auch,  dass  drei  Flächen 
von  den  respectiven  Ordnungen  m,  «,  p sich  in  mnp 
Punkten  durchsch neiden,  oder  dass  die  Durchschnittscurve 
zweier  Flächen  von  den  Ordnungen  m und  ii  von  einer  Fläche 
pt«r  Ordnung  in  Punkten,  von  einer  Ebene  also  z.  B.  in  mn 
Punkten  geschnitten  wird. 

Man  findet  ferner;  Wenn  durch  beliebige 
(«  1)  (^'_+  2)  («  + 3)  _ ^ 

■ G ■ 


*)  Nicht  ntle  riächcn  ciitliallcii  gernite  Linien;  da  die  öleichiingen 
der  Geraden  vier  Constante  entlialten,  so  findet  nur  bei  den  Flächen 
zweiten  Grades  die  Möglictikeit  (ten  Uedingungen  zu  genügen  stets 
und  bei  denen  dritter  Ordnung  in  einer  bestimmten  Zaht  von  Füllen  statt ; 
die  Flüchen  höherer  Ordnungen  enthalten  nicht  allgemein  gerade  Linien. 
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Punkte  eine  Schaar  von  Flächen  Ordnung  gelegt 
werden,  so  schneiden  sich  alle  diese  Flächen  in  einer 
und  derselben  Curve.  Denn  sie  sind  alle  durch  die  Gleichung 

= 0 

darstellbar,  in  welcher  ü und  17,  diejenigen  Polynome  Gra- 
des bezeichnen,  welche  mit  Null  verglichen  die  Gleiclmngen  zweier 
unter  jenen  Flächen  darstellen. 

Sie  enthalten  also  alle  die  Curve 

J7  = 0,  ?7,  = 0. 

Jede  von  ihnen  ist  durch  einen  einzigen  dieser  Curve  nicht 
augehörigen  Punkt  hestlmmt,  den  sie  enthalten  soll.  Diess  ist 
der  Grundcharacter  eines  Büschels  von  Flächen  Ord- 

II II II  g. 

Ein  Büschel  von  Flächen  dritter  Ordnung  ist  be.stiiumt  durch 
18,  ein  solches  von  Flächen  vierter  Ordnung  durch  33  I’uiikte. 
Ferner:  Alle  Flächen  ßi'"  Ordnung,  die  durch 
(n  + 1}  (ßß  + 2)  (n  + 3) 

6 

beliebige  Punkte  gehen,  schneiden  sich  ausser  in  jenen 
noch  i II  a iidere  n 

„3  + 3 _ + 1)  (n  + 2)  (ß,  + 3) 

6 

festen  Punkten. 

Beispielsweise  alie  Flächen  zweiten  Grades,  die  durch  7 Punkte 
gehen,  in  einem  achten  Punkte. 

Denn  die  Gleichungen  aller  dieser  Flächen  sind  in  der  Form 

1/  + -f-  = 0 

cnlhallen,  in  welcher  l/,  f/,,  Uj  diejenigen  Polynome  n'™  Grades 
bezeichnen,  welche  gleich  Null  gesetzt  drei  jener  Flächen  reprä- 
sentieren. Die  Zahl  der  denselben  geineiiischartlichen  Punkte  ist 
ßi^  und  daraus  entspringt  der  Satz.  Da  die  Gleichung  des  Systems 
zwei  Constanten  explicite  enthält,  so  kann  durch  jedes  gegebene 
l‘aar  von  Punkten  im  Raume  eine  jener  Flächen  gelegt  werden. 
Man  nennt  die  Gesammiheit  dieser  Flächen  ein  Netz  von  Flä- 
chen n'''''  Ordnung  und  dass  je  eine  Fläche  des  Netzes  durch 
zwei  willkürlich  gegebene  Punkte  geht,  ist  die  characteristische 
Eigenschaft  der  Netze  von  Flächen.  Alle  diejenigen  Flächen  eines 

1* 
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Netzes,  weiche  durch  denselben  Punkt  des  Raumes  gelien,  bilden 
ein  Flächcnbüsche).  Daran  scidiessen  sicli  aucli  die  Sätze:  Wenn 
unter  den  Zweigen  der  Durclisclinittscurve  zweier 
Flächen  n'®"  Grades  solche  sind,  durch  welche  eine 
Fläche  vom  m“’"  Grade  gelegt  werden  kann,  so  geht 
durch  die  übrigen  eine  Fläche  vom  (« — Grade. 
Wenn  z.  B.  zwei  Flächen  dritten  Grades  eine  ebene  Curve  ent- 
halten, so  geilt  durch  den  Rest  der  Durchdringungscurve  eine 
Fläche  zweiten  Grades.  Die  Eigenschaften  des  windschiefen  Sechs- 
ecks auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  gehen  daraus  iiervor.*) 
Wenn  vondenDurchschnittspunkteu  dreier  Flächen 
n'™  Grades  mn^  auf  einer  Fläche  wi*'"  Grades  liegen,  so 
geht  durch  die  (n — m)  »*  übrigen  Durchschnitlspunkle 
eine  Fläche  (« — m)‘™  Grades. 

Wenn  drei  Flächen  Grades  eine  und  dieselbe 
Curve  enthalten,  die  auf  ein  er  Fläche  m'™  Grades  liegt, 
so  schneiden  sich  die  drei  Flächen  {n  — w)'™  Grades, 
welche  durch  die  zweiten  Durchschnittsciirvcn  jener 
Flächen  gehen,  in  einer  und  derselben  Curve. 

Man  kann  endlich  diese  Betrachtungen  fortsetzen  auf  Flächen 

Ordnung  von  der  allgemeinen  Gleichungsform 
U lUi  + iiU^  -F  vffj  = 0. 

Man  hat  damit  Flächen,  deren  jede  durch  je  drei  beliebige 
Punkte  bestimmt  werden  kann  nach  der  Zahl  der  Constanleii 
A,  |u,  V,  Man  hat  vorgeschlagen  eine  solche  Flächenfamilie  als 
ein  System  zu  benennen,  und  sieht  leicht,  dass  alle  die  Flächen 
des  Systems,  welche  durch  denselben  Punkt  gehen,  ein  Netz, 
und  alle  die,  welche  dasselbe  Paar  von  Punkten  enthalten,  ein 
Büschel  bilden. 

2.  Man  kann  die  allgemeine  Gleichung  in  die  Form  einer  Polar- 
gleichung überführen,  indem  man  die  Substitutionen 

Q cos  a,  Q cos  ß,  Q cos  y 

für 

X,  y,  t 

ansführt,  und  erhält  dadurch  eine  Gleichung  vom  Grade,  aus 
der  n Werthe  des  Radius  vector  bestimmt  sind,  die  einer  ge- 


*)  Vcrgl.  Art.  I1'2  im  ersten  ßAmlc  tlieses  Werkes. 
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gebcneii  durch  die  Winkel  a,  ß,  y liezcichiieteii  lUchtung  dus:»:l- 
ben  enlsprecben. 

W'ciin  der  Aidangspunkt  der  Coordinaten  in  der  Fläche  liegt, 
so  ist 

«0  = 0 

und  eine  der  Wurzeln  der  letztgedaditen  Gleichung  ist 

? = 0. 

Eine  zweite  W'urzel  derselben  Gleicbnng  nimmt  den  Werth 
Null  an,  wenn  die  Bedingung 

B cos  « -f-  C cos  ß D cos  y = 0 
^rfrdlt  ist,  die  durch  Multiplication  mit  q in  die  Form 
B.V  + Cy  + Bz  = 0 

übergeht,  welche  also  ausdrückt,  dass  der  Radius  vector  in  der 
Ebene 

«1  = 0 

enthalten  sei. 

Es  ist  keine  andere  Bedingung  zu  erfüllen,  damit  der  Ra- 
dius vcctor  die  Fläche  in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten 
schneide. 

Wir  erkennen  so,  dass  im  Allgemeinen  durch  einen 
willkürlich  gewählten  Punkt  einer  Fläche  unendlich 
viele  Radien  vectoren  gelegt  werden  können,  welche 
in  ihm  zwei  zusammenfallende  Punkte  mit  derselben 
gemein  haben,  d.  i.  unendlich  viele  Tangenten  der 
Fläche;  alle  diese  Tangenten  liegen  in  einer  durch  die 
Gleichung 

«,  = 0 

bestimmten  Ebene,  welche  die  Tangen tenebenc  der 
Fläche  in  jenem  Punkte  genannt  wird. 

3.  Der  Durchschnitt  einer  Fläche  mit  einer  ihrer 
Tangentenebenen  ist  eine  Curve,  welche  den  Berühr- 
ungspunkt zum  Doppelpunkt  hat.*) 

Jeder  Radius  vector,  welcher  in  der  Tangentenehene  liegt, 
ist  auch  ein  Radius  vector  der  durch  sie  mit  der  Fläche  gebilde- 
ten Schnittcurve,  und  da  jeder  von  diesen  Radien  die  Schnittcurve 


*)  Diese  Bemerkung  ist  wohl  zuerst  von  Cayley  gemacht  worden; 
vergl.  Grogory’s  „Solid  Oeometry“  Second  Edition  p.  141. 
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im  (^nonlinateiianran^  in  zwei  zusammen  rallenden  Punkten  schnei- 
tlet  (Artikel  2),  so  ist  dieser  nach  der  Delinition  ein  Doppelpunkt 
derselben. 

Man  hat  ein  IJeispiel  dieses  tieselzes  bei  ■dem  einfachen  Hy- 
perboloid kennen  gelernt,  als  welches  durch  jede  seiner  Tangen- 
tenehenen  in  einem  kegelschniu  mit  einem  Doppelpunkt,  d.  h. 
in  zwei  geraden  Linien  geschnitten  wird.  Der  Deriihrungspunkt 
der  Tangentenchene  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  von  einer  an- 
dern Species  ist  ebenso  als  der  Durchschnitlspunkt  von  zwei  ima- 
ginären geraden  Linien  zu  betrachten. 

.•\us  unserer  jetzigen  Betrachtung  folgt  umgekehrt,  dass  jede 
Ebene,  die  eine  Fläche  in  einer  Ciirvc  mit  Doppelpunkt  schnei- 
det, als  eine  Tange ntene heue  der  Fläche  anzusehen  ist,  wel- 
cher jener  Doppelpunkt  als  Berrihrungspnnkt  entspricht;  dass  sie 
eine  doppelte  Tangentenebenc  lieissen  muss,  wenn  der 
besagte  Durchschnitt  zwei  Doppelpunkte  cnlhäll,  und  eine  drei- 
fache Tangentenebenc,  wenn  drei  Doppelpunkte  ihm  ange- 
hören. 

Da  die  (ileichung  einer  Ebene  diei  unabhängige  Lonstanten 
enthält,  so  ist  es  immer  möglich,  eine  Ebene  so  zu  bestimmen, 
dass  sic  drei  gegebenen  Bedingungen  genügt,  und  es  kann  daher 
eine  endliche  Anzahl  von  Ebenen  gefunden  werden,  welche  eine 
gegebene  Fläche  in  einer  Eurve  mit  drei  Doppelpunkten  schnei- 
den, d.  h.  jede  Fläche  hat  im  Allgemeinen  eine  be- 
stimmte Zahl  von  dreifachen  Tangentenebenen. 

Sie  besitzt  auch  unendlich  viele  Doppeltangentencbe- 
nen,  und  es  wird  durch  dieselben  als  der  Ort  ihrer  Berühr- 
ungspunkte eine  Curve  auf  der  Flüche  bestimmt.  Der  Grad 
dieser  Gurvc  und  die  Zahl  der  dreifachen  Tangentenebenen  wer- 
den weiterhin  untersucht. 

4.  Durch  einen  in  einer  Fläche  willkürlich  ge- 
wählten Punkt  können  im  Allgemeinen  zwei  Linien 
so  gezogen  werden,  dass  sie  mit  der  Fläche  drei  zu- 
sammen fallende  Punkte  gemein  haben. 

Damit  der  Radius  vector  die  Fläche  in  drei  zusammen  fal- 
lenden Punkten  schneide,  muss  nicht  allein  wie  in  .\rtikel  2 die 
Bedingung 

B cos  u -p  C cos  ß />  cos  y = Ü, 
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E cos’  o + f cos’  (3  + (»  cos’  y 
+ 2 cos  ^ cos  y + 2 if  cos  y cos  « + 2 £ cos  « cos  ^ = 0 
erffdlt  sein.  Wenn  beide  Bedingungen  erffllll  sind,  so  ist  die 
(ileichung  des  n*™  (Irades,  durch  «eiche  p beslimml  wird,  — 
da  A anrli  gleicli  Null  ist  — diircli  p’  theilbar  und  hat  datier 
drei  ihrer  Wurzeln  gleich  Null. 

Nun  drückt  die  erste  Bedingung  aus,  dass  der  Radius  veclor 
in  der  Tangenlenebene 

«j  = 0 

liegt,  und  die  zweite  sagt,  dass  er  der  Fläche 


oder 


«2  = 0 


EE^  + Ft/'  + Gz'‘  + 2Hyz  + 2A'ix  + 2Lxy  = 0 
angehöre,  welche  ein  Kegel  zweiten  Grades  ist. 

Da  jeder  solche  Kegel  von  einer  durch  seinen  Scheitel  gehen- 
den Ebene  in  zwei  geraden  Linien  geschnitten  wird,  so  können, 
der  Behauptung  gemäss,  stets  zwei  die  vorgeschriebenen  Bedin- 
gungen erfüllende  gerade. Linien  gefunden  werden. 

Jede  dnrcli  eine  dieser  Linien  gehende  Ebene  — die  Tan- 
gentenebene ausgenommen,  welche  beide  enthält  — schneidet  die 
Fläche  in  einer  Curve,  welche  den  Berührungspunkt  zum  In- 
llexionspunkt  hat;  denn  ein  Inflexionspunkt  ist  ein  Punkt,  dessen 
Tangente  die  Curve  in  drei  zusammen  failenden  Punkten  schnei- 
det. Wir  nennen  deshalb  die  zwei  durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
gehenden  geraden  Linien,  welche  mit  derselben  in  ihm  drei  zu- 
sammen fallende  Punkte  gemein  haben,  die  Inflcxionstangen- 
len  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

Die  Existenz  solcher  Linien  kann  überdiess  wie  folgt  nach- 
gewiesen werden.  Wir  wissen,  dass  der  Berührungspunkt  in  dein 
durch  die  Tangenlenebene  grfiildeten  Schnitt  ein  Doppelpunkt  ist; 
cs  wird  aber  in  der  Theorie  der  ebenen  Curven  bewiesen,  dass 
durch  einen  Doppelpunkt  stets  zwei  gerade  Linien  gezogen  wer- 
den können , welche  die  Curve  in  drei  mit  ihm  zusammen  fallen- 
den Punkten  schneiden.  Das  Gleiche  gilt  offenbar  für  dieselben 
von  der  Fläche. 

5.  Jenachdem  das  Paar  seiner  Tangenten  reell  und  verschie- 
den, zusammen  fallend  oder  imaginär  ist,  gehört  der  Doppelpunkt 
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eiaer  von  drei  verschiedenen  Klassen  an.  Ihnen  entsprechend  ist 
die  Berührung  einer  Ebene  mit  einer  Fläche  entweder  eine  solche, 
für  welche  der  Berührungspunkt  ein  Knotenpunkt  derSchnitt- 
curvc,  d.  i.  ein  Doppelpunkt  mit  reellen  Tangenten, 
oder  eine  solche,  für  welche  der  Berührungspunkt  eine  Spitze 
oder  ein  Cuspid  alp  unkt,  d.  i.  ein  Do])pelpunkt  mit  zusam- 
inenfalienden  Tangenten,  oder  eine  solche,  für  die  der  Berühr- 
ungspunkt ein  conjugierter  Funkt  ist,  d.  h.  ein  Doppelpunkt 
mit  imaginären  Tangenten;  mit  andern  Worten,  die  Inflexions- 
tangenten des  Berührungspunktes  chäracterisieren  die  Art  der  Be- 
rührung. 

Dupin,  welcher  zuerst  diese  Unterschiede  der  Berührung 
bezeichnet  hat,*)  drückt  sich  darüber  in  folgender  W'eisc  aus: 
Wenn  man  nur  Punkte  betrachtet,  die  dem  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  so  nahe  sind,  dass  alle  höheren  Potenzen  iler  Coor- 
dinaten  von  der  zweiten  aufwärts  vernachlässigt  werden  können, 
so  schneidet  die  Tangentenebene  in  demselben  oder  eine  ihr  un- 
endlich nahe  Parallel-Ebene  die  Fläche 

“i  + + "a  + clc. 

in  derselben  Curve,  in  welcher  sie  die  Fläche  zweiter  Ordnung 

u^  + «5 

schneidet.  Jenachdem  diese  letztere  Fläche  durch  Ebenen,  welche 
der  Tangentenebene  parallel  sind,  in  Ellipsen,  Hyperbeln  oder 
Parabeln  geschnitten  wird,  muss  auch  der  durch  die  Tangenten- 
ebene gebildete  Schnitt  als  eine  unendlich  kleine  Ellipse,  Hyper- 
bel oder  Parabel  betrachtet  werden. 

Dieser  unendlich  kleine  Schnitt  wird  von  Dupin  die  Indi- 
catrix  des  Berührungspunktes  genannt  und  er  theilt  die  Punkte 
der  Fläche  je  nach  der  Natur  der  ihnen  entsprechenden  Indica- 
trix  in  elliptische,  hyperbolische  und  parabolische 
Punkte. 

Wenn  wir  die  Tangentialebene  als  die  Ebene  der  xij  vor- 
aussetzen, so  ist  die  Gleichung  der  Fläche  von  der  Form 

X -f-  -f-  2 Bxy  -f-  Cy*  -j-  2Bxz  -)-  -f-  Bz-  -f-  etc.  = 0, 

iiml  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist  ein  elliptischer,  hyper- 


*)  Verpl.  IViipiii's  „DevcloppemonU  <lo  Geometrie“,  p.  48. 
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bolischer  oder  parabolisrlier  Punkt,  je  nachdem 


ß’  ^ AC 

ist.*)  “ 

6.  Aus  der  bekannten  (ileicliung  der  Tan^enlcnebcne  für 
den  in  der  Fläche  gelef'enen  Anfangspunkt  der  Cnordinaten  leiten 
wir  durch  einfache  Traiisforination  der  Coordinaten  die  Gleichung 
der  Tangentenebene  in  einem  beliebigen  Pinikte  der  Fläche  ah. 
Wir  erkennen  genau  in  derselben  Art,  wie  im  Art.  58  des  ersten 
Bandes,  dass  dieselbe  in  jeder  der  beiden  Formen 


und 


, dU'  , , „ dü'  , dU'  ' „ 

(^-•^)  + (y-y)  ^ 1^'-  = 0, 

dU'  , dU'  dU'  . dU' 

X ~r'  + yj'  + + = 

dx  dy  dz  dw 


geschrieben  werden  kann. 

7.  Wenn  hiernach  gefordert  ist,  die  Tangentenebene  in  einem 
dem  Anfangspunkt  unendlich  nahe  liegenden  Punkte  der  Fläche 
z + Ax^  + 2Bxy  + Cy*  + 2Dxz  + 2Eyz  + Fz^  + etc.  = 0 
zu  bestimmen,  so  haben  wir  x',  y'  als  so  klein  voraus  zu  setzen, 
dass  ihre  Quadrate  vernachlässigt  werden  können,  während  zu- 
gleich, da  der  nächstfolgende  Punkt  der  Tangentialebene  angehört 


^ oder  genauer  gesprochen,  wie  cs  die  Gleichung  der  Fläche 
zeigt,  z'  eine  Grösse  der  nämlichen  Ordnung  mit  den  Qua<lraten 
von  x'  und  y ist.  Damit  wird  ebensowohl  aus  der  F’ormel  des 
letzten  Artikels,  als  durch  die  dirccte  Einführung  von  x x' , 


•)  Dies»  kann  auch  so  ausgedrückt  werden:  Wenn  die  Ebene  der 
•ry  die  Tangentialebene  und  die  Olciebung  der  FlSehc  in  der  Form 

I = * (a:,  y) 

ausgedrUckt  ist,  so  ist  der  Anfangspunkt  ein  clli]>tisebcr,  hyperbolischer 
oder  parabolischer  Punkt,  je  nachdem 

\dxdy)  > \d^)  \dy*) 

ist;  man  findet  leicht,  dass  dies  mit  dem  im  Text  mitgetbeiltcn  Kenn- 
zeichen äquivalent  ist.  Wir  gehen  nicht  nither  darauf  ein,  weil  es  selten 
vorkommt,  dass  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  entsprechenden  Form 
gegeben,  d.  h.  z expiieite  als  Function  von  x und  y ansgedriiekt  ist. 
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y + y'  für  X uiul  y und  Vergleichung  des  lineareu  Theils  der 
transrormierten  Gleichung  mit  Null,  die  Gleidiung  der  nächsl- 
fülgendcn  Tangentialebene  in  der  Form 

z + 2 {Ax  + By)  X + 2 {Bx  + Cy)  y = 0 

t 

gernnden.  Nun  bezeichnet  abei' 

[Ax  + By)  X + {Bx  + Cy)  y 
denjenigen  Durchmesser  des  Kegelschnitts 

Ax"‘  + 2 Bxy  + Cy-  = F, 

welcher  dem  nach  dem  Punkte  {x\  y)  gezogenen  conjugiert  ist 
(„Analytische  Geom.  d.  Kegelschnitte“,  Art.  96).  Man  hat  also 
den  Satz:  .lede  Tangentenebene  einer  Fläche  wird  durch 
eine  nächstfolgende  Tangen tenebene  derselben  in 
demjenigen  Durchmesser  der  Indicatrix  geschnitten, 
welcher  der  durch  die  Wahl  des  nächstfolgenden 
Punktes  besiimmten  Richtung  conjugiert  ist. 

Diess  ist  aus  Dupin 's  Anschauung  auch  geometrisch  evident. 
Denn  wenn  wir  annehmen,  dass  die  dem  gegebenen  nächstfol- 
genden Punkte  in  einem  unendlich  kleinen  Kegelschnitt  liegen, 
so  geht  die  Tangentenebene  in  einem  von  ihnen  nothwendig  durch 
die  zugehörige  Tangente  dieses  Kegelschnitts;  diese  Letztere  lallt 
aber  beim  Uebergang  zur  Grenze  mit  dem  Durchmesser  des  Ke- 
gelschnitts zusammen,  welcher  zu  dem  durch  den  gewählten  Punkt 
der  Peripherie  bestimmten  conjugiert  ist.  weil  sic  diesem  conju- 
gierten  Durchmesser  parallel  und  unendlich  wenig  von  ihm  ent- 
fernt ist. 

Darnach  können  alle  Tangenten  einer  Fläche,  die  in  einen 
gegebenen  Punkt  derselben  an  sie  gelegt  sind,  in  Paare  so  ver- 
theilt  werden,  dass  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  dem  nächst- 
folgenden Punkte  einer  jeden  von  ihnen  die  jedesmalige  andere 
enthält.  Die  so  auf  einander  bezogenen  Tangenten  werden  con- 
jugierte  Tangenten  genannt. 

In  dem  Falle,  in  welchem  die  zwei  Inflexionstangenten  reell 
sind,  ist  die  Relation  zwischen  je  zwei  conjugierten  Tangenten 
eines  anderen  Ausdrucks  fähig.  Wenn  man  nämlich  die  Inilexions- 
tangenten als  die  Achsen  der  x und  y wählt,  welches  mit  der 
Einführung  der  Voraussetzungen 

,4  = 0,  C = 0 
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in  die  vorige  Gleichung  idenliich  ist,  so  »ird  die  Gleichung  der 
nächstfolgenden  Tangentenebene 

z + 2B  {x'y  + xtf)  = 0. 

Und  da  die  geraden  Linien 

ar  = 0,  y = 0,  ary  + a:y'  = 0,  x'y  — xy  = 0 
ein  hanuonisches  Büschel  bilden,  so  lernen  wir,  dass  jedes 
Paar  conjugierter  Tangenten  mit  den  Inflexionstan- 
genten  ein  harmonisches  Büschel  erzeugt;  d.  i.  die 
Inflexionstangenten  sind  die  sich  selbst  conjugierten  Strahlen  des 
involutorischen  Büschels,  welches  von  den  Paaren  der  conjugiei- 
ten  Tangenten  gebildet  wird.  {Vgl.  „.\nalylische  Geom.  d.  Kegel- 
schnitte" .\rtikel  413.) 

8-  In  dem  Falle,  in  welchem  der  .Vnfangspunkt  der  Coordi- 
naten  ein  parabolischer  Punkt  ist,  kann  die  Gleichung  der  Fläche 
in  die  Form 

r + Ay"^  -|-  etc.  = 0 

gebracht  werden  und  die  Gleichung  einer  nächstfolgenden  Tan- 
gentenebene ist 

z + 2Ay'y  = 0. 

Somit  geht  die  Tangentenebene  in  jedem  auf  einen  paiabo- 
lischen  Punkt  nächstfolgenden  Punkte  durch  die  Inllexionstangente; 
und  wenn  der  nächstfolgende  Punkt  in-der  durch 

y'  = 0 

bestimmten  Bichtung  genommen  wird,  so  fällt  die  entsprechende 
Tangentenebene  mit  der  ursprünglichen  zusammen. 

Demnach  ist  die  Tangentenebene  in  einem  para- 
bolischen Punkt  als  eine  Doppcltangentenebene  zu 
betrachten;  denn  sie  berührt  die  Fläche  in  zwei  auf  einander 
folgenden  Punkten.*) 

In  dieser  Hinsicht  können  parabolische  Punkte  in  Flächen 
als  Analoga  der  Inflexionspunkte  in  ebenen  Curven  betrachtet 
werden;  denn  in  der  Theorie  der  höheren  ebenen  Curven  «ird 
bewiesen,  dass  die  Tangente  im  Inflexionspunkt  in  ganz  gleicher 
Art  als  eine  Doppeltangente  aiizusehen  ist.  Eine  weitere  Analogie 


*)  Diess  ward  wohl  zuerst  bemerkt  „Cambridge  and  Dublin  Matbe- 
matical  Journal"  Vol.  III,  p.  45. 
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zwisdicn  ])araliolisclien  iiiid  IiiOcxionspuiiklvii  nird  spater  darge- 
legt  werden. 

Da  es  /.wcckniässig  ist,  einen  Namen  zu  haben  zur  Untcr- 
srlieidmig  von  Dop])ellangenlenebenen,  welche  in  zwei  verschie- 
denen Punkten  bcrfihren,  von  den  Doppellangenlenehenen  der  hier 
betrachteten  Art,  bei  welchen  die  Berührungspunkte  zusainnien 
fallen,  so  werden  wir  diese  Letzteren  s ta  tio tiäre  Tange nte n - 
ebenen  nennen;  indem  wir  durch  diess  Wort  anzeigen  wollen, 
dass  die  Tangentenehene  bei  der  Bewegung,  welche  dem  Ueber- 
. gang  von  einem  Punkt  der  Fh^che  zu  einem  andern  entspricht, 
für  einen  sulchen  Punkt  einen  Augenblick  in  der  nämlichen  Lage 
bleibt. 

Aus  demselben  tirunde  hat  man  die  Tangenten  in  den  In- 
flexionspunkten  ebener  Curven  stationäre  Tangenten  derselben  ge- 
nannt. 

9.  Wenn  durch  die  Transformation  des  Anfangspunktes  der 
Coordinaten  in  einen  Punkt  der  Fläche  nicht  nur,  wie  bisher 
allein  vorausgesetzt  ward, 

«0  = 0 

ist,  sondern  auch  alle  Glieder  von 

“i 

verschwinden,  so  dass  die  Gleichung  iler  Fläche  die  Form 
- Ex^  -f-  Fy-  -f  Gi^  -f  lllyz  + 2Kzx  + 2Lxy  + -f-  etc.  = 0 

annimmt,  so  erkennt  man  in  derselben  Art,  dass  Jede  durch  die- 
sen Anfangspunkt  gehende  gerade  Linie  in  ihm  zwei  zusammen 
fallende  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat;  derselbe  ist  dann 
als  ein  Doppelpunkt  der  Fläche  zu  bezeichnen. 

Man  sieht  auch,  dass  eine  durch  diesen  Anfangspunkt  ge- 
zogene Gerade  die  Fläche  in  ihm  in  drei  zusammen  fallenden 

Punkten  schneidet,  wenn  ihre  Bichtungscosinus  der  Bedingung 
E cos*  ß -j-  cos*  ß G cos*  y 

2 If  cos  ß cos  y -f-  2 A"  cos  y cos  a + 2 Z cos  « cos  /J  = 0 

genügen;  in  andern  Worten,  durch  einen  Doppelpunkt  der 
Fläche  gehen  unendlich  viele  gerade  Linien,  welche 
mit  der  Fläche  d rei  z us  am  men  fallende  Punkte  gemein 
haben;  sie  bilden  einen  Kegel  zw  eite  n Grades,  dessen 
Gleichung  ist 

«2  ==  Ü. 
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Uebertliess  schneiden  sechs  von  diesen  Linien  die 
Fläche  in  vier  zusammen  fallenden  Punkten,  die  Durch- 
schnitlslinien  der  beiden  Kegel  zweiten  und  dritten 
i;  rades 

»/,  — 0,  «3  = 0. 

Die  Doppelpunkte  der  Flächen  können  nach  der  Zahl  dieser 
geraden  Linien  eingetheilt  werden,  welche  reell  sind,  nach  dem 
Zusammenfällen  von  zweien  oder  mehreren  unter  ihnen , etc. ; wir 
wollen  aber  nicht  in  diese  Einzelheiten  eingehen. 

Der  einzige  specielle  Fall,  welcher  erwähnt  werden  muss, 
entspricht  dem  Zerfallen  des  Kegels  '''  Ebenen,  und  der- 
selbe schlicsst  den  specielleren  Fall  ein , w enn  diese  beiden  Ebe- 
nen zusammen  fallen,  d.  i.  wenn  ein  vollkoniineues  Quadrat  ist. 

10.  Jede  einen  Doppelpunkt  enthaltende  Ebene  kann  in  ge- 
wi.ssem  Sinne  als  eine  Tangentenebene  der  Fläche  ange.sehen 
werden,  weil  sie  die  Fläche  in  einer  Curve  schneidet,  die  einen 
Doppelpunkt  besitzt;  in  besondererArt  si  n daher  dieTan- 
gentenebeneu  des  Kegels  t/j  als  Tangentenebenen  der 
Fläche  anzusehen.  Jede  derselben  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve,  für  welche  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  Spitze  ist. 

Dem  Doppelpunkt  einer  Fläche,  welcher  hiernach  ein  Punkt 
ist,  durch  den  unendlich  viele  Tangentenebenen  derselben  hin- 
durch gehen,  entspricht  im  .\llgcnieinen  in  der  Reciprocalfläche 
eine  Ebene,  welche  diese  in  unendlich  vielen  einem  Kegelschnitl 
angehörigen  Punkten  berührt.  Wenn  der  Doppelpunkt  von  der 
speciellen  Art  ist,  welche  am  Ernle  des  letzten  Artikels  bezeich- 
net ward,  so  entspricht  ihm  eine  Doppeltangentenebene  der  llc- 
ciproralfläche,  welche  zwei  Herührungspiinkte  besitzt. 

11.  Die  in  den  vorhergehenden  Artikeln  unter  der  speciellen 
Voraussetzung,  dass  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nnt  dein 
betrachteten  Punkte  zusammen  falle,  erhaltenen  Hcsultatc  über- 
tragen und  erweitern  wir  nun  auf  den  Fall  einer  beliebigen  Lage 
dieses  Punktes. 

Wir  erinnern  zuerst  den  Leser  daran,  dass  immer  eine  be- 
grenzte Anzahl  gerader  Linien  bestimmt  werden  kann , welche  vier 
Bedingungen  genügen  (als  z.B.  eine  Fläche  vierfach  berühren),  weil 
die  CIcichungen  einer  geraden  Liuie  vier  Constanten  enthalten  (Bd.  I,  • 

Art.  4G>  Anmerk.) ; während  dagegen  unendlich  viele  gerade  Linien 
gefunden  werden  können,  welche  drei  Bedingungen  erfüllen  (z.  B. 
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eine  Fläche  dreifach  ben’ihren)  wobei  dann  diese  Geraden  eine 
gewisse  Fläciic  erzeugen  und  die  zugehörigen  Herülirungspunkte 
einen  gewissen  Ort  auf  der  gegebenen  Fläche  beslinimeii. 

\Yir  koininen  in  einem  späteren  Kapitel  auf  die  allgemeinen 
Probleme  zurück,  welche  die  Zahl  der  Auflösungen  für  vier  ge- 
gebene Bedingungen  und  den  Grad  der  erzeugten  Fläche,  sowie 
den  Ort  der  Berührungspunkte  für  drei  gegebene  Bedingungen 
zu  bestimmen  verlangen. 

In  diesem  Kapitel  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  in 
welchem  die  gerade  Linie  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen 
muss,  der  in  oder  ausser  der  P'läche  gelegen  ist;  diese  Bestim- 
mung ist  zweien  Bedingungen  äquivalent  und  es  können  daher 
unendlich  viel  gerade  Linien  so  bestimmt  werden , die  einen  Kegel 
bilden,  dass  sie  noch  überdiess  einer  andern  Bedingung  genügen, 
während  nur  eine  begrenzte  Zahl  von  .solchen  geraden  Linien 
möglich  ist,  die  ausserdem  zwei  Bedingungen  erfüllen. 

Wir  bedienen  uns  der  L'ntersuchungsmethode  von  Joachims- 
thal, welche  in  „Anaivtischc  Gcnm.  d.  Kegelsclin.“  Artikel  107, 
überdiess  aber  auch  im  Artikel  71  des  ersten  Bandes  von  diesem 
Werke  angewendet  worden  ist. 

Wenn  die  tetracdrischen  Goordinaten  zweier  Punkte  durch 
X,  y,  z,  w und  x",  y",  z",  w"  hezeichnet  werden , so  findet 
man  die  Punkte,  in  denen  ihre  gerade  Verbindungslinie  eine 
Fläche  schneidet,  durch  die  Substitution  von 

l.r'  -F  yx",  hj  -F  fiy",  etc. 
für 

•t;  , y , etc. 

in  die  Gleichung  der  Fläche.  Das  Besultat  der  Substitution  ist 
eine  Gleichung  Grades  in  Bezug  auf  ilas  Verhällniss  A : y, 
deren  Wurzeln  die  Verhältnisse  der  Segmente  bestimmen,  nach 
welchen  die  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen  Punkte  durch 
die  ihr  angehürigen  Punkte  der  Fläclie-  gellieilt  wird.  Lnd  wenn 
A'  : y eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  ist,  so  sind  die  Coor- 
dinaten  des  entspreclicnden  Schnittpunktes  der  Fläche  mit  dieser 
Fläche  dureil 

yf  * t * ff  t*  f t * ff  \f  f t f ff  ^f  f l f ff 

AX  + H X , AI/  -f-fiy,  Az  +ftz,  AW  + fl  U' 

dargestellt.  Alles  das  wird  dem  Leser  keinerlei  Schwierigkeit 
bereiten , der  die  entspreebende  Theorie  für  ebene  Curven  be- 
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wälligt  hat.  Das  Resultat  der  fraglidien  Siihstitulioii  kann,  >vie 
bei  diesen  letzteren,  in  der  Form 


inu'  + + etc.  = 0 

geschrieben  werden,  wo  das  Symbol  /t  die  Operation 


.T  - + y -7-'  + 

dx  dy 


+ 


IV 


d_ 

ch? 


bezeichnet. 

In  Verfolgung  der  Analogie  der  ebenen  (hirven  nennen  wir 
die  durch  die  Gleicluing 


, dU  , ,dü  ^ , dV  , ,dU 

3:  -j-  + V 1-*7-  + "-7-  = 0 

(ix  dy  dz  dw 

dargestelite Fläche  die  erste  Polare  des  Punktes  [x',y,  z,  «•'); 
wir  nennen 


(x 


dx 


y :r  + * 

dy 


dw 


y p = 0 


die  zweite  Polare  und  so  weiter.  Die  Polarebc ne  desselben 
Punktes  ist 


X 


dU' 

dx' 


, dU'  . dV’  . dU' 


= 0. 


Jede  Polarfläche  ist  auch  eine  Polarfläche  des 
Punktes  [x'y'z'w')  in  Bezug  auf  alle  anderen  Polarflä- 
chen desselben,  deren  Grade  den  ihrigen  übersteigen. 

Wenn  ein  Punkt  in  der  Fläche  liegt,  so  berühren  alle  seine 
Polaren  die  ihm  entsprechende  Tangentenebene  der  Fläche ; denn 
diese  letztere  ist  seine  Polarebenc  in  Bezug  auf  die  Fläche  und 
somit  auch  die  Polarebene  in  Bezug  auf  die  ver.schiedcnen  andern 
Polarflächen,  also  ihre  gemeinschaftliche  Berühriingschene. 

Man  erkennt  diess  auch,  indem  man  die  Polare  des  Coordi- 
natenanfangs  in  Bezug  auf 

“0"'"  -f-  etc.  = 0 

nimmt  (welche  Gleichung  durch  Einführung  der  neuen  Veränder- 
lichen w homogen  gemacht  worden  ist).  Die  Polarllächcn  werden 
durch  Differentiation  in  Bezug  auf  diese  neue  Veränderliche  er- 
halten, so  die  erste  Polare  in  der  Form 

-f-  (« — 1)  -p  (n  — 2) 

und  wenn  daher 
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«0  = 0 

ist,  so  sind  die  Glieder  des  ersten  Grades  sowohl  im  Ausdruck 
der  Fläche  als  in  dem  der  Polare  die  durch  repräsentierten. 

Wir  wollen  bemerken,  dass  die  ersten  Polarflächen  aller  • 
Punkte  des  Raumes  in  Bezug  auf  eine  Fläche  n'™  Grades  ein 
System,  die  aller  Punkte  einer  F2bcne  ein  Netz,  die  aller  Punkte 
einer  Geraden  ein  Büschel  bilden. 

Wenn  man  die  Polar  ebenen  speciell  betrachtet,  so  lässt 
sich  erstens  leicht  zeigen , dass  es  für  zwei  Flächen  vom  m'™  und 
n'*’"  Grade  respeclive  (hi  + ” — 2)  |(»i  — 1)^  + (n  — 1)*}  Punkte 
gibt,  welchen  dieselbe  Polarebene  in  beiden  Flächen  ent-sprichl. 

Für  m = n wird  diese  Zahl  = 4 (n  — 1)^  und  diese  Punkte 
haben  dieselbe  Eigenschaft  für  alle  Flächen  des  von  ihnen  be- 
stimmten Büscbels  vom  n‘‘'"  Grade.  Daraus  folgt,  dass  ein 
solches  Fläch enbü sc hcl  4 (n  — 1)*  Doppel-  oder  Knoten- 
punkte enthält.  Darum  enthält  das  Büschel  von  Flächen  zweiten 
Grades  vier  Kegelflächen,  d.  i.  vier  Doppelpunkte. 

Nach  der  Natur  der  Büschel  muss  ein  Punkt,  der  für  zwei 
seiner  Flächen  ein  Doppelpunkt  ist,  ein  allen  gemeinsamer  Dop- 
pelpunkt sein.  Für  drei  unter  ihnen  ist  derselbe  ein  Cuspidal- 
punkt. 

Wenn  ferner  die  Flächen  eines  Büschels  sich  in  einem  Punkte 
berühren,  so  ist  derselbe  für  eine  unter  ihnen  ein  Knotenpunkt. 

Was  das  Netz  von  Flächen  h'™  Grades  bctrifll,  so  gehen  die 
Polarebenen  eines  beliebigen  Punktes  P für  alle  Flächen  eines 
Netzes  durch  einen  Punkt  P'.  l’nd  die  Polarehenen  eines  Punktes 
bezüglich  derjenigen  von  ihnen , die  einen  Doppelpunkt  besitzen, 
umhüllen  einen  Kegel  von  der  Klasse  4 («  — 1)^. 

Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Flächen  eines  Netzes  ist  eine 
Curve  vom  Grade  6 (n  — 1)*. 

12.  Wenn  der  Punkt’ in  der  Fläche  liegt,  so  ver- 
schwindet ü'  und  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  in  1 ; ft  ent- 
spricht dem  ft  = 0.  Die  Gleichung  besitzt  eine  zweite  Wurzel 
ft  = 0,  die  gerade  Linie  schneidet  die  Fläche  in  zwei  in  [x' ;/' z'  w') 
zusammen  fallenden  Punkten,  wenn  der  Coefficient  von  l"“‘ft  in 
der  bezeichnelen  Gleichung  verschwindet;  und  damit  diess  ge- 
schehe, ist  es  hinreichend  und  noihwendig,  dass  x",  y",  z",  h" 
der  Gleichung  der  Ebene 
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dV  , dU  . dU'  . dU' 

« -pr  + y — , + = -T^  + w -,  = 0 
</x  dy  dz  dw 

genüge;  il.  i.  alle  Tangenten  einer  Fläche,  welche  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  sie  lieriihrcn,  liegen  in  einer  Ebene,  deren 
Gleichung  die  eben  geschriebene  ist. 

Indem  man  von  dieser  Gleichung  die  Identität 


, dU'  , . dU'  , dü 

X r + y —7-  -f  I r 
dx  dy  dz 


dü’  , , dü' 

—r  -F  w — — 
dz  dw 


suhlrahierl,  erhält  man  die  gewühulichc  Cartesische  Gleichung  der 
Tangenlcuebene 

[X-X)  -F  ii,-y)  + (.---)  = o: 

und  nach  dem  Art.  42  des  I.  Bandes  kann  nian  daraus  unmittelbar 
die  Gleichungen  der  ^ormalc  ahleiten 

x — x y — y ^ — ^ 

~dip  'dü'  “ rfü' 

dx  dy  dz' 

13.  Die  gerade  Linie  schneidet  die  Fläche  in  drei  auf  ein- 
ander folgenden  Punkten  oder  die  Gleichung,  welche  wir  be- 
trachten, hat  drei  dem  Werthe  ft  = 0 entsprechende  Wurzeln, 
wenn  ausser  den  Goefficienten  von  1"  und  A""'ft  auch  der  Goef- 
licient  von  A"~*ft*  verschwindet,  d.  h.  wenn  die  gerade  Linie 
nicht  nur  auf  der  Tangentenehene  sondern  auch  in  der  Polar- 
lläche  zweiter  Ordnung 

(•*■■  L'  + ^ Jy'  + " Iz'  + ‘D  ^ 
gelegen  ist.  Nach  Artikel  ] 1 berühren  alle  Polarflächen  eines 
in  der  Fläche  selbst  gelegenen  Punktes  die  Fläche  in  ihm;  die 
Tangentenebene  berübit  somit  die  Polarfläche  zweiter  Ordnung 
und  hat  daher  mit  ihr  zwei  reelle  oder  imaginäre,  gerade  Linien 
gemein;  sic  simi  die  beiden  Inflexionstangcnten  der  Fläche.  (Ar- 
tikel 4.) 

14.  Durch  einen  Punkt  einer  Fläche  gehen 

(„  + 2)  (;<  - 3) 


geradlinige  Tangenten,  welche  die  Fläche  auch  in  an- 
deren Punkten  berühren. 

Damit  rlie  hetrachlele  gerade  Linie  in  dem  Punkte  {x'y'z'w') 
die  Fläche  berühre,  müssen  wir  wie  vorher  die  Goeflicienten  von  1" 

Salnion.  Ad.iI.  l!eom.  U.  Raume.'»  II.  ^ 
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und  A"— y verschwinden  lassen,  so  dass  sich  die  allgemeine  Gleichung 
auf  eine  Gleichung  vom  (n  — 2)""  Grade  reduciert;  wenn  die  ge- 
rade Linie  die  Fläche  zum  zweiten  Mal  berühren  soll,  so  ^ muss 
diese  reduciertc  Gleichung  ein  Paar  gleiche  Wurzeln  haben.  Die 
Bedingung,  unter  welcher  diess  slatlfmdct,  die  Discriminanlc  der 
reducierten  Gleichung,  enthält  die  Goefficienlen  dieser  Gleichung 
im  Grade  («  — 3),  eines  ihrer  Glieder  ist  z.  B. 

V’ . 

Indem  wir  dieses  Glied  betrachten,  erkennen  wir,  dass  die 
DLscrimiiiante  die  Coordinaten  x,  y,  z,  w im  Grade 
(»1  — 2)  (»1  — 3) 

und  die  Coordinaten  x,  y,  z,  w im  Grade 
(»»  H-  2)  (»i  - 3) 

enthält.  Wenn  also  der  Punkt  [x'y'z' w’)  als  fest  hctrachlet  wird, 
.so  bezeichnet  sie  eine  Flätlie,  welche  von  der  Tangeiileneheiie 
in  (n  + 2)  (»i  — 3)  geraden  Linien  geschnitten  wird. 

Somit  ist  allgemein  hcwicsen,  dass  in  jedem  Punkte  einer 
Fläche  unendlich  viele  Tangenten  an  dieselbe  gezogen  werden 
können;  dass  dieselben  im  Allgemeinen  in  einer  Ebene  liegen,  dass 
zwei  von  ihnen  durch  drei  auf  einander  folgende  Punkte  der  Fläche 
gehen,  und  (»i  -j-  2)  (»» — 3)  andere  die  Fläche  noch  in  einem  an- 
deren Punkte  berühren. 

15.  Wir  geben  dazu  weiter,  die  durch  einen  nicht  in 
der  Fläche  gelegenen  Punkt  gehemlen  Tangen ten  der- 
selben zu  betrachten. 

Da  wir  in  den  vorigen  Artikeln  Belationcn  begründet  haben, 
welche  die  (aiordinatcn  irgend  eines  l'iinkles  der  Tangente  mit 
denen  ihres  Berührungspunktes  verknüpfen,  so  können  wir  durch 
den  einfachen  Wechsel  der  acci-ntuierteii  und  der  nicht  accen- 
tuierten  Buchstaben  ausdrücken,  dass  der  erstere  Punkt  bekannt 
und  der  Letztere,  der  Berührungspunkt,  gesucht  sei. 

Wir  sehen  /.  B.,  indem  wir  diesen  Wechsel  in  der  Gleichung 
des  Artikel  12  vollziehen,  dass  die  Berührungspunkte  aller  Tan- 
genten oder  Tangentenebeiien,  welche  durch  den  Punkt  (x' y z’ tr') 
an  die  Fläche  gelegt  werden  können,  in  der  ersten  Polare  liegen, 
welche  vom  Grade  (»» — J)  ist,  nämlich  in  der  Fläche 


(lU  , ,ÜU, 
x:  - + »/  , + 

<'y 


dx 


dU 

fh 


+ 


tr 


, d£ 
dtr 
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Und  da  die  Uerülirungspunktc  auch  in  der  gegebenen  Flüclie 
liegen,  so  ist  der  Ort  ilerselben  eine  Curve  von  der  Ordnung  «(n— 1), 
vvelclie  den  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  ersten  Polarfläche 
des  Punktes  bezeichnet. 

16.  Die  Gesainmtheit  der  Tangenten,  welche  von  dem  Punkte 
(x’yz'w)  an  die  Fläche  gelegt  werden  können,  bildet  einen  Kegel, 
dessen  Tangentenebenen  zugleich  Tangentenehenen  der  Fläche  sind. 
Die  Gleichung  desselben  wird  gefunden,  indem  man  die  Discri- 
miiiante  der  Gleichung  des  Grades  iu  l im  Artikel  11  bildet; 
denn  das  Verschwinden  dieser  Discriininante  drückt  aus,  dass  die 
Verbindungslinie  des  festen  Punktes  mit  dem  Punkte  (xyzw)  die 
Flüche  in  zwei  zusammen  fallenden  Punkten  schneidet,  d.  i.  (xyzw) 
ist  ein  Punkt  in  irgend  einer  der  durch  [x'y  z' w)  gehenden  Tan- 
genten. Man  sieht  leicht,  dass  die  fragliche  Discriminaiitc  vom 
Grade  n (n  — 1)  ist,  unil  es  ist  auch  aus  andern  Gründen  offenbar, 
dass  dieses  der  Grad  des  Tangentenkegels  sei;  denn  sein 
Grad  stimmt  mit  der  Zahl  von  Geraden  überein,  welche  eine 
durch  seinen  Scheitel  gehende  Ebene  mit  ihm  bestimmt  und  eine 
solche  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve,  an  welche  von 
dem  festen  Punkte  aus  n (n  — 1)  Tangenten  gezogen  werden  kön- 
nen, die  auch  Tangenten  der  Fläche  von  diesem  Punkte  sind. 

17.  Durch  einen  nicht  in  der  Flüche  gelegenen 
Punkt  können  im  Allgemeinen  n(«  — 1)  (n  — 2)  Inflexions- 
tangenten derselben  gehen. 

Wir  haben  im  Artikel  13  gesehen,  dass  die  (Koordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  einer  Inilcxionstangenlc  mit  denen  ihres 
Berührungspunktes  durch  die  Hclationeii 

V = 0,  .4f/'  ==  0,  — 0 

verhiiiKlen  sind.  Wenn  wir  daher  die  Coordinaten  eines  heliebi- 
gen  Punktes  (xyzi/y)  der  Inflexionstangente  als  bekannt  voraiis- 
setzen,  so  ist  ihr  Berührungspunkt  als  einer  der  Durchschnitte  <ler 
gegehenen  Fläche  U,  die  von  der  Ordnung  ist,  seiner  ei’sten 
Polarflächc  JU  von  der  Ordnung  (;i  — 1)  und  seiner  zweiten  Polar- 
tlächc  zl'‘U  von  iler  Ordnung  («  — 2)  beslimint;  es  existieren  somit 
?i  (»I  — 1)  («  — 2) 

solcher  Durchschnitte. 

18.  Durch  einen  nicht  in  der  Fläche  gelegenen 
Punkt  können  im  Allgemeinen  .1  « (>i  — I)  (fi  — 2)  («  — 3) 
Doppeltangenteil  derselben  gelegt  werden. 

2* 
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Die  Borülirungspiinkt«  solcher  Linien  sind  nacli  Artikel  14 
die  Dnrclisclinilte  der  ^egeb(‘neii  Fläche,  der  ersten  I’olarlläche 
und  der  durch  die  in  Artikel  14  erörterte  lliscriniiiiante  dai't;e- 
stellten  Fläche;  «ir  erkannten  dort,  dass  die  ('.nordinalen  di?s 
Berrihrun^spiinktes  ini  (Irade  (n  — 2)  («  — 3)  in  diese  Discrind- 
nantc  ein;,'ehen,  cs  ^debl  somit  im  Allj'emeinen 
„ („  _ 1)  („  _ 2)  («  - 3) 

derartige  Uerühriingspunktc.  Die  Hälfte  dieser  Anzahl  ist  die 
Zahl  iler  Doppeltangcnlen , weil  jede  derselben  zwei  Iterührungs- 
punkle  enthält. 

Damit  ist  die  Discussion  der  durch  einen  gegebenen  Funkt 
gehenden  Tangenten  der  Fläche  vervollslämligt ; wir  haben  ge- 
sehen, dass  ihre  Ucrrdirungspiiiikle  in  der  Durchsclinittslinie  der 
Fläche  mit  einer  andern  Fläche  von  der  Ordnung  (« — 1)  gelegen 
sind,  dass  ihre  Ocsammtlieit  einen  Kegel  vom  (irade  « (;i  — 1)  be- 
stimmt, dass  fl  (n  — 1)  (» — 2)  von  ihnen  Inllexionslangenten  und 
^ n (fl  — 1)  (fl  — 2)  (n  — 3) 
andere  Do|)pellangentcn  sind. 

Diese  Doppellangenlen  sind  orfenbar  auch  Doppel- 
ka nie  n des  Ta  Ilgen  teil  kegels,  weil  sie  demselben  in  Folge 
jeder  Dcrfihrung  angehören ; und  längs  einer  solchen  ciiLs]irechen 
diesem  Kegel  zwei  Tangenlenebenen,  nämlich  die  Tangenteuebenen 
der  Fläche  in  diesen  Hcrfihrungspuiikten. 

Die  lulIe.xionstangenten  sind  chenfalls  als  Doppeltangentcn 
der  Fläche  zu  zählen,  denn  die  gerade  l.inie  durch  drei  auf  ein- 
ander folgende  Funkte  der  Fläche  ist  eine  Doppeltangeule,  da  sie 
gleichzeitig  ilie  gerade  \'erbindungslinie  des  ersten  und  zweiten 
und  die  des  zweiten  und  dritten  Funkles  ist.  Die  ln  flc.xions- 
langcnlen  sind  somit  Doppeltangentcn,  deren  Derüh- 
rungs|iunktc  zusammen  fallen.  Sic  sind  eben  deshalb  auch 
Doppelkanten  des  Tangenlenkegels,  aber  solche  .speciell,  denen 
zusammen  fallende  Tangentialebenen  entsprechen,  d.  h.  sie  sind 
Ciispidalkanten  dieses  Kegels. 

Es  ist  somit  bewiesen,  dass  der  Tangentenkegel  der  Fläche, 
welcher  vom  (irade  n (« — 1)  ist,  w (;i  — ])  (n  — 2)  f.usjiiilalkan- 
ten  und  J n (n  — 1)  («  — 2)  («  — 3)  Doj»|ielkanten  hesilzt;  jede 
Ebene  bestimmt  also  mit  diesem  Kegel  eine  Liirve  der  Ordnung 
u (n  — 1).  welche  ebenso  viele  Do|ipelpunkt)'  und  t'.uspidalpunkte 
oder  Spitzen  he.silzt. 
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19.  Es  wird  f'eiiau  iii  dersclbfii  Wrisr  wi(^  für  ebene  Eur^rn 
bc»icsen,  dass  der  (Irl  eines  l'unkles  die  l‘olarcbenc 
eines  festen  Puiiklcs  in  Bezug  auf  die  Fläcbe  ist,  wenn 
derselbe  in  jedem  von  diesem  lelztercn  ansgeiiendcn 
Radius  vector  so  bcslimml  ist,  dass  der  reciproke  VVerlb 
seiner  Enlferiinng  von  demselben  dem  »'•"  Tbcll  dei- 
S II in  me  der  r e c i p r o k e n \V c r l b e der  « e ii  t s ji r e c li e n d c n 
Radien  verloren  der  Fläcbe  gleich  ist;  dass  für  einen 
I' II 11  kl  der  Fläche  der  Ort  der  Endpiinkle  der  .Millel 
aus  den  reci|)rokeii  Wer  Iben  der  von  ilim  ausgeben- 
den (n— 1)  Radien  vccloren  die  ibm  enls|irccbcndc  I’o- 
larfläcbc  zweiten  (irades  ist;  etc. 

Bie  einfarlie  Verlaiiscbung  accenluierter  iiml  uiclil  acrenluier- 
ter  Bucbstaben  in  der  (ileiebimg  der  1‘olarebeiie  lieweisl,  dass 
der  Ort  der  l‘oIe  aller  Ebenen,  welche,  durch  einen  ge- 
gebenen l’iiiikt  geben,  die  erste  l‘ularfläcbc  dieses 
l'unkles  ist.  Iler  Ort  der  I’ole  einer  Ebene,  welche  diircli  zwei 
fesU>  l’imkle  gelil,  d.  i.  der  Ebenen  eines  Ritscbels,  ist  eine  täirve 
vom  Grade  (/i  — 1)'^,  nämlicb  der  lliircliscluiitt  der  beiden  ersten 
l’olarlläclien  dieser  l'imkte.  Ilie  erste  l’olarlläclie  jedes  l'nnktes  in 
der  V’erbiiidimgsliiiie  dieser  l'imkte  muss  durch  dieselbe  Giirve 
liindiircli  geben. 

Ebenso  bestimmen  die  ersten  I'olariläcben  von  drei  beliebi- 
gen l'imklen,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  durch 
ihren  IliUTliscImill  (ii  — 1)^  l'uiiklc,  deren  jeder  ein  l’ol  der  Eliene 
ist,  welche  jene  bestimmen;  die  erste  Polare  ji‘des  andern  l'unk- 
les dieser  Ebene  muss  diircIi  dieselben  Punkte  bindureb  geben. 

20.  Aus  der  Theorie  der  durch  einen  Pimkl  gebenden  Tan- 
genten einer  Fläche  kann  in  doppelter  Weise  die  Ordnung  der 
Reciprocalfläclie  abgeleitet  werden. 

Zuerst:  Die  Zahl  von  Punkten,  in  welchen  eine  willkürliche 
Gerade  die  reciproke  Fläche  sclincidel,  ist  der  Zahl  von  Taugen- 
tenebenen  gjeicb,  welche  an  die  gegebene.  Fläcbe  durch  eine 
willkürliche  Linie  gelegt  werden  können.  Belracblen  wir  nun 
irgend  zwei  Punkte  A,  B dieser  Geraden  und  den  Berührungs- 
punkt 6'  irgend  einer  der  eiiLsprecliendcn  Tangeutenebeneii , so 
liegt  C in  der  ersten  Polariläche  von  A,  weil  die  gerade  Linie 
AC  die  Fläche  berührt;  und  in  der  ersten  Polariläche  von  B, 
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«eil  auch  BC  die  Fläche  berührt.  Die  Berührungspunkte  sind 
somit  die  Durchschnitts|>unktc  der  gegebenen  Flüche  mit  den  l>ci- 
deii  ersten  Polarllaclien  zweier  «illkürlich  gewählten  Punkte  der 
lleraden;  ihre  Anzald  und  somit  die  Ordnung  der  itcciprocainäche 
ist  daher  = n (w  — 1)^ 

21.  Sodann:  Sei  ein  Tangentenkegcl  von  dem  Punkte  A als 
Sclieitel  an  die  F’läche  gelegt,  so  besteht,  «eil  jede  Tangenten- 
ebene der  F’läche  durch  A diesen  Kegel  berührt,  die  Aufgabe 
darin,  die  Zahl  der  Tangentenebenen  dieses  Kegels  zu  bestimmen, 
«elclie  durdi  eine  gerade  Linie  AB  gelegt  werden  können;  und 
wenn  «ir  den  Kegel  durch  eine  Ebene  durchschneiden,  die  den 
Punkt  B enthüll,  so  reduciert  sich  das  Problem  ferner  auf  die 
Bestimmung  der  Zahl  von  Tangenten,  «eiche  von  B an  diese  Curve 
zu  ziehen  sind.  Die  Klasse  einer  Curve  von  der  Ordnung  n («  — 1) 
mit  n (»1  — 1)  {»»—2)  Cuspidalpunkten , und  ^ n (»i  — 1)  (»»—2)  (»i— 3) 
Dup])elpuukten  ist  aber 

1)  {«(»<— 1)  — 1}  — 3»t  (»i— l)(»i— 2)  — »i(»i— 1)  (»»—2)  (»1—3) 

= »i  (»»-!)*. 

Der  Schnitt  der  Bcciprocalllüclie  mit  einer  bcliehigeii  Ebene 
enlsjiricht  allgemein  dem  Tangentenkcgel  der  Originallläche  durch 
irgend  einen  Punkt.  Und  man  erkennt  leicht,  dass  der  Grad  des 
'l'angentcnkegels  der  Beciprocainäche  für  irgend  einen  Punkt,  ebenso 
«ie  der  Originallläche,  »i  (»»-!)  ist. 

22.  Indem  «ir  zu  der  Bedingung  zurückkehren,  unter  «el- 
ciier  eine  Linie  die  Flüche  berührt. 


X 


dx' 


+ y —rr  + 
t'y 


0, 


sehen  «ir,  dass  wenn  alle  vier  Differentiale  für  die  Coor- 
diiiatcn  eines  INiuktes  identisch  versch«  luden.  Jede 
Linie  durch  diesen  Punkt  die  Flüche  in  zwei  ziisain- 
meiifallenden  1‘utiktcn  schneidet;  der  Punkt  ist  somit  ein 
Doppelpunkt  derF’lüche.  Die  Bedingung,  unter  «elclier  eine 
gegebene  Flüche  einen  Doppelpunkt  licsitzt,  «ird  durch  Elimina- 
ti.on  der  Vcründerliclien  zwischen  den  vier  Gleiclumgen 


dU  , dU 

- = 0,  — = 0,  etc. 

dx  dy 

gebildet  und  «ird  die  Discriminanle  der  gegebenen  F’orm 
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genannt.*)  Da  sie  das  Itesultat  der  Eliininalion  zuisciieii  vier  Gleicii- 
nngcn  ist,  deren  jede  vom  Grade  (« — 1)  ist,  so  enllirdt  sie  die 
CoefTlcienlen  einer  jeden  iin  Grade  (n  — 1)“  und  ist  somit  vom 
Grade  4(«— ])'^  in  den  Goefficienlen  der  Originalgleicliung.  Ans 
dem  Gesagten  ist  auch  olTenbar,  dass,  wenn  die  Flärlic  einen 
Doppel|)unkl  besitzt,  die  erste  Dolare  jedes  l'iinktes  durch  ilin 
liindurchgclil.  (Vcrgl.  Art.  11.) 

Es  kann  aber  gcsclielien,  dass  die  vier  Flädien 


nicht  nur  einzelne  gcmeinscliaflliche  Punkte  hahen,  dass  vielmelir 
eine  ganze  ilinen  gemeinscliartliche  Gurve  existiert.  Sie  ist  dann 
eine  Doppelcurve  der  Fläche  U und  jeder  Punkt  von  ilir  ist 
ein  Doppelpunkt.  Da  wir  nun  aus  Artikel  3 wissen,  dass  die  durch 
ilie  allgemeine  Cartesische  Gleichung  vom  «*™  Grade  dargestclite 
Fläche  im  Allgemeinen  unendlich  viele  Doppeltangentenebenen 
besitzt,  so  hat  die  l(eci|irocalHächc  im  Allgemeinen  unendlich 
viele  Doppelpunkte,  welche  eine  Gurve  bilden.  Die  Existenz  die- 
ser Dopptdeurven  ist  daher  unter  den  gewöhnlichen  Singularitäten 
iler  Flächen  mit  zu  betrachten. 

Wenn  der  l*unkt  [x  y z w)  ein  Doppelpunkt  ist,  so  verschwin- 
den U’  und  /dU'  identisch  und  jede  durch  den  Doppelpunkt  gehende 
gerade  Linie  schneidet  die  Fläche  in  drei  auf  einander  folgenden 
Punkten,  wenn  sie  der  Gleichung 

= 0 

genügt,  welche  einen  Kegel  zweiten  Grades  repräsentiert. 

23.  Die  Polarflächc  zweiten  Grades  für  einen  para- 
bolischen Oller  Wendepunkt  einer  Fläche  ist  ein  Regel. 

Die  (|uadratischc  Polarlläche  des  Anfang.spunkles  der  Goordi- 
naten  in  Bezug  auf  irgciHl  eine  Fläche 

Ugw"  -p  etc.  = 0 

(wo  wir  wie  im  Artikel  11  te  eingeführt  haben,  um  die  tileich- 
ung  homogen  zu  maclien)  wird  durch  (h  — 2)  malige  Differentia- 
tion in  Bezug  auf  w eriialtcn;  die  Ausführung  derselben  und  die 
nachmalige  Division  durch  (n  — 2)  (u  — 3)  ...  3 giebt  die  Gleich- 
ung der  Polarlläche  zweiten  Grades  in  der  Form 

n — «0  + 2 («  — 1)  «1  + 2m2  = 0. 

*)  Vorgl.  „Vorlesungen“  Art.  62. 
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Wenn  aber  der  Aiiraii^'S|mnkl  der  (äiordinaleii  ein  [laraboli- 
!-(  licr  l'iiiikl  isl,  so  ist  nach  Artikel  5 <lic  Cleichmig  der  Fläche 
von  der  Foriii 

- 4.  Cy*  + 2D:x  + 2E:>j  + Fz'  + etc.  — 0 
oder  es  ist 

»0  = 0 

mul  u.,  von  iler  Form 

W,  P,  + 

Hie  quHdratische  l'olarlläclie  wird  dann 

c («-1  + 2D.V  + 2Ky  + Fz)  + (Y  = 0. 

Jede  Cilciclumj’  alter , welche  eine  liomo^eiie  Function  dreier 
Grossen  vom  ersten  (irade  ist,  re|iräsenliert  nacli  Hand  I,  Art.  62 
einen  Kej.a‘1 ; die  so  ehen  jieschrieheiie  Gleicliime  hezciclmet  also 
einen  Kegel,  welcher  den  l)urclisclmilts|iunkt  der  drei  Fhenen 
1 = 0,  n — 1+2  + 2 Fi/  + Fz  — 0 , 1/  = 0 

znm  Scheitel  hat;  die  zwei  ersteren  Ehcnen  sind  Tangentenehenen 
dieses  Kegels  und 

y = 0 

isl  die  Fhene  der  ihnen  entsitrechenden  Berfdirnng.sseilen. 

24.  Ans  dem  vorigen  Artikel  ergieht  sich,  dass  der  Ort 

eines  Punktes,  dessen  i|nadratisrlie  Polaren  in  Bezug 

auf  die  Fläche  Kegel  sind,  die  Fläche  in  ihren  para- 

ho  lisch  eil  oder  Wendepunkten  d nrc  lisch  neidet. 

lüeser  Ort  wird  durch  die  Bildung  der  Hiscriminanle  von 

J-II'  = 0 aiisgedrfickl.  Wenn  «,  b,  etc.  ilie  zweiten  HilTeren- 

tPV  ...  ..... 

tialqiiolienteu  hezeiclmeii,  so  ist  nach  Band  I, 

Art.  63  die  Discrimiiiante 

ubcd  + 2 + bmpr  + cnpq  + tllmii) 

— {adP  + bdiii^  + cdii‘  + btY  + cn/y*  + nftr’) 

+ f’Y  + — 2 miujr  — 2 nlrp  — 2 tmpq 

= 0 

oder  in  der  Schreibweise  der  Determinantenllieorie 
ifU'  flT  <fU_  _ 

dx"^  di/"^  dz"^  dw"‘ 

mul  in  einer  andern  Ahknrzung,  welche  die  Anwendung  der  Indices- 
bezcichnnng  auf  die  Unterscheidung  der  Goordinaten  — atj,  a-j,  x^,  .r^ 
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stall  X,  y,  2,  w — voraiisselzt, 

Z ± = 0. 

Sic  bezeidiiiel  eine  Fläche  von  der  Onliuiiij'  I {n — 2),  «eiche 
nach  der  llessc’schen  LIcteriniiiaiitc,  «eiche  ihren  Aiisdnick  giehl, 
die  Hcsse’srhc  Fläche,  die  r)etcnuinanleni'lächc,  oder  nach 
Jac.  Steiner’s  Uezeichnung  die  Kernriächc  der  f;egelienen 
Fläche  genannt  «erden  kann,  ln  derselhen  Art,  «ie  in  der  Fhene 
die  Inllexiun.s|uinkte  einer  (lurrc  als  die  l’nnkle  ihres  IliirchschniUs 
niil  der  durch  die  llcsse'sche  Deterniinanle  ihrer  (ileiciiung  re- 
|iräsenliertcn  Cnrvc  bestiininl  sind,  so  bestinnnt  der  llurrhschinll 
einer  Fläche  mit  der  durch  die  Ilcsseschc  Delerininaiile  ihrer 
(ileichung  aiisgedrücklen  Fläche  eine  (lurve  von  der  Ordnung 
4«  (« — 2),  «eiche  der  Ort  ihrer  iiarabulischeii  Funkte  ist.  (,\rt.  8.) 

Und  «etin  man  bemerkt,  dass  in  dem  System  von  Oleirh- 
iingeii,  zwischen  denen  zur  liildung  der  Itiscriminante  die  \'er- 
änderlichen  zu  eliminieren  sind,  der  Tausch  der  täiordinaten  des 
Pols  und  des  llo|)|)el|iimkts  der  Folariläche  geschehen  darf,  so 
zeigt  sich  die  Iteciprocitäl  des  Verhältnisses:  Hat  die  Polare  eines 
Punktes  einen  noppelpiinkl,  so  ist  jener  ein  Poppe I- 
pnnkl  in  der  Polare  des  letzteren.  Darum  kann  man  mit 
Steiner  solclie  Punklepaare  als  reciproke  Pole  bezeichnen.  Der 
Ol  l der  Doppelpunkte  der  Ptdaren  ist  die  llesse'sche  oder  Kerniläche 
von  der  4 (« — 2)*'"  Ordnung.  Der  Ort  der  Pole  selbst  eine  andere, 
die  c onjagier te  K ernri ä c h e nacli  Slei  ner,  von  der  Ordnung 
4 («  — 2)^  Dass  für  Flächen  dritten  (irades  beide  kerntlächen  nicht 
verschieden  sind,  kann  man  schon  hiernach  .schliessen.-  [lass  cs 
ri-rner  iintei'  den  mit  einem  Doppel[mnkle  hegahlen  Polaren  gewisse 
Schaaren  gieht , deren  Knoten  in  einen  einzigen  Punkt  zusammen 
rallen,  während  die  zugehörigen  l'ole  eine  gerade  Linie  hilden,  soll 
später  näher  erörtert  «erden.  In  der  Thal  hat  die  Kei-nnächc  selbst 
allgemein  10  («  — 2)'  Doppelpunkte,  denen  10  (;i  — 2)^  Ocradc  in 
der  conjiigierten  kcrnnächc  als  Ort  der  zugehörigen  Pole  ent- 
sprechen. 

25.  Aus  dem,  was  so  eben  bewiesen  ward,  ergiebt  sich, 
dass  durch  einen  gegebenen  Punkt  4«  (« — 1)  (« — 2) 
stationäre  Taiigentenebenen  an  die  Fläche  gelegt  wer- 
den können. 

Denn  wenn  die  Tangentenehene  durch  einen  festen  Punkt 
gehl,  so  liegt  ihr  lierühnmgspunkl  in  der  ersten  Polariläche  des- 
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sellien,  die  von  der  Ordnung  (« — 1)  isl,  und  der  UurdiscliniU 
dieser  Fläche  L’  und  der  ini  lelzlcn  Artikel  hesliinnUen  Flärhe,  die 
der  Ort  der  IkTfilirungspunktc  stationärer  Tangentenebenen  ist, 
bestiinmt  die  4«  (n  — 1)  (n  — 2)  fraglichen  l'unktc. 

Oder  auch:  Oie  durch  irgend  einen  I’unkt  gehenden  statio- 
nären Tangentcnehenen  der  F'lächc  sind  auch  stationäre  Tangen- 
tenebenen  des  durch  ihn  gehetiden  Tangentenkegels  derselben; 
wenn  man  daher  diesen  Kegel  durch  irgend  eine  Khene  schnei- 
det , so  hestiinint  diesell)e  mit  den  stationären  Tangentenehenen 
die  Tangenten  in  *len  Inllexionspniikten  der  SeJiiiittcurve.  Die 
Zalil  der  Inilexiunspunkle  einer  ebenen  Curve  wird  aber  durch 
<lie  Formel 

t — jt  = :j  (i/  — ft) 

iiestimint;  und  da  man  im  gegenwärligen  Falle  nacli  Art.  18  die 
Wert  he 

V = II  («—])*,  fi  = II  [ii  — 1), 

X = II  {ii  — 1)  {ii  — 2) 

liat,  also 

V — fl  II  {h  — J)  {ii  — 2) 

erhält,  so  ist 

I 1 II  {ii  — 1 ) {ii 2)  , 

d.  i.  man  findet  die  nämliche  Zaiil  der  statiotiären  Tangentenehe- 
nen wie  vorher. 

Die  Zahl  der  Ifoppeita  ngentenehenen  desselben  Ke- 
gels wird  ehetiso  durch  die  Formel 

2 {r—6)  = (v  — ft)  {v  -f  fl— ti) 
bestimmt,  und  ist  durch 

2(5  = u {n — 1)  {«  — 2)  («  — 3), 

V -f-  ft  — 9 = — n-  — 9, 

2t  = « («  — 1)  («  — 2)  («■'  — tr  + 11-12). 

Man  kann  also  durch  einen  hcliehigen  Punkt  t Do|ipeltan- 
genlenehenen  der  Fläche  legen,  wenn  r die  eben  berechnete 
Zahl  isl.  Wir  werden  weiterhin  zeigen,  dass  die  Derfihrungs- 
puiikte  der  lloppeltangenteneheneu  in  dem  Durchschnitt  der  Fläche 
mit  einer  Fläche  von  der  Ordnung  {n  — 2)  («■'  — + n — 12)  liegen. 

2().  Wenn  eine  gerade  Linie  ganz  in  einer  F'läcbe 
enthalten  isl,  so  berührt  sie  die  Fläche  ihrer  Hessc’- 
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sehen  Determinante  und  somit  die  Curvc*)  ihrer  para- 
h o I i s c h e n oder  >V  c n d e p u n k t e. 

Sei  die  GIcicliung  der  I'läciie 

x<I>  + yJir  = fl, 

so  suchen  wir  das  Rcsullal  der  Substilulion 


a:  = 0,  y = 0 

in  der  Hesse 'sehen  Determinante  derselben,  um  die  DuiThsdmitls- 
punkte  der  Linie  mit  dieser  Fläche  zu  bestimmen.  i>a  jede  der 
Grossen 

it'V 

’ (lup  ’ dz  div 

X oder  y als  einen  Factor  enthält,  so  versch«inden  dieselben 
unter  dieser  Voraussetzung,  und  die  entsprechende  Substitution 
0 = 0,  d = 0,  r = 0 

in  der  entwickelten  Form  der  Ilesse'schen  Determinante  verwan- 
delt dieselbe  in  ein  vollkommenes  Quadrat 

[Ip  — mq)‘, 

d.  i.  die  gerade  Linie  berührt  die  durch  die  llesse’sche  Deter- 
minante dargeslelite  Fläche. 

Dass  diese  llerührung  2 {n — 2)  fach  ist,  ergiebt  sieb  bei  einer 
anderen  Untersuchung. 

Für 


wird 

zu 


.r  = 0,  y = 0 
Ip  — mq 

dd>  d^V  _ d<2>  dV 
dz  dm  dm  dz 


reducierl.  Wenn  die  Tangenlenebene  längs  einer  ganzen  geraden 
oder  krummen  Linie  berührt,  so  ist  diese  Linie  ganz  in  der  Fläche 
der  Ilesse'schen  Determinante  cnlbalten.  Der  Leser  kann  diess 
ohne  Schwierigkeit  für  die  Fläche 


bestätigen. 


xO  -{■  — 0 


*)  Vcrgl.  „Cambridge  and  Dublin  Matlicmatiunl  Journal“,  Vol.  IV, 
p.  265. 
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II.  Abschnitt.  Krümmung  der  Flächen. 

27.  Wir  wullcM  die  Ki'riniiiiiiii{;  dei'  ver  sc  hie  de  neu  e he- 
ilen Schnilte  unlersucheii , »eiche  durch  einen  Fnnkl 
einer  Klächc  liindurchgeheii.  Wir  erinnern  dabei  zuerst, 
dass  für  eine  Cnrvc  von  der  (jleicliuii},' 

»1  u.,  i<3  etc.  ==;  II 

iler  Krnnnnnn^sradins  ini  Anrangs|itnikl  der  Courdinalen  der  näin- 
liclie  ist,  wie  derjenige  des  Kegelschnitts 

II,  -t-  11.^  = (i; 

denn  der  bekannte  Ausdruck  des  Krninnuing.sradiiis  enthält  nur 
die  (’.oordinatcn  des  l’iiiiktes  und  die  Werthe  der  ersten  und 
ZMcilcn  llinerentialcoefticienten  für  die.seu  Funkt;  nach  einer  zvvei- 
inaligen  HilTerentialion  der  rileichung  enthalten  die  ans  u„,  ii,,  etc. 
hervorgehenden  tilieder  der  Knt»iekelung  Potenzen  von  x und  y 
null  verseil» inden  daher  für  denCoordinateiianfarig,  d. i.  a'  = y = 0; 
es  sind  somit  die  dem  (äiordiiiatenanfang  enls|ircchendeii  Werthe 
der  ItilTerentialcoefticienteii  dieselben,  »ie  sie  ans  di-r  tileirhung 
)/,  -f-  Kj  = 0 allein  erhalten  »erden  »ürden. 

In  Folge  dessen  ist  der  Krümmungsradius  der  Ciirve 
!/  -F  + 20.11/  -f-  ey'^  -f  etc.  ~ 0 
für  reetangulärc  Achsen  und  im  Fourdinateiianfang 

— i.  - 

“■  2« 

(vergl.  ...Viialyt.  lieom.  d.  Kegelschnitte“  Art.  242);  dieser  Werth 
kann  leicht  auch  aus  dem  ge»öhiilicheii  .Ausdruck  für  den  Itadius 
der  Krümmung  abgeleitet  »erden,  »oiiacli  er 

_ . (^V-’  + 

- L'i,  U'  - 2 r,,  L\ 

für  Carlesische  Foordinateii  und  für  die  homogene  (ileichuiigsforni 

1?  (t’i-  + 

- a/./7 

ist,  »eim  //  die  Ilesse’sche  Determinante  der  (ileichuiig  der  (äirvc 
bedeutet.  (Veigl.  Art.  24.)  • 

28-  " ir  denken  hiernach  die  l'4iiche,  bezogen  auf  eine  ihrer 
Tangentenehenen  als  F.beuc  ay  und  die  zugehörige  ISormale  als 
■Achse  der  i,  durch  die  Gleichung 
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I*  + Ax‘  + 2 rtxy  + + 2 Dxz  + 2 Eyz  + Fz‘'-  + olc.  = (» 

ilargcstclll  11(1(1  iiMlersiichcii  di<!  ciiifliii  lK'licl»ig(“ii  Noriiialsdinillp, 
(I.  i.  einem  durch  die  Achse  der  z gefülirleii  elieiien  Schnitte, 
eiitsprecliende  Kriiinimiiig. 

Den  speciellen  Fällen  der  Schnittehenen  a-i  und  ijz  ents|ire- 
clien  die  respcctiven  Substitutionen 

y = Q,  X = 0 

in  die  Gleichung  der  Flüche  und  daher  nach  dem  Adrigen  die 
Krümmungsradien  der  entsprechenden  Schnitte 


1 

2i 


und 


1_. 

26’’ 


und  man  findet  sodann  für  einen  Schnitt,  dessen  Ebene  mit  der 
Ebene  der  xz  den  Winkel  0 bildet,  dem  also  die  Urcimiig  der 
Achsen  x und  y um  den  Winkel  i oder  die  Snhstitulion 

X cos  5 — y sin  5,  x sin  S + y cos  5 
für 


X und  y 

entspricht  (vergl,  „Analyt.  Geom.  d.  Kegelschnitte“,  Artikel  9); 
durch  die  Vdraussetzuug 

y = 0 


ehensu,  dass  der  Krümmungsradius  mit  dem  halben  reüprokeii 
W'ertli  des  neuen  Goerfldenten  von  x‘  identisch  ist,  d.  h. 

= A cos*  5 + 2 ß cos  ö sin  ö -|-  C sin*  5. 

2 K 

29.  Der  Leser  wird  nicht  verrehlen  zu  bemerken,  dass  dieser 
Ausdruck  für  den  Krümmungsradins  eines  Normalschnitles  der 
Form  nach  mit  dem  Ausdr((ck  iihereiustiinmt,  durch  welchen  das 
(Juadrat  (h'S  Durchmessers  eines  Gentralkegelschnitts  in  Function 
der  von  ihm  mit  den  Coordinalenaclisen  gebildeten  W iukel  ausge- 
drückt wird. 

Wenn  p den  llalhdurclnnesser  des  Kegelschnitts 
Ax^  + 2 nxy  + Cy‘  = 

ht'zeicimel,  welcher  dem  Winkel  0 entspricht,  so  ist 

n = p*. 

Man  erkennt  auch  auf  anderem  Wege  leicht,  dass  die  Krüm- 
mungsradien der  ^ormalsclmille  mit  ihren  Iliclitungen  durch  das- 
selbe Gesetz  verbunden  sind,  wie  die  Diirclniiesseiapiadrate  eines 
Gentralkegelschnitts.  Sie  hängen,  wie  wir  sahen,  nur  von  den 


« 
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Gliederii  in  u,  und  Uj  ab.  Die  Krümmungsradien  der  Sclinilte  von 
Uj  -f-  Wj  “|-  Ug  -|-  etc,  = 0 

sind  dieselben,  wie  die  der  Sclinilte  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

»1  + «2  = 0. 

und  wir  haben  im  Bd.  1,  ,\rt.  204  bewiesen,  dass  die  Krümnuings* 
radien  dieser  letzteren  den  Durchmesscr(|uadralen  des  Ceutral- 
schnilts  proportional  sind,  welcher  der  Tangenlciiehene  parallel 
ist.  Es  ist' klar,  dass  dieser  Kegelschnitt,  für  welchen  die  Oua- 
drale  der  Badien  den  Krümmungsradien  propurtiunal  sind,  der 
Indicatrix  äbnlicb  ist. 

30.  iVir  können  hiernach  auf  die  Theorie  dieser  Krümmungs- 
radien alle  die  Besultate  übertragen,  welche  für  die  Durchmesser 
der  Centralkegelschnilte  bekannt  sind. 

So  wissen  wir,  dass  die  Grösse 

A cos^  5 -}-  2 Ä cos  5 sin  5 -f-  C sin*  0 
einen  Ma.xiinalwerlh  und  einen  Minimalwerth  annimmt  für  Werihe 
von  6,  welche  stets  reell  sind  und  einen  Itichlungsunlerschied  von 
90”  heslinimen;  Werthe,  die  überdiess  durch  die  Gleichung  (vgl. 
„Analyl.  Geom.  d.  Kegelschnitte“  Artikel  97) 

i?  cos*  0 — [A  — C)  cos  0 sin  0 — B sin*  5 = 0 
gegeben  sind. 

In  jedem  Punkt  einer  Fläche  treten  somit  unter  den  Normal- 
sclmilten  zwei  hervor,  welche  dem  Maximalwerth  und  dem  Mini- 
malwerth  des  Krümmungsradius  entsprechen;  sie  sind  rechtwinklig 
gegen  einander  und  entsprechen  den  Achsenrichtuugen  der  Indi- 
cati'ix;  ihre  Ebenen  halbieren  die  Winkel  zwischen  den  Inllexions- 
tangenlen.  Wir  werden  Sie  die  llauptschnitle  und  die  enti 
s|irechenden  Krünimungsradien  die  Ilauptradicn  nennen. 

Wenn  wir  die  Achsen  der  x und  y mit  den  nichlungen  der 
Maximal-  und  Minimal-Krüninmng  zusammen  fallen  lassen,  welche 
so  eben  bestimmt  wurden,  so  gehl  die  Grösse 
- la:*  -F  2 Bxy  + Ctf 
bekanntlich  in  die  einfachere 

Jfx'  -F  B'y- 

über.  Dem  Verschwinden  des  (äieflicienlen  von  aij  entspricht  aber 
nach  Artikel  2S  der  Ausdruck 

= A'  cos*  6 -p  P'  sin*  5 
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für  den  Krümmungsradius  eines  Ijeliebigen  NormalscliniUes;  und 

da  A'  und  B'  die  Werllie  von  sind,  «eldie  den  Subslituliouen 

2 B 

0 — 0,  0 = 90“ 

eiiLspreciien , so  wird  jeder  beliebige  Krümmungsradius  in  Function 
der  beiden  llaujilradieti  q und  q und  des  Winkels,  weleben  seine 
F3)ene  mit  den  Uau|)lebeneii  bildet,  ausgedrückl  durch  die  Formel 

1 cos*  0 sin*  0 *) 

B (1  p' 

Iteisjiielsw'cise  erhält  man  für  0 = lä®,  J5®  + a,  4"i®  — a 

i i + “)  + 

— = — sin*  (lö®  + ß)  + — cos*  (45®  + a) 
■"2  ? 9 

1 1112 

also  so  (lass  iIicKnhuHmiig.sinillel])uiiklc 

/f,  /ij  Q Q 

mit  dem  Punkte  der  Fläciic  seihst  vier  hanmiiiische  Punkte  bilden.  Die 
Krüiunmngsniittelpunkte  für  die  Winkel  (45®  + ß)  hihlcn  damit  eine  In- 
vululion. 


Ganz  wie  in  der  „ Aiialyliscben  Geometrie  der  Kegelsclinitte“ 


sind  A'  und  B'  oder 

2? 

gegeben,  ihre  Summe  ist 


1 

2 p 


iliircb  eine  (|uadratisrlie  Gleicliniig 


und  ihr  Product 


= A + C 
= AV  — /?■■’. 


Für 

9 = 9 

sind  auch  alle  anderen  Krüniimingsradien  = p;  die  Form  der 
Gleichung  ist  dann 

z A (a;*  + y')  + etc.  = 0,  . 
d.  b.  die  Indicatrix  ist  ein  Kreis.  Der  Goordinatcnanraiig  ist  dann 
ein  Umbilicus,  ISabel-  oder  Kreispunkl. 

Aus  dem  in  diesem  Artikel  gegebenen  Ausdruck  leiten  wir 
auch,  ganz  wie  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  ab,  dass  die 
Summe  der  reciproken  Wertlie  der  Krümmungsradien  zweier  gegen 
einander  rechtwinkliger  INormalsehnitte  ronstant  ist;  und  über- 


/ 


•)  Diese  Formel  mit  ihren  Folgerungen  vcnlnnkt  man  Kuler. 
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(liess,  (lass  die  Summe  ihrer  Krümmungsradien  conslanl  ist,  wenn 
sie  durch  ein  Paar  eonjugierle  Tangenten  liiiidurch  gehen.  (Vergl. 
Artikel  7.) 

Beispiel  1.  Eine  Itinglläciic  ist  durch  Uindrelimig  eines  Kreises  mn  eine 
in  seiner  Ebene  gelegene  .\chse  eraengt.  Man  solt  Itewciscn,  dass  einer  iler 
llaii|)lkrünnnungsradien  in  jedem  Punkte  der  Fläche  dein  Verhältniss  der 
Enirernung  des  Punktes  von  der  Achse  zu  seiner  Entrernnng  von  der 
(A'linderdäche  um  dieselbe  durch  das  Centrum  dos  gedachten  Kreises 
proportional  variiert. 

Sind  (a' — a)’  + y = 0 die  lileichungen  des  utndic.Achsc 

der  z rotierenden  Kreises,  so  wird  die  Gleicliung  der  Itinglläche 
+ I/-  + I-  + a'—r'f  = 4a'*  {x‘  + tß). 

ßcispiel'i.  Alle  l’olarilächen  einer  gegebenen  Fläche  für  einen  I’unkl 
derselben  haben  in  die.scni  Punkte  diesclhc  Indicalrix;  die  Krünnnungs- 
lialhmesser  ihrer  in  dcrsclhen  Ebene  gch'gcnen  Schnitte  sind  den  tun  Eins 
verminderten  Graden  der  Flächen  umgekehrt  proportional. 

31.  Mau  wird  heuierkeu,  dass  der  Krümmungsradius  als 
dem  Ouadrat  des  Durchmessers  eines  Centralkegelschnitts  propor- 
tional nicht  imaginär  wird,  sondern  nur  das  Zeichen  wechselt, 
wenn  die  Grösse 

A cos-  5 2 B cos  5 sin  5 -J-  C sin-  0 

negativ  wird.  VVenn  die  Krümmiiiigsrudien  auf  der  einen  Seite 
der  Tangentenehene  als  |>ositiv  hetrachtet  werden,  so  sind  sie 
auf  der  andern  Seite  derselben  als  negativ  zu  zählen;  uinl  das 
Zeichen  wechselt  somit,  wenn  der  Sinn  sich  ändert,  in  welchem 
die  Concavität  der  Curve  liegt. 

In  einem  elliptischen  Punkte  der  Fläche,  d.  i.  für 
(B*  < AC 

hieiht  das  Zeichen  von 

A cos'-*  0 + '2  B cos  0 sin  0 C sin*  0 
für  alle  Werthe  von  0 dasselbe,  und  in  einem  solclien  Punkte 
ist  daher  die  .C*«‘t'3vität  aller  durch  ihn  gehenden  Sclndtte  nach 
derselben  Seite  gewendet. 

In  einem  hyperbolischen  Punkt,  d.  i.  für 
B-  > AC, 

wechselt  der  Krümmungsradius  zweimal  das  Zeichen  und  die  Con- 
cavität der  Schnitte  der  einen  Art  ist  entgegensetzt  der  Concavi- 
lät  derjenigen  von  der  andern  .\rt. 

Die  Fläche  schneidet  die  Tangenlenehene  in  der  Nachhar- 
schaft  des  Herührungspunkles  und  die  lullexioustangenteu  hezeich- 
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nen  die  lUclilungeii , in  welchen  sie  die  Tangenlcnehenc  durchseUEt 
und  trennen  die  Sclinitte,  deren  Concavitäl  nach  der  einen  Seile 
gewendet  ist,  von  denen,  für  welche  sie  nach  der  andern  Seile 
geht.*)  Und  wenn  wir  eine  Hyperbel  denken,  für  welche  die  Qua- 
drate der  Durchmesser  der  einen  Reihe  der  Krümmungsradien 
proportional  sind,  so  sind  die  der  andern  Reihe  proportional  den 
Quadraten  der  Durchmesser  der  conjugierten  Hyperbel. 

32-  iNachdem  gezeigt  worden  ist,  in  welcher  Weise  der 
Krümmungsradius  eines  iNormalschnilles  zu  finden  ist,  gehen  wir 
zu  der  durch  ihn  vermittelten  Reslimnuing  des  Krümmungsradius 
eines  schiefen  Schnittes  über,  welcher  gegen  den  N'ormalschnitl, 
der  seine  Durchschnillslinie  mit  der  Tangentenebene  enthält,  un- 
ter dem  Winkel  <p  geneigt  ist. 

Wir  sahen,  dass  der  Krüinniung.-radins  des  durch  die  Ebene 
y = ü 

bestimmten  Schnittes 

— _L 

“ 2A 

ist;  wir  denken  dann  die  Achsen  der  y und  z in  ihrer  Ebene 
um  den  Winkel  ^ gedreht,  welches  geschieht,  indem  wir  die 
Substitution 

z cos  <p  — y sin  95,  i sin  95  -f-  y sin  95 


für  ' z lind  y 

vollziebeii,  und  setzen  das  neue  y gleich  Null,  d.  i.  wir  bestim- 
men die  auf  rechtwinklige  Achsen  bezogene  Gleichung  des  Schnit- 
tes, welchen  die  unter  dem  W'inkel  q>  gegen  die  alle  Ebene  y = 0 
geneigte  und  durch  die  alle  Achse  der  x gehende  Schniltebene 
mit  der  Fläche  erzeugt,. in  der  Form 
I cos  95  -f  Ax-  -f-  2 Dxz  sin  <p  -F  C2*  sin*  tp  2 Dxz  cos  tp 
-F  2 Ez'^  sin  <p  -F  Fz"^  cos*  cp  -F  etc.  = 0 : 
durch  dieselben  Schlüsse,  wie  vorher,  erhalten  wir  daraus  den 
Krümmungsradius 


cos  90 
2A 


, d.  i.  = Ä cos  ip. 


wenn  R den  Radius  der  Krümmung  des  zugehörigen  Normal- 
schnittes bezeichnet.  Diess  ist  Meunier’s  Theorem,  nach 
welchem  der  K r ü mm n ng sr adius  eines  schiefen  Schnitt- 
les gleich  der  Projeclion  des  Krümmungsradius  des 


*)  Das  Bild  eines  Sattels  kann  diess  erläutern. 

Salnion,  Gt*um.  d.  Hatimcs.  11.  3 
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(liircli  dieselbe  Taiijjente  der  Fläclie  gebenden  iSormal- 
scbniUes  auf  seine  Ebene  ist. 

Oder  naeli  dem  ■ Ausdruck  ven  llacbeUe:  Oie  End|nnikle 
der  auf  tlen  Normalen  aller  dnrcli  dieselbe  Tangente  gebenden 
Schnitte  abgetragenen  Iteciproken  der  Krnniinnngsbalbmesser  der- 
selben bilden  eine  zum  Ilau|ilsclniitt  normale  (ierade. 

Wir  sehen  daraus,  dass  von  allen  Sclinitlen,  welche  ilureh 
eine  in  der  Tangentenebene  liegende,  den  Uerührungspunkl  ent- 
haltende (Ierade  gerührt  werden  können,  der  Norinalschnitt  den 
grössten  Krümmungsradins  hat,  d.  h.  derjenige  ist,  welcher  am 
wenigsten  gekrümmt  und  am  meisten  der  geraden  Linie  genähert  ist. 

4Vir  haben  das  Men  nie  r 'sehe  Theorem  bereits  in  dem  spe- 
ciellen  Falle  iler  Fläche  zweiter  (Ordnung  hewiesen  (lid.  I.  Art.  204) 
und  hätten  den  hier  gegebenen  neuen  ileweis  ersparen  können, 
weil  wir  gesehen  haben,  dass  der  Krümmnugsiaditis  eines  belie- 
bigen Schnittes  der  Fläche 

«I  + «2  -h  «3  + elc-  = 0 

mit  dem  des  cnt.s|ircchenden  S(  hnittes  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
I/,  -j-  »2  = 0 

übereinstimmt. 

33.  Jede  Kugel,  deren  Centrum  in  einer  Normale  der  Fläche 
enthalten  ist,  während  der  Fusspunkl  derselhen  in  der  Fläche 
ihrer  Oherfläche  angehört,  berührt  dieselhe.  Die  nerührung  wird 
aber  insbesondere  zn  einer  stationären  llerühriing  (!M.  I, 
Art.  129),  wenn  die  Länge  ihres  Halbmessers  der  Länge 
eines  der  llauptkrümmungsradien  gleich  ist.  Denn  wenn 
die  Flächen 

£ -f-  Ax'^  + 2Bxy  -f-  Cy^  -f-  etc.  = 0, 

£ -|-  A'x~  -|-  2 B'xy  -f-  (ftß  -j-  etc.  = tt 
sieb  berühren,  so  geht  die  Fläche 

(A  — A')  jr  -f  2 {B—B')  xy  -f  [C—C)  tß  + etc.  = 0 
durch  ihre  Durcbsclmittscurve  und  es  ward  im  IJd.  I,  Art.  128  be- 
wiesen, dass  die  aus  den  drei  Aufangsgliedcrn  gebildete  Cleichung 
{A  — A')  x'^  + 2 (B—B’)  xy  + [C—C)  iß  ^ 0 
die  Tangenten  der  Durcbsclmittscurve  im  llerührungspunkte  re- 
präsentiert; sie  fallen  zusammen,  d.  h.  die  Ilerührung  ist  statio- 
när, wenn  die  Iledingung 

(A  — A')  (C—C)  — (B—B’)^ 
erfüllt  ist.  (Dd.  1,  Art.  129.) 
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Für  B = B'  — 

sclilii'ssl  diese  ISedini'iiii^'  ein,  ciilweder 

A — Ä. 

oder  C = C. 

Die  Fläche 

r 4.  Ax-  + Cy’  + etc.  = () 
IkiI  daher  mit  der  Kugel 

Irz  + X*  + tf  + = 0 


eine  stationäre  Uerührung,  wenn  entweder 


oder 


2r  = 
2r  == 


A 

C 


ist,  d.  h.  wenn  der  Ilalhnicsser  der  Kngei  dein  einen  oder  andern 
Ilan|ilkrninniungsradins  gleicli  ist. 

34.  lUe  iin  letzten  Artikel  erläuterten  Principien  erlauben 
uns,  einen  Ausdruck  für  die  Hauptkrüininungsradien  in 
jedem  l*unkte  und  für  irgend  eine  Lage  der  Coordinatenaclisen 
zu  linden.  Was  wir  bewiesen  haben  ist,  dass  für 


H,  + M.^  + etc.  = 0,  «1  + v-i  + etc.  = () 

als  (’ileichungen  zweier  sich  berührender  Flächen  der  lliirchschuilt 
der  Ebene 

«1  — • 0 

mit  dem  Kegel 

«2  — t’j  = 0 

die  beiden  Tangenten  der  Durchdringungscurve  giebt;  dass  also 
zwischen  den  Flächen  selbst  eine  stationäre  Herührung  stattliiidet, 
wenn  diese  Ebene  jenen  Kegel  berührt. 

Wenn  wir  nun  die  Gleichung  zu  einem  beliebigen  Punkt 
x',  y,  z der  Fläche  transformieren,  so  dass  sie  wird 


dO’  , dU’  , dU' 

X — + y -j-r  + z . , 

dx  dy  dz 

+ ^ = "• 

oder  wenn  wir  die  ersten  Dillerentialquotienten  durch  Uf,  U.^,  U,.  U, 
und  die  zweiten  durch  f/',,,  etc.  bezeichnen  wie  vorher, 

2 (L\x  + l\iy  + l\i)  + l\^x‘  + ^22^'  + 

+ 2 6^23 + 2r|3.rz  + 2Vx2xy  + «ic.  = ü. 

3* 
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so  isl  die  Gleicliung  einer  Kugel  mit  derselben  Tangeulenebene 
2 (V^x  + U.,y  + J/jS)  + l {x^  + y'-  + z*)  = 0, 
und  dieselbe  hat  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  stationäre 
Berührung,  wenn  A so  bestimmt  wird,  dass 
l\x  + U,y  + U^z  = 0 

ilie  Fläche 

• o:*  + + 2 U.,,^z  + 2 U^^zx 

+ 2 V^^xy  = ü 

berührt,  d.  h.  wenn 

1 (^11  ^)>'  ^12  > ^1»  > ^1  i 

I V,,  , (U,,-X).  L\,  - ‘ 

■ Ui,  , u,,  , u, 

I I ^2  • ^^3  » 

ist;  oder  entwickelt 

+ 2{Ui,U,,-{U,,-k)  Ui,}U,L\+2{V,,Ui,-(V„-k)  l\,}  UiL\  = 0. 

Somit  ist  A durch  die  quadratische  Gleichung 
({/,2  + U,Z  + t/3*)  A* 

- {(i^22  + ^^33)  Ui^  + (u„  + Uii)  + U,,) 

-2ü,,U,U,-2Ui,U,Ui-2L\,ViU,}  l 

+ (f'22«'33-  f^23*]  ^?  + {U^zUn  - Ui,-^)  t/j*  + (t/, , t'33-  t^,*)  t^ 

+ 2{UnUn- UM  U,U,  + 2{UM- (’M)  U\l\ 

+ 2(1^23^13  — U,,Ui^  UiU,  = 0 
bestimmt. 

ist  nun  r der  Radius  der  Kugel 
A (ar*  + y*  + 2*)  + 2 (ViX  + U.^y  + V,z)  ^ 0, 

so  isl 

_ ly  + U^^  + t/3* 

A* 

und  wir  finden  somit  die  Hauplradien  der  Krümmung  aus  der 
vorstehenden  quadratischen  Gleichung,  indem  wir  die  Substitution 

r 

für  A 

in  dieselbe  vollziehen. 
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Das  absolute  Glied  dieser  GIcicluin;;  für  ^ kann  durch  die 
Einführung  der  Werthe  von  U.^,  D-^  aus  den  Gleichungen 
{«  — 1)  Ul  = + L\.,y  + + V^^w, 

etc. 

vereinfacht  werden  und  reduciert  sich  dadurch  auf  die  Form 

_ Hw- 

- („---jfi’ 

wo  H die  in  deni  Artikel  24  entwickelte  II  esse 'sehe  Deleriui- 
nante  der  Gleichung  der  Fläche  bezeichnet.  (Vergl.  Art.  27.) 

Wir  hätten  a priori  sehen  können,  dass  das  absolute  Glied 
für  jeden  der  II  esse 'scheu  Dcterininanteniläche  angehörigen  Punkt 
verschwinden  muss.  Denn  da  die  Itichtuiigeii  der  Hauptsrhnitle 
die  Winkel  zwischen  den  Innexiouslaugenten  halbieren,  so  fällt 
für  zusammenfallende  Inllexionstangcnten  ihre  gemeinschariliche 
Richtung  in  einen  der  Uauptsclinittc  und  der  Krümmungsradius 
dieses  Schnittes  ist  unendlich  gross,  weil  drei  auf  einander  fol- 
gende Punkte  desselben  in  gerader  Linie  sind;  es  muss  somit 
einer  der  Werthe  von  4,  als  reciproker  Werth  von  r,  ver- 
schwinden. 

Indem  wir  ferner  den  Coeffleienten  von  X in  der  vorigen 
Gleichung  mit  Null  vergleichen,  erhalten  wir  die  Qieichung  einer 
Fläche  vom  (3  n — 4) Grade , w eiche  in  der  gegebenen  Fläche 
alle  diejenigen  Punkte  bestimmt,  für  die  die  Hauptkrümmungs- 
radien gleich  und  entgegengesetzt  sind,  d.  h.  für  welche  die  In- 
dicatrix  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist. 

Die  (|uadratische  Gleichung  dieses  Artikels  hätte  auch  mit- 
tels des  Artikel  98.  Rand  I gefunden  werden  können,  welcher  die 
Achsen  eines  der  Ebene 

UfX  -f-  L\ij  -F  U^z  — 0 
parallelen  Schnittes  der  Flüche  zweiten  Grades 
y,,a-*  -f-  Ui,y-  -F  -F  2Vj^z  + 2 i\^zx  + 2Uf^y  = l 

bestimmt. 

35.  Aus  den  Gleichungen  des  letzten  Artikels  können  wir 
den  Krümmungsradius  eines  Normalschnittes  finden, 
welcher  die  Tangentenebene  in  einer  Linie  von  gege- 
benen Richtungswinkeln  schneidet. 

Denn  das  Gentrum  der  Krümmung  liegt  in  der  Normale  und 
wenn  wir  aus  ihm  mit  dem  Krümmungsradius  als  Halbmesser 
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Kugel  beschreiben,  so  berührt  sie  die  Fläche  uiul  ihre  Uleich- 
iiiig  ist  von  der  Form 

2 {U^x  + U.,v  + l\t)  + + !/'  + = 0. 

Der  folgende  Punkt  in  diesem  Schnitt  der  Fläche,  welche 
wir  hetrachlen,  genügt  dieser  Gleichung  und  der  anderen 

I/,  + i<2  = 0, 

2 [i\x  + U,y  + U,z)  + + U,,,/  + + 2 lU,<jz  + 2 U^.zx 

+ 2 Ui-ixy  = 0, 

so  dass  wir  durch  Suhtraction  erhallen 
, -f  2 Ui:tyz  + 2 U^■^zx  + 2 

eine  homogene  Gleichung,  in  der  x,  y,  z durch  die  Kichtiingsco- 
sinus  der  geraden  Linie  ersetzt  werden  dürfen,  welche  den  Aii- 
längspuukt  mit  dem  nächstfolgenden  Ihinkte  verbindet;  da  zugleich 
wie  im  letzten  Artikel 

J,  ^ ^(cyi  + + U/) 

r 

ist,  so  wird 

. . 

I , cos-a  + f/22Cos^/S  + Uy,iCOS'y-\-  2 £/2;)COS|3cos>’+ 2 L\  ^cosycosa + 2 f/)  jcos«  cos/J 

So  reduciert  sich  das  Problem  der  Bestimmung  des  Maximal- 
iiud  Minimalradius  der  Krümmung  auf  die  ilestimniung  des  Maxi- 
mums und  Minimums  der  Grösse 

U^^x^  + U.^^y‘  -F  l\^z^  -f  2K.:^^/♦  + 2 {’ista:  + 2 t',2-'ry 

unter  den  Itedingungen 

U,x  -f  U.^y  + U3Z  = 0,  a:*  -f  y‘  + z'^  = 1; 

und  wir  erkennen,  dass  es  genau  mit  dem  Problem  der  Ue- 
stimmung  der  Achsen  des  Gcntralschnittes  einer  Fläche 
zweiten  Grades  durch  eine  Ebene  U^x  + U,y  -F  U^z  = 0 
ühereinstimmt. 

36-  In  derselben  Weise  stimmt  das  Problem,  die  Richtun- 
gen der  Haupts chnittc  in  irgend  einem  Punkt  zu  finden, 
m i t dem  Problem  d c r U e s t i ni  m u n g der  Rieht  u n g e 11  der 
Achsen  für  den  durch  die  Ebene 

L\x  -F  Ujy  -F  U^z  = 0 

in  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

h„.T*  -F  U,,y^  + l\^z^  + 2U,,yz  -F  2 L\^zx  + 2 = 1 

erzeugten  Schnitt  überein. 
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Ihinli  einen  gegebenen  Diirehmesser  einer  Fläche  zweiten 
('■rades  kann  stets  ein  el)ener  Schnitt  gelegt  werilen,  der  ihn  zur 
Achse  hat.  und  ilie  andere  Aclise  desselben  ist  der  Dnrchschnill 
iler  zu  ihm  normalen  Ebene  mit  der  Ebene,  «eiche  ihm  conjn- 
giert  ist.  Ist  somit 

V = 1 


die  centrale  Fläche  zweiter  Ordnung  und  geht  der  fragliche  Hurch- 
messer  tltirch  den  l'imkt  {x\  y , z'),  so  ist  der  zu  ihm  normale 
conjngierte  Durchmesser  der  Durchschnitt  der  Ebenen 


a-r'  + yy'  + zz'  = 0, 


d 

fix 


V 


+ .'/ 


dV 

<iy 


0; 


und  liegt  der  erste  Durchmesser  in  der  Ebene 

V^x  + V.^j  + L\z!  = 0. 

so  beschreibt  der  zweite  den  Kegel,  welcher  durch  die  Vergleich- 
ung der  durch  Elimination  von  x,  y,  z'  aus  diesen  drei  tlleich- 
iingen  gewonnenen  Determinante  mit  .Null  repräsentiert  wird, 
nämlich  durch 

d V d V d V 

l'-^)  ^ ^ + {0\y-U,x)  = 0. 


Dieser  Kegel  schneidet  die  Ebene 

l}^x  -f-  V.^y  -f-  U^z  = 0 

in  den  Achsen  des  durch  sie  bestimmten  Schnittes.  Die  riiciilun- 
gen  der  llauptschnittc  sind  somit  bestimmt  als  die  Durchschiiitle 
der  Tangentenebene 

U^x  -f  V.,y  -I-  U.^z  ~ 0 

mit  dem  Kegel 

(U^z-l\y)  (r„.r-F  l\,y  + V^.,z)  + {U,x~  + V,,y  -f  U^^z) 

+ {VxU—  U.iX)  (t7,.,;r  -f  U^^^y  + U.^^z)  = 0, 

oder 

(P,y,3-  .r^  + >ß  + {{/,  U,^- U,  t/,3) 

+ { Uy  (Uzz- — VzUn  + U 

+ { t/,t/,2  -f  U,  (t/33-  t-'n)  - 

+ { ^2^23  — ^13  + ^3  (^11  ~ ^m)}  •‘■y  = 0- 

37.  Die  im  Artikel  34  angewendete  Methode  erlaubt  'uns 
auch,  die  Bedingungen  für  einen  Kreispunkt  zu  finden.*) 


*)  Wir  könnten  fUescIbe  clnrcli  IJiblung  ilcr  lieding-img  ermitteln, 
unter  weicher  die  quadratische  Gleichung  des  Artikel  'M  gleiche  Wur- 
zeln hat.  Da  aber  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  stets  reell  sind,  so 


Digitized  by  Google 


4ü 


Wenn  die  Ebene  x>j  die  Taiigeiiteiiebciic  in  einem  Umbilieus 
ist,  so  isl  die  Gleicluing  der  Fläclie  von  der  Form 
z + A {x^  + y’)  + 2Dxz  + 2Eyz  + Fz"^  + clc.  (), 
und  wenn  wir  von  ihr  die  Gleichung  einer  berfdirendcn  Kugel 
i + A (x=  + y^  + j’)  = 0 

subtrahieren,  so  ist  cs  möglich,  k so  zn  wählen  — nämlich  indem 
man  cs  gleich  A nimmt  — dass  alle  Glieder  des  Restes  durch  z 
Iheilhar  werden.  Wenn  also 

u,  + 4-  etc.  = 0 

die  Fläche  und 

u,  4-  Xv.j  = 0 

eine  sie  berührende  Kugel  bezeichnet,  .so  isl  es  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Aufangsininkl  der  Goordinalen  ein  Kreispunkl 
sei,  möglich,  il  so  zu  wählen,  dass 

«2  iVj 

«1 

als  einen  Factor  enthält.  Durch  eine  wie  in  Artikel  voll- 
zogene Trausrormation  der  Goordinaten  erkennt  man  so,  dass  ein 
Punkt  [x,  y',  z')  ein  Krei.spunkl  ist , wenn  man  A.  so  w ählen  kann, 
dass 

4-  (U,^—k)>f  + {U^^-l)z^  + 2U,.,yz  4-  2U,3ZX  + 2U,^xy 

die  Grösse 

L\x  + ü,y  + U^z 

als  einen  Factor  enthält.  Wenn  diess  geschehen  soll,  so  muss 
der  andere  Factor  sein 


U, 


U, 


X 4- 


Vz7->- 

U., 


U, 


und  die  Entwickelung  des  Products  und  Vergleichung  der  Goef- 
licienlen  von  yr,  zx  und  xy  liefert  die  Redingungen 


V 


U. 


pf  + n = 2«/: 


^23  > 


ist  sie  zu  der  in  den  „Vorlesungen  über  die  Algetirn"  etc.  behandeUcii 
Klusse  gehörig  und  ihre  Diserimiiiantc  kann  als  Summe  von  Quadra- 
ten ausgedrückt  werden.  Wollen  wir  also  nur  von  reellen  Kreispunkten 
sprechen,  so  ist  das  Resultat  der  Vergleichung  der  Discriminante  mit 
Null  zweien  Kedingungen  äquivalent,  welche  einfacher  so  wie  im  Text 
erhalten  werden  können. 
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+ (t'n-i)  I*  = 2t',3, 

(^n-A)  ^ ^ = 2</„: 

inan  erhält  somit  durch  Flliminatiun  von  k zwischen  diesen  Gleicli- 
nngen  die  beiden  Hedingungeii 

u^-  + i^3* 

_ U^^ü^^  + UJ^V^^  — 2U^.^U^U, 
+ ü-^ 

Da  nur  zwei  Bedingungen  zn  eiTfillcn  sind,  so  entliält  eine, 
Fläche  Ordnung  allgemein  eine  bestimmte  Zahl 
von  Kreispunkten;  denn  jede  derselben  repräsentiert  eine  Fläche 
und  beide  bestimmen  mit  der  gegebenen  Fläche  zusammen  eine 
Anzahl  von  Durchschnittspunkten,  welche  Kreispunkte  sein  müssen. 
Es  kann  aber  insbesondere  auch  geschehen,  dass  die  durch  beide 
Bedingungen  repräsentierten  Flächen  sich  in  einer  ganz  auf  der 
urs|irünglichen  Fläche  gelegenen  (mrve  schneiden;  dann  existiert 
somit  in  der  Fläche  eine  Linie,  deren  sämmtlichc  Ihinkte  Kreis- 
punkte derselben  sind;  man  nennt  eine  solche  Linie  eine  Linie 
spliä rischer  Krümmung. 

Beispiel.  Man  untersuche,  ob  in  der  Fläche 

(.tr*  + y*  + -=  4<i*  (•«■■'  + >f  ) 

ein  Kreispunkt  enlliallon  ist. 

38-  Fs  giebl  einen  Fall,  in  welchem  die  Bedingungen  des 
letzten  Artikels  nicht  in  der  Form  anwendbar  sind,  in  welcher 
sie  geschrieben  wurden.  Sic  sind  erfüllt  für 

c,  _ u.  - 

und  wir  könnten  daraus  schliesscn,  dass  die  Fläche 

• = = ■ 

stets  durch  Kreispunktc  der  gegebenen  Fläche  hindurchgehe.  Man 
erkennt  aber  geometrisch  leicht,  dass  diess  nicht  der  Fall  ist; 
denn 

i\  = 0 

ist  die  Polare  des  Punktes  {y,  w)  in  Bezug  auf  die  Fläche,  sodass. 
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>'eiin  sie  iluirli  KiTis|iuiikle  liiodiir«  li  {{iiige,  aus  einer 

einraclien  (iuünliiiuleii-l'ransrorinution  j;esdilosseii  werden  inüssle, 
dass  die  erste  Polare  jedes  l’mdiles  Kreispunkle  der  riärlie 
eniliielle. 

Aus  dein  lelzleii  Artikel  {,'elit  dagegen  liervnr,  dass  es  eine 
slillscliweigende  N'oraussotzung  seiner  IJnlersucliung  ist,  dass  keine 
der  (Irüsson 


vcrseliwinde;  denn  wenn  diess  statt  fände,  so  enthielte  eine  der 
gehraufhlen  (ileicliungen  unendlielie  (ilieder. 

Setzen  wir 

Ul  = 0, 

so  müssen  wir  vielmehr  direct  die  IJedingung  hesliuunen,  unter 
«1er 

Ujij  •+■  V.jZ 

ein  Factor  in 


( Ul I - k)x^  + ( + (t^33-A)  2 V.,^z  + 2 t’.jr.r  + 2 

ist. 

Olfeiihar  muss  dazu 

k = 6,1 

und  wie  man  leicht  sieht,  wie  vorher 


“ ia-  + l? 

sein,  während  üherdiess,  damit  die  Glieder 

2 f/'i3ia;  + 2 Ui^.rt/ 

durch 

U<2V  + U.jt 

theilhar  sind, 

.seit!  muss. 

Wenn  mau  mit  den  so  erhaltenen  heideii  l’edingungen 

Ul  = 0 

nml  die  Gleichung  der  Fläche  comhiuiert,  so  hat  man  vier  l!e- 
dingungeii,  welche,  specielle  Fälle  ausgenommeu,  nicht  durch  die 
Coordiuateu  eines  Punktes  erfüllt  werden  können. 

Wenn  wir  die  im  letzten  Artikel  gegehenen  Pedingungeii  von 
IJrüchen  hefreien,  so  linden  wir,  dass  jede  von  ihnen  t', , 
oder  l/j"als  einen  Factor  enthält,  und  was  wir  in  diesem  Artikel 
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beuiesen  Laben,  isl,  dass  diese  Faclorcii  als  der  Frage  nach  den 
Kreispunkten  fremd  beseitigt  werden  können.*} 

Wir  geben  zur  llerleitung  einiger  anderer  Folgerungen  atis 
dem  in  Artikel  33  Bewic.scnen  über,  wonaeli  die  beiden  mit  den 
Hauplkrümimingsradien  bcsciiricbcnen  Kugeln  mit  der  Fläche  sla- 
lionärc  Berührung  haben. 


*)  Aus  (1cm  Entwickelten  können  wir  die  Zahl  der  Kreispnnkto  be- 
stimmen, welche  eine  Flüche  von  der  n''“  Ordnuiif'  im  Allfreineinen 
haben  kann. 

Die  Kreispunktc  sind,  so  sahen  wir,  als  Durchschnittspunkte  der  ge- 
gebenen Fläche  mit  einer  Curvc  bestimmt,  deren  Gleichungen  die  Form 
ABC 
Ä ^ a ~ C‘ 

haben;  sind  A,  B,  C vom  Grade  /,  A\  B\  Ü aber  vom  Grade  m,  .so 
sind 

AB’  — ÄB  = 0,  AO'  — ÄC  = 0 

vom  Grade  (/  -|-  m)  und  dnrehschneiden  sieh  in  einer  Curve  vom  Grade 
(1 +"')*>  ’md  da  der  Durchschnitt  dieser  zwei  Flächen  die  Curve 
,4'=  0,  A'  = 0 

vom  Grade  Un  einschllesst,  welche  die  Fläche 
BC  — B'C  = 0 


nicht  enthält,  so  ist  dio  fragliche  Curve  von  der  Ordnung 

^ -F  "'*1 

d.  h.  im  gegenwärtigen  Falle,  wo  l und  m durch 
(3n  — 4)  und  (2n  — 2) 
respective  zu  ersetzen  sind, 


= 19n»  — 4Gn  -f  28. 

Das  discutierte  System  schliesst  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  drei 
Curven  ein,  wie 

f/,  = 0,  (iV  + fV)  - 2 = 0, 

welche  die  Kreispunkte  nicht  enthalten;  man  hat  hiermit  die  Grösse 


3 (n  — 1)  (3n  — 4) 

von  der  vorher  gefundenen  Zahl  zu  subtrahieren,  uni  zu  finden,  dass 
dieKreispunktealsDurch schnitte  dergegebenen  Fläche  mit 
einer  Curve  von  der  Ordnung 

(lOn»  — 25n  + 16) 


bestimmt  sind  und  dasssomit  dieAnzahl  derselben  für  eine 
Fläche  n’"  Ordnung  allgem’ein 

= n (lOrt*  — 25n  -f  16) 


ist. 
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;59-  Wenn  zwei  l'läcli«Mi  eine  stationäre  Berührung 
haben,  so  berühren  sic  sich  in  zwei  auf  einander  fol- 
genden Punkten. 

Wenn  die  Gleichungen  beider  Flächen  wie  in  Artikel  33 
geschrieben  werden,  so  sind  die  Tangentenebenen  im  uädistfol- 
genden  Punkte  nach  Artikel  7 durch 

I -f-  2 (.4x  + By)  X + -1  [Bx'  -f-  Cy)  v = t), 
z + 2 i^x'  + B'y)  X 2 (äV  -H  Cy’)  y = % 
dargestellt.  Sie  sind  identisch,  wenn 

Ax'  -|-  By  = A'x'  + B'y\  Bx'  -}-  Cy  — B' x Cy 

ist,  d.  i;  durch  Elimination  von  x':y,  wenn 

[A  — Ä)  [C  —C)  = {B—  ß'f 
ist,  d.  h.  unter  der  Bedingung  der  stationären  Berührung. 

Die  mit  einem  der  Ilaiiptkrümmungsradicn  beschriebene  Kugel 
berührt  somit  die  Fläche  in  zwqi  auf  einander  folgenden  Punkten; 
oder  zwei  auf  einander  folgende  Normalen  der  Flüche  sind  auch 
Normalen  der  Kugel  und  durchschueiden  sich  folglich  im  Centruni 
derselben. 

.Nun  «issen  wir,  dass  bei  ebenen  Curven  das  Ccnlrum  des 
Krünumingskreises  als  der  Durchsebnitt  zweier  auf  einander  fol- 
gender Normalen  der  Curve  betrachtet  u etilen  kann.  Bei  den 
Flächen  schneidet  die  Normale  in  einem  Punkte  die 
einem  beliebigen  benachbarten  Punkte  entsprechende 
Normale  im  Allgemeinen  nicht.  Wir  sahen  aber  so  eben, 
dass  die  zwei  auf  einander  folgenden  .Normalen  sich 
du rchsch neiden,  wenn  der  näciislbenaehbarte  Punkt 
in  der  Hichtuug  eines  der  llaiiptschnitte  des  gegebe- 
nen Punktes  gewählt  ward.  Die  gemeinschaftliche 
Länge  beider  Normalen  gleicht  dann  dem  entspre- 
chenden H a u |)  t k r ü m m u n g s r a d i u s. 

Der  Wichtigkeit  dieses  Theorems  halber  geben  wir  eine  directe 
Untersuchung  desselben. 

40.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Fällen  die 
Normale  in  irgend  einem  Punkte  einer  Fläche  durch 
die  nächstfolgende  Normale  geschnitten  wird. 

Wir  wählen  die  Tangentenebene  zur  Ebene  xy  und  setzen 
die  Gleicbung  der  Fläche  in  der  Form 

t + Ax^  + 2Bxy  -F  Ci/2  4.  2Z>a:z  -|-  2Eyz  -f-  Fz'^  + etc.  = 0 
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voraus.  In  Artikel  7 salien  vvir  dann,  das.s  die  Gleidiiing  einer 
nächstfolgenden  Tangentenebene  ist 

2 + 2 + By')  « + 2 {Bx  + Cij'}  tj  = 0; 

eine  Normale  zu  ihr  durch  den  l’unkl  (.r'.  ij)  ist  somit 
X — x'  y — y 

Äx~^^By'  ~~  + 7y  “ 2*’ 

und  dieselbe  schneidet  die  Achse  der  z,  d.  i.  die  iirs|irüngliclie 
Normale,  wenn  mau  hat 

x y 

Ax’  +.  By  Bx  + Cy 

Die  Richtung  nach  einem  nächstfolgenden  Punkte,  dessen 
Normale  die  gegebene  Normale  schneidet,  ist  somit  durch  ilie 
Gleichung 

Bx"^  + [C—  Ä)  xy  — ßy'2  = 0 
bestimmt,  d.  i.  durch  die  Gleichung  des  Artikel  30.  welche  die 
Richtungen  des  Maximums  und  des  Minimums  der  Krümmung 
gieht. 

In  jedem  Punkt  einer  Fläche  giebt  es  somit  zwei  zu  einan- 
der rechtwinklige  Richtungen,  in  denen  die  Normale  des  nächst- 
folgenden Punktes  die  ursprüngliche  Normale  durchschneidet. 
Diese  Richtungen  sind  die  der  beiden  Ilauplschnitte  des  Punktes. 

Wenn  wir  zur  Vergrösserung  der  Einfachheit  die  Richtungen 
der  Ilanptschnitte  als  Goordinatonachsen  wählen,  d.  h.  in  den 
vorigen  Gleichungen 

' 2?  = 0 

setzen,  so  wird  die  Gleichung  einer  nächstfolgenden  Normale 

fiTJL  — _ 9. 

Ax  - Cy 

und  man  sieht  leicht,  dass  die  den  Punkten  y'  = 0,  x'  = 0 
entsprechenden  Normalen  die  Achse  der  2 in  Entfernnngcn 

- = Jl  - J. 

* 2A’  ^ ~ 2C 

respcctive  durchschneiden,  d.  h.  in  den  Endpunkten  der  entspre- 
chenden llauptkrümmimgsradien.*) 

*)  Bertrand  berecliuct  in  seiner  Tlieorie  der  Kriimmnng  der  Fla- 
chen den  Winkel,  welchen  die  folgende  Normale  und  die  durch  ihren 
Fusspnnkt  und  die  ursprüngliche  Normale  bestimmte  Ebene  bilden. 
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41.  Wir  können  anrh  zn  densellien  Ergelniisscn  gelangen, 
indem  wir  den  Orl  derjenigen  Punkte  der  FLäclie  surlien. 
deren  Normalen  eine  feste  zur  Achse  der  r genommene 
Normale  schneiden. 

Durch  ilie  Snl>stilntion  x = 0,  y = 0 in  die  Gleichnng 
einer  andern  Normale  erkennen  wir,  dass  der  Punkt  der  Fläche, 
zn  welchem  sie  gehört,  der  Kedingting 

X y 

7ü  ~ liv 

(Ix  (ly 

gelingen  muss.  Die  Ciirve , in  welcher  diese  Flfiche  die  gegehene 
Fläi'he  schneidet,  hat  den  Fnd|>inikl  der  gegehenen  Normale  znin 
Do|i|iel[iimkl  tmd  die  heiden  Tangenten  dcsselhen  sind  die  Ilaiipt- 
(angenten  der  Fläche  in  diesem  Pnnkic. 

Der  siiecielle  Fall,  in  welchem  die  feste  Normale  einem  Kreis- 
|iiinkle  enlsprichl,  verdient  hesonderc  Frwähnimg. 

Da  die  Gleichnng  der  Fläche  von  der  Form 
j + ./  (,r^  + y'-]  + etc.  = 0 
ist,  so  ist  das  niedrigste  Glied  der  Gleichung 

dU  (lU 

^ = y :rr,  - 


vom  dritten  Grade  und  der  Kreispiinkt  ist  ein  dreifacher  Punkt 
in  der  (.trlscnrve.  Während  also  jede  der  Normale  des  Kreis|mnkles  , 
nächstfidgende  .Normale  die  erstere  schneiilet,  gieht  es  ilrei  llich- 
liingen  von  ihm  aus,  längs  welcher  auch  die  darauf  folgende  Nor- 
male die  dem  kreis]mnkle  entsprechende  Normale  noch  schneidet. 


Iiulem  wir  iiiimcr  die  Ricliluiigeii  der  irauptsclinittc  als  Coordinaten- 
nehsen  vorniissetzon,  sind  die  Kichtungscosimis  der  folgenden  Normale 
zu  iAx,  'iCy , p respective  proportional,  während  die  einer  zuin  Radius 
vector  norinalen  Tangente  zu  — y,  x,  0 proportional  sind.  In  Folge 
dessen  ist  der  cosinns  des  Winkels  zwischen  diesen  beiden  Linien  oder 
der  simis  des  Winkels  der  folgenden  Normale  mit  dem  Normalschnitt 
zu  (C  — A)  x'  y proportional,  oder  proportional  zu  (G — A)  sin  2«, 
wenn  a der  Winkel  ist,  welchen  die  Richtung  des  nächstfolgenden 
Punktes  mit  einer  der  Ilaiijittangenten  bildet.  Ist  a = 0 oder  ct  = thl®, 
so  verschwindet  dieser  Winkel  und  die  folgende  Normale  liegt  in  der 
Kbcue  der  ursprünglichen  Normale. 
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42.  Eine  Krfiiiiiiiiingslinie*)  in  einer  Kläelie  isl  eine  so 
auf  derselben  vc’rzeiclinete  Linie,  dass  die  Normalen  in  irgenil 
zweien  in  ilir  auf  einander  folgenden  Punkten  sich  dnrrlisrlineiden. 

So  können  wir  von  irgend  einem  l'nnkle  M der  Fläche  zu 
jedem  der  beiden  folgenden  Punkte  N,  N'  nhergehen,  von  deren 
Normalen  wir  bewiesen,  dass  sie  die  Normale  in  M schneiden. 
Die  Normale  in  JV  ihrerseits  wird  durch  die  beiden  folgenden 
Noi'inalen  in  P,  P'  geschnitten,  wobei  wir  »las  Element  HP  als 
eine  ForLsetzung  von  dem  Element  MN  denken,  während  NP' 
nahe/.n  rectangulär  zu  demselben  ist.  In  der  nämlichen  .\rt  kön- 
nen wir  vom  Punkte  P zu  einem  andern  inmachharten  Punkte  Q 
übergehen  und  so  eine  Krnmmungslinie  MNPQ  bilden. 

Und  wir  hätten  fermu'  in  derselben  Weise  vorschreiten  kön- 
nen, indem  wir  in  der  Dichtung  MN'  begannen. 

Durch  jeden  Punkt  M einer  Fläche  gehen  somit  zwei  Krnin- 
mnngslinien,  welche  sich  in  ihm  reehtwinklig  dnrch.schneiden  und 
von  den  ents|irechenden  beiden  IIau|ittangenten  berührt  werilen. 

Eine  Krümmungslinie  ist  im  <Vllgemeinen  keine  ebene  Curve, 
und  in  dem  speciellen  Falle  selbst,  in  welchem  sie  eben  ist,  fällt 
ihre  Ebene  nicht  nothwendig  mit  der  eines  Hauptschnittes  in  M 
zusammen,  obgleich  sie  mit  demselben  die  gemeinschaftliche  llaupt- 
langcnte  hat.  Der  llauptschnitt  ist  normal  zur  Fläche,  die  Ebene 
»1er  Krümmungslinic  kann  geneigt  gegen  dieselbe  sein. 

Die  Flächen , welche  durch  die  Umdrehung  einer  ebenen 
(’.urve  um  eine  in  ihrer  Ebene  enthaltene  Achse  entstehen,  bieten 
eine  gute  Erläuterung  verschiedener  hier  einschlagender  Umstände 
dar. 

In  jedem  Punkte  P einer  solchen  Fläche  fällt  die  eine  Ki  üm- 
mnngslinie  mit  dem  durch  ihn  uiid  die  .Achse  gehenden  ebenen 
Schnitt  oder  mit  der  entsprechenden  Lage  der  erzeugenden  Cnrvc 
zusammen.  • 

Alle  Normalen  dieser  Unrve  sind  auch  Normalen  der  Fläche 
und  »lurchschneiden  sich.  Der  entsprechen»lc  llanjtlkrümmungs- 
radius  ist  auch  der  Krümmungsradius  »lieses  ebenen  Schnittes. 

Die  andere  durch  P gehende  Krümmungslinie  ist  der  Kreis, 


*)  Die  ganze  Tlieoi'ic  der  Krümmungslinien,  der  ümbilics,  etc.  ge- 
bührt Monge.  Vgl.  seine  „Application  de  l’Amilysc  ä hi  Geoinc'trie“ 
p.  124  (Liouville’s  Ausgabe). 
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welchen  die  durch  ilin  gelc^le  Normalebcne  zur  Achse  mit  der 
Fläclie  bcslimiiil;  denn  die  Normalen  der  Fläche  in  allen  Punkten 
dieses  Schnittes  durch.scbneiden  die  Achse  derselben  und  daher 
sich  selbst  in  dem  nämlicben  Punkte;  sein  Abstand  von  den  Punk- 
ten der  Pcrii)herie,  insbesondere  von  dem  Punkte  P ist  der  zweite 
Hauplkrümmungsradius  der  Fläcbe. 

Die  durch  P gehende  erzeugende  Curve  (der  Meridian)  ist 
ein  llauptschnitt  der  Fläche,  weil  sie  die  Normale  derselben  ent- 
hält und  eine  Krünimungslinie  herfdirt;  der  zur  Achse  normale 
Schnitt  (der  Parallelkreis)  ist  kein  Hauptschnitt,  weil  er  die  Nor- 
male der  Fläche  nicht  enthält;  vielmehr  ist  der  zweite  Haupt-  • 
schnitt  der  durch  diese  Normale  und  die  demselben  Kreise  in  P 
entsprechende  Tangente  bestimmte  ebene  Schnitt  der  Fläche. 

Gleichzeitig  erläutert  dieses  Ueis]iiel  das  Theorem  von  Meu- 
nier;  denn  der  Radius  des  durch  P gehenden  Kreises,  d.  i.  eines 
schiefen  Schnittes  der  Fläche,  ist  die  Projection  des  zwischen 
dem  Punkte  P und  der  Achse  enthaltenen  Stückes  der  Normale 
auf  seine  Ebene,  eines  Stückes,  von  welchem  wir  so  eben  be- 
wiesen haben,  dass  es  <ler  Krümmungsradius  des  entsprechenden 
Normalschnittes  ist. 

43.  Es  ist  im  Artikel  36  bfwviesen  worden,  dass  die  Rich- 
tungscosinus der  Tangente  eines  Hauptschnittes  der  Fläche  die 
Relation 

(f/j  cos  y — f/j  cos/3)  cosc  -j-  cos/3  -j-  P,3  cosy) 

-|-  (f/j  cos  a — U^  cos  y)  cos  a -f  cos  /3  -|-  cosy) 

-p  (f^j  cos  /3  — Pj  cos  a)  (P|3  cos  a + Pjj  cos  ß -F  P33  cos  y)  = 0 

erfüllen. 

Wir  wissen  nun,  dass  die  Tangente  des  Hauptsrhnittes  auch 
die  Tangente  der  Krümmungslinie  ist.  Ist  ds  das  Bogcnelement 
einer  Curve  und  bezeichnen  dx,  dy , dz  die  Prbjectionen  dessel- 
ben auf  die  Achsen,  so  sind  die  cosinus  *d^r  von  ds  mit  den 

Achsen  gebildeten  W'inkel  zu 

dx  dy  dz 
ds  ’ ds  ’ ds 

respective  proportional.  Die  Differentialgleichung  der  Krünimungs- 
linie  wird  daher  erhaltet),  indem  man 

dx,  dy,  dz 
für 
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cos  a , cos  ß , cos  y 
in  die  vnrlicrsehciide  Forniel  sulistitiiierl. 

Diese  (ilcichung  kann  direct  ancii  folgenderinassen  abgeleitet 
werden.*)  Sind  a,  ß,  y die  Coordinatcn  eines  zweien  auf  einander 
rolgenden  Normalen  geineinschaftliclien  Punktes,  so  folgt  ans  den 
Gleichungen  der  Normale  für  x,  y,  z als  die  Coordinaten  ihres 
Kusspunktes  in  der  Flüche  die  Itclation 

a — X ß — y y — z 

~ ü,  — ’ 

lind  •w  enn  w ir  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  Brüche  durch 
$ hezeichncn 

a = X + ü,0.  ß = y + u,9,  y = z + , 

Wenn  aber  die  zweite  Normale  die  Fläche  in  dem  Punkte 
X + ilx,  y + tly,  z + dz 

durchschneidet,  so  erhalten  wir,  indem  wir  ausdrücken,  dass 
«,  ß,  y den  Gleichungen  der  zweiten  Normale  genügen,  dit.-sclhen 
Besullate,  als  wenn  wir  die  vorigen  Gleichungen  dilTerentiieren,  ' 
indem  wir  a,  ß,  y als  ennstant  betrachten,  d.  i. 

dx  + f/,dö  + 9</r,  = 0, 

dy  + U./10  + OdL\  = 0, 

dz  + U^d^  + = 0, 

und  durch  Elimination  von  dS  ans  diesen  Gleichungen  die  De- 
terminante des  Artikel  36  ' 


dx  , 

dy  , 

dz 

V, 

dUi, 

dL\, 

dü. 

Uehrigens  hat  man 

dUi  = Ufidx  + U^^dy  + U^^dz. 

dUj  = + Uj^dy  + U.j-^dz, 

dUy  = U^.^dx  + ü\./hj  -f  U^.^dz, 

Beispiel.  Die  Diircrciitialgleiclunig  der  Knumniingslinieii  des  Kllip 

s(dds 


zu  linden. 


♦)  Vcrgl.  Gregory’»  „Solid  Geonietry“  p.  25G. 
Salmon,  Ari^il.  Gforu.  d.  lUume».  il. 
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Man  liat 


dP, 


X 

_ y 

II 

dx 
(r  * 

xr  ^y 

dl,  = 

^3  ’ 


dz 

r>'^ 


null  crliäll  durch  Subslilulion  in  die  vorige  Glcicliung  und  Entwickelung 
— c*)  xdydz  + (c*  — ydzdx  -f-  — h*)  zdxdy  ~ 0. 

Da  wir  wissen,  dass  die  Krümmungslinien  des  Ellipsuids  die  Durcli- 
sciiniUslinicn  desselben  mit  einem  System  concentriseber  Flächen  zweiten 
Grades  sind  (Band  1,  Artikel  206),  so  können  wir  für  das  Integral  dieser 
Gleichung  die  Form 

- + liy^  + Ci'  = 0 

voraussetzen  und  die  Gonstanten  durch  Substitution  bestimmen. 

Wenn  wir  die  Form  des  Integrals  nicht  .als  bekannt  voraussetzen, 
so  können  wir  z und  dz  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Fläche  eliminieren 
und  so  eine  Oiderentialgleichung  mit  zwei  Veränderlichen  bilden,  welche 
die  Gleichung  der  I’rojection  der  Krümmungslinien  auf  die  Ebene  der  xy 

ist.  So  erhalten  wir  nach  Multiplication  mit  und  Itcduction  durch 
die  Glcichuiig  des  Ellipsuids  und  ihr  Diflcrcntial 

c*)  xdy  + (c*  — «*)  ydx^ 

= (rt2_i2)  |i  ^ dxdy, 

d.  i.  für 


o*  (ö’  — c*)  (o^- — ö"'*) 

ö*  («*  — c*)  ’ a*  — C* 


eine  Gleichung,  deren  Integral  nach  G.  Boole’s  „Dillercntial  Ecpiations“ 
Es.  3,  p.  i:Jä  und  124  ist 

^ t 

n iic~  AC  + 1 ■ 

Die  Krümmungslinien  werden  somit  auf  die  llanptehene  in  eine  Iteihe 
von  Kegelschnitten  projicierl,  deren  Achsen  a,  b'  durch  die  Bclation 

a'^  («'■*  — c*)  h'*  (h*  — c*)  

verhunden  sind.  .Man  erkennt  leicht,  dass  dicss  mit  dem  in  Bd.  I.  Art. 206 
gegebenen  Abriss  der  Tlicoric  der  Krümmungslinien  ühereinsliinmt. 


Digilized  by  Google 


51 


44.  Das  Tlieorein,  nach  welchem  confocale  Flächen  «weilen 
Grades  sich  in  Krüinimingsliinen  diirchschneiden,  isl  ein  speciel- 
ler  Fall  des  Tlieoreins  von  Dupin,*)  welches  wir  so  ausdrücken: 
Wenn  drei  Flächen  sich  in  einem  Dunkle  rechtwinklig 
durchschncideu,  und  wenn  jedes  Paar  dcrselhen  sich 
auc  h in  dem  nächstrolgenden  gern  ein  sc  hartlichen  Punkte 
rechlwinkiig  schiieidel,  so  sind  die  Richtungen  der 
Durchschnitte  die  Richtungen  der  Krümmungslinie  in 
jeder  dersclhen. 

Wir  denken  den  allen  drei  Flächen  gemeinschartlichen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  und  die  drei  rectangidären  Tangeu- 
tenehenen  als  Goordinatcuebenen,  so  dass  die  Gleichungen  der 
Fiächen  von  der  Form 

X + oy*  + 2l>yz  + cz'^  + 2dz.v  -|-  etc.  = (), 

y + n'z'^  + 2b'zx-\-  ex'  + 2(^xy  + etc.  = 0, 

z + o"a:*  4-  2b" xy  + c"y^  + 2d"yz  + etc.  = 0 

sind.  In  einem  nächstfolgenden  den  ersten  beiden  Flächen  gemein- 
schaftlichen Punkte  hat  man 

ar  = l),  y .==  0,  i = r', 

wo  z'  nothw endig  sehr  klein  ist;  die  näciistfolgenden  Tangenten- 
ehenen  sind  daher 

(1  + 2dz)  X 2bz'y  + 2cz’z  = 0. 

2b’z'x  -f  (]  + 2(fz)  y + 2a  zz  = 0, 
und  man  erhält 

6 + i'  = ü 

als  die  Bedingung,  unter  welcher  dieselben  rechtwinklig  zu  ein- 
ander sind,  indem  man  nur  diejenigen  Giieder  berücksichtigt, 
welche  die  kleine  Grösse  z’  im  ersten  Grade  enthaiten. 

In  gleicher  Weise  müssen,  damit  die  andern  Paare  von 
Flächen  sich  in  einem  folgenden  Punkte  rechtwinklig  durchschnei, 
den , die  Bedingungen  . 

b'  -f  b"  = ü, 
b"  -f  ft  = 0 

erfüllt  seien,  d.  i.  man  muss  zur  gleichzeitigen  Rechtwinkligkeit 
aller  drei  Flächenpaare 

•)  ..Developpcmpiits  de  Geometrie“,  cinqnifeme  Memoire.  Der  hier 
gegebene  Beweis  rührt  von  W.  Tliomson  her;  vgl.  Gregory's  „Solid 
Geometry,“  p.  20.1.  „Cambridge  Mathcmatieal  Journal,“  Vol.  IV,  p.  C2. 

4* 
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b =z  b'  = b"  = 0 


haben.  Itami  aber  zeigt  die  Form  der  (ileirlinngen , dass  die 
Arliscn  der  Coordinaten  die  Itiehtiingen  der  krüminnngslinieii  in 
jeder  von  ihnen  sind.  Man  erhfdl  also  die  von  Dupin  gegebene 
Form  des  Theorems:  Wenn  in  drei  Systemen  von  Flächen 
jede  Fläche  des  einen  Systems  von  allen  Flächen  der 
beiden  anderen  Systeme  rechtwinklig  durchschnitten 
wird,  so  ist  die  Durchschnittslinie  irgend  zweier  P^lä- 
chen  derselben,  welche  verschiedenen  Systemen  an- 
gehören, in  jeder  von  ihnen  eine  K r nni m n ngsli nie. 
Itenn  in  jedem  ihrer  l'nnkte  ist  es  nach  der  Vorau.ssctzung  mög- 
lich, eine  dritte  Fläche  anzngehen,  welche  die  beiden  ersten 
rechtwinklig  durchschncidet. 

45.  Wenn  zwei  Flächen  sich  rechtwinklig  durc li- 
sch neiden,*)  so  ist  ihre  Diirchschnittscnrve,  wenn  sie 
eine  Kriinimungslinie  der  einen  ist,  zugleich  auch  eine 
Krnmmungslinic  der  anderen. 

Indem  wir  den  Coordinatenanfangspunkt  als  einen  Punkt  der 
Durchschnittscurve  wählen,  erhalten  wir  als  die  Hedingung  des 
rechtwinkligen  Durchschnitts  auf  dem  Wege  des  letzten  Artikels 


d.  i.  wenn 
auch 


b + b'  = 0, 
= 0, 
b'  = 0. 


Oder:  Da  die  Hichtungscosimis  der  Tangentenehenen  der  bei- 
den Flächen  zu 


t f'2’  1 > ^ 2>  ^3 

proportional  sind,  so  sind  die  Hichtungscosinus  ihrer  Durchschnitts 
linie  proportional  zu 


U,U'y 


L\V\  - — U\V. 


und  damit  die  so  hezeichncle  Kichtung  die  Hichtnng  einer  Krüin- 
mungslinie  der  ersten  Fläche  sei,  muss  nach  Artikel  43  die  lle- 
dingung 


*)  Der  Satz  gilt  auch  , wenn  sic  sieb  überhaupt  unter  einem  con- 
stanteu  Winkel  durchschneiden. 
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V\  - V\ U3 . V\  — U\  V, . l\ü'j—U\üJ- 

Ui  . . ?;,  = 0 

<lU^  , dVj  ’ , dU^  \ 

[L\ü\  f U^V\+.l\V\)  {b\dU^  + ü^dü^  + U^dU^) 

- (£’,*  + t/,2+  [V\<iVy  + U\dL\  + V\,dU^)  = 0 
ciTfillt  sein.  Sind  lieide  Flfirlien  rechtwinklig  zu  einander,  so  ist 

u,u\  + u,v'.,  + u^v\  = 0. 

und  die  vorige  Bedingung  reduciert  sich  auf 

V\di\  + V\dl\  + V\dU^  = 0: 
wir  folgern  aus  beiden  Gleichungen  die  dritte 

l\dV\  + V^dV\  + L\dV\  = 0. 
welche  zugleich  die  Bedingung  ist,  unter  der  die  DurchscImitU- 
curve  auch  eine  Krüniniungsliide  der  zweiten  Fläche  ist. 

46.  Fine  Krüminiingslinie  hat  nach  der  DeGuition  den  wesent- 
liclMjn  Character,  dass  die  Normalen  der  Fläche  in  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Punkten  von  ihr  sich  durchschneiden.  Die  durch 
alle  Normalen  der  Fläche  längs  einer  Krümmungslinie 
gebildete  Fläclie  ist  somit  eine  abwickelbare  Fläche 
(Anmerkung  des  Artikel  109  iui  I.  Bande),  denn  je  zwei  auf  ein- 
ander folgende  gerade  Erzeugende  derselben  schneiden  sich.  Diese 
AbwickelungsGäche  schneidet  natürlich  die  gegeliene  Fläche  unter 
rechten  Winkeln. 

Der  Ort  derjenigen  Punkte,  in  welchen  zwei  auf  einander 
folgende  Erzeugende  dieser  Fläche  sich  schneiden,  ist  eine  Curve, 
welche  wir  als  die  Cuspidal-  oder  Bückkehrkante  der 
Fläche  bezeichnen  und  deren  Eigenschaften  im  nächsten  Kapitel 
weiter  betrachtet  werden  sollen. 

Jede  Erzeugende  der  besprochenen  Fläche  ist  eine  Tangente 
dieser  Curve,  weil  sie  zwei  auf  einander  folgende  Punkte  dersel- 
ben mit  einander  verbindet,  nämlich  die  Punkte,  in  denen  sie 
selbst  die  vorhergehende  und  nächstfolgende  Erzeugende  durch- 
schneidet. (Vergl.  Band  I,  Artikel  119.) 

Denken  wir  nun  die  Normale  in  irgend  einem  Punkte  M der 
Fläche,  so  gehen  durch  diesen  zwei  Krümmungslinien  MyPQ  etc., 
M?!' P'Q'  etc.,  und  sind  die  Durcbsclinittspunkte  der  auf  einan- 
der folgenden  Normalen  in  M,  N,  P,  Q,  etc. 

C,  D,  E,  etc. 
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und  die  der  ^o^Inalen  in  M,  .V',  P',  1)',  elc. 

C,  I)',  E',  etc., 

so  ist  die  Curve  CDE  etc.  die  Cuspidalkantc  der  Abuickeliings- 
flSche,  welclie  von  der  der  Krfininiiingslinie  MNPQ  etc.  enLspre- 
rhendeii  Normalen  gebildet  wird,  und  ebenso  (/// .ff'  etc.  die  C.iis- 
pidalkantc  der  .Abwickeliingslläcbe  der  Normalen  von  MN'P'Q'  etc. 
nie  Normale  in  M berührt  narb  dem  Vorigen  diese  Curven  in 
den  [‘unkten  C,  C'  respeclive,  welche  die  beiden  dem  Punkte  M 
entsprechenden  Krümmungscentra  sind. 

Wir  haben  somit  bewiesen,  was  folgt;  Die  Ciispidalkante 
der  durch  die  .Normalen  einer  Fläche  in  den  Punkten 
einer  Krfimmungslinie  erzeugten  Abw  ickelnngsriäcbe 
ist  der  Ort  des  einen  Systems  d e r K c ü m m u n g s c e n l r a 
welche  allen  Punkten  dieser  Linie  ahgehören. 

47.  Die  Vereinigung  der  Krümmungscentra  C,  C aller  Punkte 
einer  Fläche  ist  eine  Fläche  von  zwei  .Mänteln,  welche  man  die 
Fläche  der  Centra  der  gegebenen  Fläche  nennt.  (Siche 
Bd.  I,  Art.  208.)  Die  Curve  CDE  etc.  liegt  auf  dem  einen,  die  Curve 
C' P' E'  etc.  auf  dem  anderen  Mantel  derselben.  Jede  Normale 
der  gegebenen  Fläche  berührt  beide  Mäntel  derselben,  denn  es 
ist  liewiesen,  dass  sie  die  auf  ihnen  respective  gelegenen  täirven 
CDE  etc.,  C D' E'  etc.  berührt.  Wenn  aber  von  einem  nicht  in 
der  Fläche  gelegenen  Punkte  zwei  auf  einander  folgende  Tangen- 
ten derselben  ausgehen,  so  ist  ihre  Kbene  eine  Tangentenebene 
der  Fläche,  weil  sie  den  dem  Punkte  entsprechenden  Taiigenten- 
kegel  berührt.  Wenn  dagegen  zwei  auf  einander  folgende  Tan- 
genten sich  in  der  Fläche  selbst  diircbschneiden , so  ist  ihre  Ebene 
nicht  allgemein  eine  Tangentenebene  der  Fläche,  weil  jeder  ebene 
Schnitt  der  Fläche  in  seinen  Tangenten  in  zwei  auf  einander 
folgenden  l’unkten  zwei  gerade  Linien  dieser  Art  bestimmt,  welche 
doch  in  seiner  d.  i.  in  einer  die  Fläche  schneidenden  Ebene  liegen. 

Betrachten  wir  nun  die  zwei  auf  einantler  folgenden  Norma- 
len in  den  Punkten  M,  N der  Fläche,  so  .sind  sie  beide  Tangen- 
ten beider  Mäntel  der  Fläche  der  Ontra.  Und  da  der  l’unkt  C, 
in  welchem  sie  sich  durchschneiden,  dem  t;rslen  Mantel,  aber  im 
Allgemeinen  nicht  zugleich  dem  zweiten  .Mantel  angehöj't,  so  ist 
die  Ebene  beider  Normalen  eine  Tangentenebene  iles  zweiten 
Mantels  der  Fläche  der  Centra. 

Ebenso  ist  ilic  Ebene  di'r  Noi'malen  in  den  Punkten  M 1\" 
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die  Taiigeiitenebene  des  ersten  Mantels  der  Fläche  der  Centra; 
und  auf  Grund  der  Iterlitwinkligkcit  der  l>eidcn  durch  den  Punkt 
IV  gehenden  krün)mungslinten  ergicht  sich,  dass  diese  beiden 
Ebenen  rechtwinklig  zu  einander  sind;  d.  i.  die  Tangenten- 
ehenen  der  Fläche  derX'.entra  in  den  beiden  Punkten 
C,  C,  welche  eine  Normale  der  Fläche  mit  ihr  gemein 
hat,  schneiden  einander  rechtwinklig. 

F'ür  jeden  Kreispunk l der  ursprünglichen  Fläche  haben  die 
beiden  Mäntel  der  Fläche  der  Gentra  einen  gemeinschaftlichen 
Punkt,  oder  in  anderen  Worten,  hat  die  Fläche  der  Ontra  einen 
Doppelpunkt;  und  wenn  die  Originalfläche  eine  Linie  sphäri- 
scher Krümmung  hat,  so  besitzt  die  Fläche  der  Centra  eine 
Doppeln  nie,  die  derselben  entspricht;  ihre  beiden  Mäntel  schnei- 
den einander  längs  derselben  überall  rechtwinklig. 

48-  Es  erscheint  angemessen,  an  dieser  Stelle  zu  erklären, 
was  unter  einer  geodätischen  Linie  einer  Fläche  verstanden 
wird,  und  die  Fundamentaleigcnschaft  solcher  Linien  anzugeben, 
nach  welcher  die  osculierende  Ebene  derselben  in  jedem  ihrer 
Punkte  eine  Nornialcbenc  der  Fläche  ist.  (Band  I,  Artikel  119.) 

Eine  geodätische  Linie  ist  die  Form,  weiche  ein  zwischen 
zwei  Punkten  der  Fläche  in  ihr  und  über  sie  hin  ausgespannter 
Faden  aiinimmt,  sic  ist  daher  gewöhnlich  die  kürzeste  Linie  in 
der  Fläche,  welche  zwischen  den  beiden  gewählten  Punkten  ge- 
zogen werden  kann.  Da  nun  die  Resultante  der  Spannungen, 
welche  längs  zweien  auf  einander  folgenden  Elementen  der  durch 
den  Draht  gebildeten  Curve  stattfinden,  in  der  Ebene  dieser  Ele- 
mente liegt,  und  die  Normale  der  Fläche  sein  muss,  um  von  dem 
Widerstand  derselben  aufgehoben  zu  werden,  so  enthält  die 
Ebene  zweier  auf  einander  folgender  Elemente  der 
geodätischen  Linie  die  Normale  der  F'lächc  in  ihrem 
gemeinschaftlichen  Punkte.*) 


*)  Ich  bin  in  diesem  Beweise  Monge  gefolgt,  da  die  bei  ihm  ange- 
wandten mechanischen  Grundsiltze  so  einfach  sind , dass  es  pedantiscli 
erschiene,  ihre  Benutzung  zn  beanstanden.  Kür  diejenigen,  die  einen 
rein  geometrischen  Beweis  vorziehen,  wird  die  Fortsetzung  im  Texte 
genügen. 

Für  die  mit  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  vertranten  Leser 
bedarf  cs  kaum  der  Krwühnuug,  dass  die  geodätische  Linie  nicht  noth- 
wendig  die  kürzeste  Linie  sein  muss,  die  auf  der  Fläche  zwischen  den 
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Das  Nämlidio  kann  aucli  geomotriscli  Icidit  lipwifscii  werden; 
denn  zuerst,  wenn  zwei  l'nnkte  y/,  C in  versdiiedenen  Ebenen 
mit  einem  l'nnkte  /?  der  Diirdisdiniltslinie  dieser  Ebene  verbun- 
den werden,  so  ist  die  Summe  von  und  HC  kleiner  als  die 
Summe  jeder  anderen 

j/r  + n'c, 

nenn  Jfi  und  BC  gleiche  Winkel  mit  der  DnrelisebniUslinie  TT' 
einsdiliessen;  denn  wenn  die  eine  Ebene  um  diese  I,elztere  bis 
zum  Zusammenfällen  mit  der  anderen  gedreht  wird , so  fallen  .■/ß 
und  BC  in  eine  gerade  Linie  wegen  der  vorausgesetzten  Gleidi- 
beit  der  Winkel  TBA  und  T’  BC,  und  die  (Jerade  AC  ist  die 
kürzeste  Linie,  dnrdi  neldie  die  l'nnkte  A nnil  C verbunden 
werden  können.  Sind  demriaeb  AB  und  BC  auf  einander  folgende 
Elemente  einer  auf  der  Fliidie  verzeidineten  Curve,  so  ist  diese 
C.urve  die  kürzeste  Linie  zwisrben  A und  C,  wenn  AB  und  BC 
mit  BT,  der  Durebscbnittslinie  der  Tangentenebenen  in  A und  C, 
gleiche  Winkel  bilden.  Somit  sind  AB  oder  seine  Verlängerung 
und  BC  auf  einander  folgende  Kanten  eines  geraden  Kegels,  wel- 
cher die  Linie  BT  zur  Achse  bat;  ihre  Ebene  ABC  ist  eine  Tan- 
gentenebene des  Kegels  und  als  solche  normal  zu  der  Ebene, 
welche  die  Achse  und  die  Berübrungskante  entbfilt;  d.  i.  die  Ebene 
ABC,  die  oscnlierende  Eliene  der  geodätischen  Linie,  ist  normal 
zur  Ebene  ABT,  der  Tangentenebene  in  A,  so  dass  das  Theorem 
dieses  .\rtikels  bewie.sen  ist. 

Bertrand  hat  bemerkt,*)  dass  diese  Fundamentaleigenscbafl 
der  geodätischen  Linie  ans  Meunier’s  Theorem  folgt.  (Siehe 
Artikel  .32.)  Denn  es  ist  olTenbar,  dass  für  einen  unendlich 
kleinen  Bogen  der  gegebenen  Sehne  der  Feherschiiss  seintT  Länge 
über  die  der  Sehne  um  so  kleiner  wird,  je  grösser  der  Krüm- 
mungsradius ist;  der  kürzeste  Bogen  zwischen  zwei  unendlich 
nahen  Punkten  A,  B einer  Fläche  ist  somit  der,  welcher  «len 


beiiten  Punkten  gezogen  werden  knnn;  beide  Thetlo  de»  grössten  Krei- 
ses, der  durch  zwei  Punkte  einer  Kugel  liestimint  ist,  sind  geodätisch, 
aber  nur  der  unter  180“  bleibciub»  ist  eine  kürzeste  Linie.  Die  geodä- 
tische Linie  ist  aber  zugleich  die  kürzeste,  wenn  die  beiden  Punkte 
liiurcicliend  nahe  gelegen  sind. 

*)  ,,  L iou  vi  I Ic's  .lournnl“,  t.  XIII,  p.  73.  Cayley,  ,,Qunrterly 
.lournal“,  vol.  I,  p.  ISO. 
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grössten  Krünimiingsradiiis  hat.,  und  wir  haben  gesellen,  dass  diese 
Eigenschaft  dem  enLsprerlienden  NornialschniU  znkoininl. 

49.  Indem  ich  niin  zur  Fläclic  der  Cciilra  zurückkehrc,  sage 
ich,  dass  die  Ciirve  CDE  (Artikel  47),  der  Ort  der  Durch- 
schnitt spunktc  entsprechender  Normalen  längs  einer 
K r h m m II n g s I i n i e , e i u c g e o d ä t i s c h c L i n i e für  d e n M a n - 
tel  der  Fläche  der  tlcntra  ist,  welchem  sie  angehört. 

Denn  wir  sahen  (Artikel  47).  dass  die  Ebene  zweier  auf 
einander  folgender  Normalien  der  Fläche,  d.  i.  zugleich  die  Ebene 
zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  dieser  Ciirve,  eine  Tan- 
gentenebene des  zweiten  Mantels  der  Fläche  der  Centra  und  nor- 
mal zur  Tangentenehene  des  Punktes  C für  den  Mantel  der  F'läche 
ist,  auf  welchem  C liegt.  Da  sonach  die  osculierende  Ebene  der 
Curve  CDE  stets  normal  zur  Fläche  der  Centra  ist,  so  ist  die 
Curve  eine  geodätische  Linie  dieser  Fläche. 

50.  Wir  haben  die  auf  die  Theori&»dcr  Krümmungslinie  be- 
züglichen Gleichungen  unter  der  V'oraussetziiug  gegeben,  dass  die 
Gleichung  der  Fläche  in  der  gewöhnlichen  Form 

® ix,  y,  z)  = Q 

bekannt  sei.  Damit  jedoch  der  Leser  hier  auch  die  sonst  üblichen 
Formeln  vereinigt  finde,  schliessen  wir  diess  Kajiitel  mit  der  Dar- 
stellung der  Hauptgleichungcn  in  der  durch  Monge  gegebenen 
und  durch  die  meisten  nachfolgenden  Schriftsteller  heihehaltencn 
Form , w elche  sich  auf  die  Gleichung 

z = <&  (x,  y) 

als  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Fläche  bezieht.  Wir  ge- 
brauchen die  gewöhnlichen  Bezeiclinungen 
dz  = pdx  qdy,  dp  = rdx  -j-  sdy , dq  = sJ.t  -f-  tdy, 

und  könnten  die  Kesnitate,  weiche  dieser  Form  entsprechen,  aus 
den  früher  gefundenen  ableiten,  indem  wir  wegen 
V — O (x,  y)  — z — Q 

haben 

dx  dy  ^ ' dz  ' 

mit  den  entsprechenden  .Ausdrücken  für  die  zweiten  Difierential- 
quotienten.  Wir  ziehen  es  vor,  die  bezüglichen  Untersuchungen 
in  der  veränderten  Form  zu  wiederholen.  Die  Gleichung  der 
Tangentenehene  ist 


0 
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I — i'  = /)  (jr  — X]  + q {tj  — y), 

Ulli)  die  (ilfiduini'eii  der  Normale  sind 

(.r  — x)  + (i  — 0,  y — y + q ~ i')  = 0. 

Isl  somit  («,  |S,  /)  ein  Punkt  der  Normale  und  (x,  y,  z) 
der  Fuss|iuiikt  derselben  in  der  Fläche,  so  hat  man 

(«  — -t)  + P [y  — z)  = 0,  iß  — y)  + q {y  — z)  = (). 

l'nd  wenn  a,  ß,  y auch  den  Gleichungen  einer  /weiten  Nor- 
male genngen,  so  inüssen  die  DilTereutiale  dieser  Gleichungen 
verschwinden,  d.  i. 

fix  + pdz  = [y~z]  dp,  dy  -f-  qdz  — {y  — z)  dq\ 
daraus  entspringt  durch  Klimination  von  (y  — z)  die  Bedingungs- 
gleichung 

(rfx  + pdz)  dq  = {dy  + qdt)  dp. 

Durch  Substitution  der  für  dz,  dp,  dq  gegebenen  Werllie 
und  nachmalige  Ordnung  erhält  man  dann 

} + ^.  {U  + 9*)  (1  + /'*) 

— ■{  (1  + p‘‘)  s — pyr}  = 0. 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Projeclionen  der  beiden  Rich- 
tungen, in  denen  die  nächstfolgenden  Punkte  liegen,  deren  Nor- 
malen die  gegebene  Normale  durchschneiden,  auf  die  Kbene  xy. 

Für 

« = /S  = 0,  p = q = 0, 

d.  h.  die  Normale  als  Achse  der  erhält  man 


dy‘ 

dx^ 


s + 


dx 


[r  — i)  — s = 0; 


das  Product  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  isl  — 1 , d.  h.  die 
durch  einen  Punkt  gehenden  Krümmungslinien  schneiden  sich  recht- 
winklig. 

51.  Wir  können  aus  den  Gleichungen  des  vorigen  Artikels 
auch  die  I.ängen  der  Hau plkrümmiin gsra dien  bestimmen. 
Die  Gleichungen 

dx  + pdz  = {y  —z]  dp,  dy  -f-  qdz  = (y  — i)  dq 
gehen  nach  der  obigen  Transformation  in 

{ 1 + P*  — (y  — z)  c}  dx  + f^pq  — (y  — z)  s|  dy  = 0, 

{1  -F  q^  — (y  — i)  1 1 dy  + f^pq  — [y  — z)  s}  dx  — 0 


Digi  • i'y  Google 


— 5‘>  — 

N V 

über  und  die  Eliniiiiatioii  von  d.v  : <hj  gicbl 
(y  — i)*  (r/-jr^)  — (y—  z)  {(1  + r~2i>fjs  + (1  + /)  /} 

+ (1  + p‘  + r)  = 0. 

Nun  ist  (y  — z)  die  Projection  des  Krümmungsradius  auf  die 
Adisc  der  z,  und  da  der  Cosinus  des  vou  der  Normale  mit  diesem 
Hadius  gebildeten  Winkels 

= ___■  ^ 

.^'(1  + p‘  + q‘) 

ist',  so  liaben  wir 

R =z  ^ — z)  }/[[  + p‘  + v’). 

Indem  man  (y  — z)  mit  Hülfe  der  letzten  Cleichung  elimi- 
niert, erhält  man  zur  ßestimniung  von  R die  Cleicliung 

R-i  (w  _ - Ä { (1-p  r/*)  -Ipqs  -f  (14-  t j VW  +p‘‘  + '7) 

+ (1+/>’+97  = 0. 

Wenn  man  die  Bedingung  aufslellt,  unter  welcher  diese 
Cleidning  gleiche  Wurzeln  von  einerlei  Zeichen  besitzt,  so  erhcMt 
man  die  DilTerentialgleicliung  der  Fläche,  für  welche  überall  die 
beiden  ilanpikrümmnngsceiitra  zusammen  fallen  in  der  Form 
{ (1  + q^)  '■  — -f  (1  -f  />*)  / }’—  4 (r<  — s^)  (1  + />*  + '/*)  = 0. 

Man  betrachtet  zuerst  den  Spccialfall 

(1  -F  }’)  S—  pqt  = 0,  (1  + p’)  S—  pqs  — 0, 

(1  + 9*)  — (1  + p'‘j  ‘ = 0 

(jedes  Paar  dieser  Cleichungen  zieht  die  dritte  nach  sich)  und 
findet  dann  leicht,  dass  der  allgemeine  Fall  nicht  von  ihm  ver- 
schieden ist.  Denn  für  die  Substitution 

r (i  + 9*)  — < (1  + P'‘)  — * (1  + P'‘]  — Pqr  = y 

findet  man 

, r (1  -f  q'‘}  — X V -F  pqr 

1 +~p‘  ’ 1 + p* 

und  somit  durch  Einsetzen  in  die  Cleichung,  deren  ersten  Theil 
man  mit  V hezeichnen  kann,  nach  einiger  Bcduction 

r (1  -F  />’)  = -F  ir^  -F  (pA-  -F  2qV}\ 
so  dass  r = 0 die  Bedingungen  A'  = 0,  F = 0 erfordert. 
Schreibt  man  die  obigen  Bedingungsgleichungen  in  der  Form 

r s t 

i + P^  P9  J + 9* 
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Oller 


a( 

1 + />’ + -?V  _ o N 


^ _ 0 y 1 + ;>^  + q* 

dx  ‘ dy 

so  gelangt  inan  zur  (lldclinng  der  Kogel 

(a:  — af  + (y  — '')'  + («  — cf  = r*. 


Diirclt  Snlislilnlion  dei'selheii  Wertlic  in  .1',  1’  für  s,  t in 
die  allgemeine  (iieiehnng  des  Artikel  50  ffir  die  zwei  sich  in 
einem  Punkte  der  Fläche  schneidenden  Krninmnngslinien  erhält 
man 

dy  - A-  (1  +y]  ± l\l  +P‘)  {A-^+  41^^  + (M'+  29J?} 
dx  — J-  (1  + ly--)  + prjX 

woraus  zwei  stets  reelle  Werthe  entspringen. 

^ennt  man  ferner  R^  und  Äj  die  beiden  Wurzeln  der  die 
llanpiradien  bestimmenden  (ileiehnng,  so  hat  man 

y , J_  _ (1  + y)  / — 2/w/s  + (1  + </^)  r 

^1  ^2  (1  + y + 9’)- 

und  wenn  man  den  Halbmesser  a einer  Kugel  so  bestimmt,  dass 


ist,  so  findet  man  durch  ihn  das  Centrum  derjenigen  Kugel  be- 
stimmt, welche  die  Fläihe  osculiert  und  mit  ihr  im  ßerührungs- 
|>unkl  dieselbe  Krümmung  hat.  Man  hat  diese  die  mittlere 
Krümmung  der  Fläche  genannt.  Aehnlich  ist 
1 rt  — 

^,“«2  “ (TT7h^’ 

Wir  wollen  ferner  bemerken,  dass  der  Ansdrnrk  für 


/f,  ^ n, 

in  die  Form 


1 + - 1 

r , j ^ ) 

Vj/l  + P-  + qV 

gebracht  und  durch 

_ /dL  dM\ 

\dx  dy  ) 

dargeslelll  werden  kann,  wenn  L und  ;V  die  Cosinus  der  Winkel 
bezeichnen,  welche  der  nach  der  positiven  Achse  der  2 gerichtete 
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Theil  der  Normale  mit  den  Acliscn  der  x und  tj  macht.  Endlich 
wird  für  die  allgemeine  Gleichungsforiii 


U — O [x,  y,  z]  = tJ 


die  nändiche  Grösse  durch  den  Ansdruck 

_ + U.,3)  — 2 V,  Ih  Un  } 

(U,^  + + U,^ji  ' 

gegeben,  wo  das  2’  die  drei  Glieder  nmrasst,  welche  aus  der 
cyclischen  Vertauschung  der  Indices  hervorgehen. 

52.  Aus  den  vorigen  Ergehnissen  kann  das  Theorem  von 
Joachiinsthal*)  abgeleitet  werden,  wornach,  wenn  eine 
K r ü m in u n gs lin ie  eine  ebene  Cu rve  ist,  die  Ebene  der- 
selben und  die  T a n g e n t e n e b e n e der  E I ä c h e in  jedem 
ihrer  I* unkte  einen  constanten  Winkel  bilden. 

Ist  die  Ebene  der  Krümmungslinie  durch 


z — 0 


dargestellt,  so  wird  die  Gleichung  des  Artikel  50 


{(ix  -|-  pdz)  d<i  — [dy  qdz)  dp 
\ 

in  die  einrachere  übergeführt 

dxdq  = dydp; 

und  da  auch 


ist,  so  hat  man 

d.  h. 


pdx  (jdy  = 0 
pdp  -H  qdq  = 0, 
q-  = const.. 


oder  das  Quadrat  der  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Tan- 
gentenehene  mit  der  Ebene  der  xy  macht,  ist  unveränderlich, 
denn  cs  ist 

1 

cos  y = — • 

Vll  + + ^'y) 

Oder  auch  so:  Es  seien  A/iW'  und  M' M"  zwei  auf  einander 
folgende  und  einander  gleiche  Elemente  einer  Krümmungslinie, 
so  sind  die  auf  einander  folgenden  Normalen  Perpendikel  zu  die- 


*)  „Crelle’s  Journal“,  Bd.  XXX.  p.  317. 
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SCO  Linien  in  ihren  Miltelpunkten  J,  J',  und  der  Durclischnitts- 
punkt  C derselben  ist  von  den  Linien  MM',  M'M”  gleich  weit 
entfernt. 

Wenn  wir  aber  von  6’  die  Normale  CO  auf  die  Ebene  MMM" 
frdlen,  so  ist  aueli  0 gleich  weit  von  diesen  Elcincnten  entferul, 
d.  i. 

i üJO  = L cj'o. 

Es  ist  somit  bewiesen,  dass  die  Neigung  der  Normale  zur 
Ebene  der  Krümiiningslinie  unverändert  bleibt,  wenn  wir  in  die- 
ser Linie  von  Punkt  zu  Punkt  übergehen.*) 

Ist  allgemeiner  die  Krümmungslinie  nicht  eben,  so  machen 
wie  vorher  die  Tangentenebenen  durch  MM'  und  M'M"  mit  der 
Ebene  MM'M"  gleiche  Winkel,  und  der  Winkel,  welchen  die 
zweite  Tangentenebene  mit  der  nächstfolgenden  osculierenden 
Ebene  M' M" M'"  bildet,  dilleriert  von  dem  Winkel,  welchen  sie 
mit  der  ersten  bildet,  um  den  Winkel  der  zwei  osculierenden 
Ebenen.  So  erhalten  wir  Lancret’s  Theorem:  Längs  einer 
jeden  K r Q m m u n g s 1 i n i e ist  die  Variation  in  dem  Win- 
kel zwischen  der  Tangentenebenc  der  Fläche  uiul  der 
osculierenden  Ebene  der  Curve  gleich  dem  Winkel, 
zwischen  den  beiden  osculierenden  Ebenen. 

Wenn  beispielsweise  eine  Krüuiinungslinie  zugleich 
eine  geodätische  Linie  ist,  so  muss  sie  eben  sein;  denn 
dann  variiert  der  Winkel  zwischen  der  Tangenten-  und  der  oscu- 
liereuden  Ebene  nicht ,'  weil  er  stets  ein  rechter  ist,  und  die  oscu- 
lierende  Ebene  seihst  kann  somit  auch  nicht  variieren. 

Mit  Hülfe  derselben  Prpicipien  erhalten  wir  einen  einfachen 
Heweis  des  im  Artikel  45  gegebenen  Theorems. 

53.  Wir  bestimmen  endlich  noch  unter  derselben  Voraus- 
setzung über  die  Form  der  Lleiclumg  den  Krümmungsradius 
eines  N o r m a I s c h ii  i 1 1 e s. 

Weil  das  Krünuuuugscentruin  (a,  ß,  y)  in  der  Normale  liegt, 
so  ist 

i«—x)  -(-  i>  \y  — z)  = 0,  iß  — y)  -F  V {y— -)  = 0. 

Daun  ist  die  Länge  des  gesuchten  Itadiiis  bestimmt  durch 
{a—x'ß  -F  {ß~y)'‘  + (y  — z)*  = 

*)  ,,  I,i  Oll  vU  lo’fi  .lonrimt",  t.  XI,  ji.  87. 
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und  da  diese  Relation  für  drei  auf  einander  Folgende  Punkte  des 
Schnittes  gilt,  welcher  durch  den  hetrachlcten  Kreis  osculierl 
wird,  so  gelten  zugleich  die  beiden  Relationen 

{a  — x)  dx  + iß  — y)  dy  + [y  — z)  dz  = 0, 

(<K  — x)  d‘x  + {ß  — y)  fPy  + (y  — z)  iPz  = dx-  + 

Wir  erhallen  also  durch  Combiuation  dieser  letzten  mit  den 
vorigen  Gleichungen 

a — X ß — y y — z R 

l>  “ V “ 1 “ ^'(1  + //-•  + ,/.*j 

_ dx*  + dy-  + d;* 
ptPx  + fjd-y  — d*; 

Unrch  DilTerentiieren  von 


nird  ahei 


dz  = pdx  + (/dz 


also 


d'•'^  — pd'-x  — qiPy  = rdx-  + 2sdxdy  + Idy-, 


_ f T y -r  y ; ^ 2sdxdy  + tdy- 

Der  Krnnininngsradins  eines  Schnittes,  dessen  Spur  in  der 
Ebene  xy  zu 

y = mx 

parallel  ist,  wiid  daher  besliinint  durch 

(1  + />*)  + '2  PI'»  + (1  + 7') 


± Vil  + P‘  + 7 


r + 2 sm  + Im- 


rne  Bedingungen  Für  die  Existenz  eines  Kreis|>unkles  erhält 
man.  indem  man  ausdrürkt,  dass  dieser  Werth  von  m nnahhängig 
sei,  welches  Fordert 

1 + — Hl  — 

r s I 


ln  Folge  dessen  wird  die  Gleichung  der  Krümimmgslinien 
Für  einen  solchen  Punkt  unhcstininit.  (Vergl.  Artikel  51,  Für 
X = F = 0.) 

Für  die  Kugel  ergieht  sich  nach  dem  Obigen,  das  jeder  ihrer 
Punkte  ein  Kreispunkt  ist. 

Beispiel  I.  Bestimme  die  Krcispuiikle  der  Fläche 
xyz  — o> 

und  zeige,  dass  der  Krümmungsradius  des  Normalsclitiills  in  einem  sol- 
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dien  der  Eiiircrniing  dcssellien  vom  AMrnngs|iunkt  der  Courdiiialen  gleicli 
ist. 

Bris/tiel  2.  Man  soll  zeigen,  das.s  die  aus  dein  Anrangs|innkl  der 
Coordinalcn  licsdirieliene  Kugel  vom  llallimesser  r die  Fläciic 


in  den  Kreispunkleii  lierülirt,  wenn 

‘in  2 ri  ‘2  n 2 u 

II  — ‘2  II  — 2 II  — 2 n — 2 

r = a + ^'  + c 

i.st;  und  dass  der  normale  Krümmungsradius  der  Flädic  in  diesen  Punk- 
r 

teil  = ist, 

II  — I 

Kille  andere  Hiclilung  der  liilersurliiing  kann  auf  die  Be- 
stiniiiinng  des  osculierenden  ltolatioiiselli|isoids  ausgehen,  welches 
irgend  einem  Punkte  der  Fläche  entspricht ; ein  osciilierendes  Ho- 
tatioiisellipsuid  unterliegt  und  entspricht  gerade  sechs  Oedingiiiigeii 

— allgemein  fordert  eine  Bei  iihrimg  Ordnung 

Bedingungen.  Die  Mittel  dieser  Untersuchung  sind  im  Kri'ihereii 
enthalten. 

Für  die  Fläche 


)’ 


entspricht  dein  Schnitlpunkle  der  Achse  der  z ein  elliptisches 
Paraboloid,  welches  in  seinen  Scheitel  mit  ihr  eine  Berührung 
dritter  Ordnung  hat. 
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II.  Kapitel. 

Gewundene  Cm*ven  und  abwickelbare  Flächen. 


I.  Abschnitt.  Projectivische  Eigenschaften. 

54.  Es  ward  bereits  iin  ersten  Bande  dieses  Werkes  (Arti- 
kel 19,  II)  bewiesen,  dass  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Raum- 
coordinaten  eine  Curve  im  Raume  repräsentieren;  so  z.  B.  die 
Gleichungen 

U = 0.  V — n 

die  Durchschnittscurve  der  Oberfläclien  U und  V. 

Die  Ordnung  einer  Gurve  im  Raume  wird  durch  die  Zahl  von 
Punkten  gemessen,  in  welchen  sie  von  irgend  einer  Ebene  geschnit- 
ten wird.  Wenn  U und  V respective  von  den  Graden  m und  n 
sind,  so  werden  die  von  ihnen  repräsentierten  Flächen  von  einer 
beliebigen  Ebene  in  Gurven  derselben  Ordnungen  geschnitten,  w elche 
mit  einander  mn  Schnittpunkte  bestimmen;  die  Gurve  UV  ist  so- 
mit von  der  mn''’"  Ordnung. 

Indem  man  nach  einander  je  eine  der  Veränderlichen  zwi- 
schen den  zwei  gegebenen  Gleichungen  eliminiert,  erhält  man 
drei  Gleichungen 

(y.  2)  = 0,  i/y  (z,  x)  = 0,  j:  (-r.  y)  = 0. 
welche  die  Gleichungen  der  Projectionen  der  Curve  auf  die  drei 
Coordinatenebenen  sind.  Jede  einzelne  der  Gleichungen  reprä- 
sentiert den  Cylinder  (Band  I,  Artikel  22),  welcher  durch  die 
Curve  geht  und  dessen  Erzeugende  derjenigen  unter  den  Goordi- 
natenachsen  parallel  ist,  welche  nicht  zu  ihrer  Ebene  gehört.  Die 
Theorie  der  Elimination  zeigt,  dass  die  Gleichung  qp  (y,  z)  = 0, 
welche  durch  Elimination  von  x zwischen  den  gegebenen  Gleich- 

Silmon,  .\nal.  Geom.  d.  Rtume»,  tl.  ^ 
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iiiigeii  criialtcn  wird,  vom  mn*'"  (iradc  isl.  Es  ist  aber  auch 
geometrisch  evident,  dass  ein  fd)cr  einer  (jurve  »1'''^  Ordnung  stellen- 
der Kegel  oder  (Zylinder*)  vom  n'™  Grade  ist;  denn  wenn  wir 
irgend  eine  Ehene  durch  den  Sclieitel  des  Kegels  oder  parallel 
den  Erzeugenden  des  Cylinders  legen,  so  schneidet  dieselbe  deu 
Kegel  in  n Linien,  nämlich  den  geraden  Verbindungslinien  des 
Scheitels  mit  den  ti  Punkten,  in  welchen  sie  die  Curve  schneidet. 

5,5.  Wenn  umgekehrt  eine  r.urvc  im  Hauine  gegeben  ist  und 
durch  Gleichungen  repräsentiert  werden  soll,  so  haben  wir  nur 
die  drei  ebenen  Gurven  durch  solche  auszudrücken,  welche  die 
Projectionen  der  Curve  auf  die  drei  Coordinalenehenen  sind;  dann 
repräsentieren  irgend  zwei  dieser  Gleichungen 

•P  (y.  2)  = 6.  ^ (2.  = 6.  Z »)  = 0 

die  gegebene  Curve.  Sie  bilden  jedoch  gewöhnlich  nicht  das  ein- 
fachste System  von  Gleichungen,  durch  welches  dieselbe  ausdrück- 
bar  ist;  denn  wenn  r die  Ordnung  der  Curve  bezeichnet,  so  isl 
auch  jeder  der  projicierenden  Cylinder  vom  r''"  Grade  und  irgend 
zwei  derselben  durcbschneiden  sich  daher  in  einer  Curve  von  der 
Ordnung  r-,  d. h.  nicht  allein  in  der  Cnrve  r'"  Ordnung,  welche  sie 
bestimmen  sollen,  sondern  ausserdem  noch  in  einer  fremden  Curve 
von  der  Ordnung  (r^ — r).  Und  wenn  wir  ein  System  von  Gleichungen 
verlangen,  welches  nicht  nur  für  die  Punkte  der  gegebenen  Curve 
erfüllt  isl,  sondern  auch  alle  ihr  nicht  angehörigen  Punkte  aus- 
schliesst,  so  müs.sen  wir  das  System  der  drei  Projectionen  fest- 
halten;  denn  die  Projection  der  erwähnten  fremden  Curve,  in 
welcher  sich  die  beiden  ersten  projicierenden  Cylinder  unserer 
Curve  schneiden,  auf  ilie  dritte  der  (^oordinatenebenen  wird  von 
der  entsprechenden  Projection  der  gegebenen  Curve  verschieden 
sein. 

Es  kann  möglich  sein,  durch  die  ('.ombination  der  Gleich- 
ungen der  drei  Projectionen  zu  zwei  Gleichungen 
U = 0,  V = 0 

zu  gelangen,  welche  durch  die  Punkte  der  Cuive  und  durch  keine 
audereu  Punkte  erfüllt  werden;  aber  cs  ist  nicht  im  Allgemeinen 
wahr,  dass  jede  Curve  iin  Haum  der  vollständige  Durchschnitt 


•)  Ein  Cylinder  ist  offenbar  der  Grciizfall  eines  Kegels,  dessen 
Spitze  in  unendlicher  Entfernung  gelegen  ist. 
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zweier  Oberflrirhen  ist.  Betracliteii  wir,  um  das  einfachste  Bei- 
spiel zu  wälilen,  zwei  Oberllädien  zweiten  Grades,  welclie  eine 
gerade  Linie  gemein  liabcn,  z.  K.  zv»ei  Kegel  mit  einer  geniein- 
srhaftliciien  Erzeugenden.  Der  Durcbsrhnilt  dieser  Flächen,  der  im 
Allgemeinen  von  der  4*'“  Urdnung  ist,  muss  aus  die-^er  gemeinschart- 
liclien  geraden  Linie  und  einer  Curvc  dritter  Urdnung  bestehen. 
Fnd  da  die  einzigen  ganzen  Factoren  von  3 die  Drei  und  die 
Eins  sind,  so  kann  eine  (’.urve  dritter  Urdnung  nur  dann  der  voll- 
ständige Durchschnitt  zweier  Flächen  sein,  wenn  die  eine  von 
ihnen  eine  Ebene  ist.  Die  von  uns  betrachtete  Curve  dritter  Urd- 
nung kann  dagegen  keine  ebene  Curve*)  sein,  weil  sonst  eine  in 
ihrer  Ebene  willkürlich  gezogene  gerade  Linie  sie  in  drei  Punkten 
schneiden  müs-sle,  während  doch  eine  solche  jede  der  beiden 
Uberflächen  nur  in  zwei  Punkten  schneiden,  und  somit  auch  mit 
ihrer  Durchdringungsciirve  nicht  drei  Punkte  gemein  haben  kann. 

56.  Wenn  eine  Curve  der  vollständige  oder  thcil- 
weise  Durchschnitt  zw  eier  Flächen  U,  Fist,  so  ist  die 
Tangente  dieser  Curve  in  irgend  einem  ihrer  Punkte 
die  Durchsclinittslinie  der  Taugentenebenen  beider 
Flächen  in  demselben  Punkte  und  somit  durch  die  Gleich- 
ungen 


(IV 

+ 

dU' 

+ 

+ 

dU' 

= 0, 

^ dx 

. 

^ dz' 

»'■  -j-, 
dtr 

dV 

dV 

dV 

dx 

+ 

y 

(fy 

- 

dl 

+ 

T“' 

dw 

= 0 

repräsentiert.  Die  Richtungscosinus  der  Tangente  sind  offenbar 
den  Grössen 

Fjf/V  — F/  Fj,  U,^U^'  — U,{V^ , F,  U^'  — b\' 

proportional , in  welchen  Z7, , , etc.  die  ersten  Diflerentialcoef- 

fleienten  vorstellen. 

Ein  Ausnabmefall  tritt  ein,  wenn  die  beiden  Flächen  sich 
berühren:  in  diesem  Falle  ist  der  Berührungspunkt  ein  Doppel- 
>» 

*)  Curven  im  Raum,  wolclie  nicht  zugleich  ebene  Curven  aind,  wer- 
den gewöhnlich  ala  „Curven  von  doppelter  Krümmung“  bezeichnet.  Wir 
werden  im  Folgenden  oft  das  Wort  „Curve“  zur  Bezeichnung  einer 
Curvc  im  Raum  gebrauchen,  welche  im  Allgemeinen  nicht  eben  ist;  wir 
fügen  etwa  das  Beiwort  „gewunden“  hinzu,  wenn  wir  die  Curve  aua- 
drücklich  ala  eine  nicht  ebene  hervorznheben  wünschen. 
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puiikt  in  der  Durclidringungscurvc,  wie  diess  Alles  im  ersten  Bande 
dieses  Werkes  (Artikel  128}  auseinander  gesetzt  worden  ist. 

Als  ein  speciellcr  Kall  des  Vorigen  crgiebt  sich,  dass  die 
Projection  dcrTangentc  einer  Curve  die  entsprechende 
Tangente  ihrer  Projection  ist;  wenn  also  die  Curve  als 
Durchschnitt  der  Cylinder 

y <p  (z),  a-  = (z) 

gegeben  ist,  so  sind  die  Gleichungen  der  Tangente 

y_y  X — X = (z  — Z ]. 

Man  kann  das  Nämliche  auch  aussprechen  wie  folgt;  Be- 
trachten wir  irgend  ein  Element  der  Curve  ds,  welches  auf  die 
Coordinatenachsen  in  dx,  dy,  dz  projiciert  ist,  so  sind  die  Bich- 
tungscosinus  des  Elements 

dx  dy  dz 

ds  ’ ds  ’ ds 

und  die  Gleichungen  der  Tangente 

X y — y'  z — z' 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

Da  die  Summe  der  (Quadrate  der  drei  Cosinus  der  Einheit 
gleich  ist,  so  hat  man 

ds'‘  = duP  dy"^  rfi*. 

Indem  wir  die  Theorie  der  Normalen,  der  Krümmungsradien, 
etc.,  üherliaupt  Alles  das,  was  die  Betrachtung  von  metrischen 
Verhältnissen,  insbesondere  von  Winkeln  einschliesst,  einem  spä- 
teren Abschnitt  Vorbehalten,  betrachten  wir  in  dem  gegenwärtigen 
nur  diejenigen  Eigenschaften  der  Curven , welche  als  die  descrip- 
üven  oder  die  projecti vischeu  Eigenschaften  derselben 
bezeichnet  werden  können,  d.  i.  diejenigen,  welche  sich  auf  die 
Punkte,  Tangenten,  Osculationsebenen,  die  allgemeinen  Singulari- 
täten, die  Bestiinuiungsstücke  und  deren  Belationen  mit  den  übrigen 
und  die  Classification  der  Curven  beziehen. 

57-  Die  Theorie  der  (Kurven  ist  zu  einem  grossen  Theile 
mit  der  Theorie  der  developpableii  Flächen  identisch,  und 
es  ist  deshalb  nothwendig  für  sie,  zugleich  in  diese  letztere  Theorie 
weiter  einzugehen,  lin  Artikel  119  des  ersten  Bandes  ist  gezeigt 


Digitized  by  Google 


69 


«Orden,  dass  einer  Reihe  von  Punkten,  welche  eine  Curve  bilden, 
nach  dem  Gesetze  der  Rcciprocität  eine  Reihe  von  Ebenen  ent- 
spricht, welche  eine  abwickclhare  Fläche  umlirillen. 

Die  Punkte  der  Curve,  als  ein  Sj»tem  von  Punkten  J,  2,  3, 
etc.  betrachtet,  geben  einem  System  gerader  Linien,  nämlich  den 
Linien  12,  23,  34,  etc.,  den  Ursprung,  deren  jede  einen  Punkt 
der  Curve  mit  dem  nächstfolgenden  derselben  verbindet  und 
welche  daher  die  Tangenten  der  Curve  sind;  die  Punkte  der 
Curve  bestimmen  auch  ein  System  von  Ebenen , nämlich  die 
Ebenen  123.  234.  etc.,  deren  jede  drei  auf  einander  folgende 
Punkte  des  Systems  enthält  und  welche  daher  die  osculierenden 
(oder  Schmiegungs-)  Ebenen  der  Curve  sind. 

Von  der  Gesammtheit  der  geraden  Linien  des  Systems  wird 
eine  Fläche  gebildet,  deren  Gleichung  gefunden  werden  kann  aus 
der  gegebenen  Gleichung  der  Curve.  Denn  die  beiden  Gleich- 
ungen der  Tangente  der  Curve  enthalten  die  drei  Coordinaten 
X,  y,  z des  Berührungspunktes,  welche  als  selbst  durch  zwei 
Relationen  verbunden  auf  einen  einzigen  Parameter  reducierbar 
sind;  durch  die  Elimination  dieses  Parameters  aus  den  beiden 
Gleichungen  der  Tangente  erhält  man  die  Gleichung  der  abwickel- 
baren Fläche. 

ln  anderen  Worten,  man  muss  zwischen  den  zwei  Gleich- 
ungen der  Tangente  und  denen  der  Cune  die  Grössen  x',  y,  z 
eliminieren,  um  die  Gleichung  der  abwickelbaren  Tangen- 
ten fläche  zu  erhalten. 

Wir  haben  a.  a.  0.  gesagt,  dass  die  durch  die  Tangenten 
erzeugte  Fläche  eine  abwickelbare  Fläthe  sei,  weil  jede  zwei  auf 
einander  folgende  Lagen  der  erzeugenden  Linie  sich  durchschnei- 
den.  Der  Name,  durch  welchen  diese  Art  von  Flächen  bezeich- 
net wird,  ist  von  der  Eigenschaft  abgeleitet,  nach  welcher  sie 
ohne  Uebereinanderlagerung  oder  Zerreissung  ungefaltet  in  eine 
Ebene  ausgebreitet  werden  können.  Denken  wir  eine  Reihe  von 
Linien  Aa , Bb,  Cc,  Dd,  etc.  (für  den  Augenblick  in  endlichen 
Entfernungen  von  einander),  deren  jede  die  darauf  folgende,  in 
den  Punkten  a,  b,  c,  etc.  respective  durchschneidet,  und  be- 
trachten wir  die  Vereinigung  der  Flächenstreifen  AaB,  BbC,  CcD, 
etc.  als  eine  Fläche,  so  ist  es  offenbar,  dass  eine  solche  Fläche 
in  eine  Ebene  entwickelt  werden  kann;  denn  man  vollzieht  diess, 
indem  man  die  Fläche  AaB  um  aB  als  feste  Achse  dreht,  bis  sie 
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eine  Fortscizuiig  vun  TihC  bildet;  indem  man  duraiif  die  beiden 
nun  in  einer  Ebene  vereinigten  Elemente  um  cC  drebl,  bis  sic 
in  die  Verlängerung  des  nächsten  Fläciienslreifens  lallen,  u.  s.  w. 
Wenn  in  der  Grenze  die  Linien  Aa,  Bb,  etc.  einander  unendlich 
nabe  sind,  so  bildet  ihre  Vereinigung  eine  developpablc  Fläche, 
welche  also  nach  den  eben  gemacblen  Ueberlegiingen  in  eine 
Ebene  ansgcbrcilet  werden  kann. 

Diejenigen  Itcispielc  von  abwickelbaren  Flächen,  mit  denen 
der  Leser  am  meisten  vertraut  ist,  nämlich  der  Kegel  nud  <ler 
C.yliiider,  dienen  auch  am  einfaebsten  zur  Erläuterung  dieser  Ver- 
hältnisse. Es  ist  ohne  Schwierigkeit,  ein  lilatt  Papier  in  die  F'orm 
irgend  einer  solchen  Oberiläcbe  zu  falten  und  es  dann  wieder  in 
eine  Ebene  auszubreiten.  Aber  man  siebt  leicht,  dass  i*s  unmög- 
lich ist,  ein  Blatt  Papier  in  die  Form  einer  Kugellläcbe,  als  einer 
nicht  abwickelbaren  Fläche,  zu  bringen  oder  umgekehrt,  die  bei- 
den Tbeile  einer  zerschnillenen  Kngellläche  in  eine  Ebene  llacli 
auszubreiten. 

58.  Die  zwei  auf  einander  folgende  erzeugende  Linien  ent- 
haltende Ebene  AaB  ist  olfenbar  beim  Grenzübergang  zu  unend- 
lich naher  Nachbarschaft  eine  Ta ngen te n eben c der  abw  ickel- 
baren Fläche.  Wir  können  die  Fläche  selbst  als  durch  die 
Bewegung  der  Ebene  AnB  nach  einem  gewissen  Gesetze  erzeugt 
denken,  in  der  Art  nämlicb,  dass  die  Enveloppe  dieser  Ebene  in 
allen  ihren  Lagen  die  ahwickclbare  Fläche  ist.  Wenn  wir  die 
abwickelbare  Fläche  als  durch  die  Tangenten  einer  räumlichen 
Gurve  erzeugt  denken,  so  sind  offenbar  die  Gleichungen  der  Tan- 
gente in  einem  I'unkt  (ä:',  y,  z'l  Functionen  dieser  Goordiiiaten, 
und  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  eine  Tangente  und  die  auf 
sie  nächstfolgende  enthält,  mit  anderen  Worten  die  Gleichung  der 
Osculationsebene  im  Puukte  (.t',  y,  z ) ist  auch  eine  Function  die- 
ser Goordiiiaten.  Weil  aber  x,  y,  z durch  zwei  Delationen,  näm- 
lich die  Gleichungen  der  Gurve,  verbunden  sind,  so  können  wir 
irgend  zwei  derselben  eliminieren  und  gelangen  so  zu  dem  Er- 
gebniss,  dass  eine  abwickelbare  Fläche  die  Enveloppe 
einer  Ebene  ist,  deren  Gleichung  einen  einzigen  ver- 
änderlichen Parameter  enthält. 

Gm  diese  Ausdrucksweise  vollständiger  zu  verdeutlichen,  wol- 
len wir  eine  wichtige  Differenz  näher  entwickeln,  welche  zwischen 
den  beiden  Fällen  staltlindet,  wenn  eine  ebene  Gurve  als  die 


Digiiized  by  Google 


71 


Enveloppe  einer  beweglichen  geraden  Linie,  und  wenn 
eine  Fläciie  im  Allgemeinen  als  die  Enveloppe  einer 
beweglichen  Ebene  belracblel  wird. 

59.  Die  Gleichung  der  Tangenlc  einer  ebenen  f.iirve  ist  eine 
Function  der  Goordinaten  des  Berüliriingspunkles;  und  da  diese 
beiden  Goordinaten  durch  die  Gleicbiing  der  Gurve  verbimden 
sind,  so  können  wir  entweder  eine  von  ihnen  eliminieren,  oder 
auch  beide  in  Gliedern  einer  dritten  Veränderlichen  ausdrücken, 
so  dass  wir  die  Gleiclinng  der  Tangente  als  Function  eines  ein- 
zigen veränderlichen  Parameters  erhallen.  Das  umgekehrte  Pro- 
blem , die  Enveloppe  einer  geraden  Linie  zu  bestimmen , deren 
Gleichung  einen  veränderlichen  Parameter  einschliessl,  wird  durch 
folgende  Betraclitungcn  gelöst. 

Wenn  u — o die  Gleichung  einer  geradlinigen  Tangente 
bezeichnet,  so  ist  u in  Bezug  auf  x und  y vom  ersten  Grade 
und  die  Constanten  sind  Functionen  eines  Parametei's  a.  Daun 
entspricht  dem  Werihe  des  Parameters  (a  -f-  A)  die  gerade  Linie 


« + 


du 

da 


h df^H  /i* 

T ^ 1 72 


etc.  = 0, 


und  der  Durchschnitlspunkl  beider  Geraden  ist  durch  die  Gleichungen 
du  h 

0.  — + 7-^  7“.  + = 0 


da 


1 . 2 da^ 


bestimmt.  Beim  liebergang  zur  Grenze  ist  daher  der  Ourch- 
schnittspunkt  einer  Geraden  mit  der  ihr  nächst  benachbarten, 
oder  in  anderen  Worten  der  Berührungspunkt  derselben  mit  der 
Enveloppe  durch  die  Gleichungen 


gegeben.  Und  wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die 
Grösse  a eliminiert,  so  erhält  man  die  Gleichung  für  den  Ort 
der  Durchschnittspunkte  der  geraden  Linien  des  Systems  mit  den 
jedesmaligen  nächstfolgenden,  d.  h.  die  Gleichung  der  Enveloppe 
aller  geraden  Linien  des  Systems.  Man  beweist  leicht,  dass  das 
Resultat  dieser  Elimination  eine  Gurre  repräsentiert,  für  welche 
u = 0 eine  Tangente  ist ; denn  wenn  in  u der  Parameter  a durch 
seinen  Werth  in  Function  von  x und  y ersetzt  wird,  wie  er  aus 

der  Gleichung  ^ = 0 bervorgeht,  so  haben  wir 
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und 


+ 


du  da 
da  d.x 


du  da 
da  dy' 


die  linier  der  Voraussetzung  eines  eonslanleii  a 


gebildeten  Diflerentiale  von  u sind ; und  wegen  ^ = 0 ist  dann 


oiTenbar,  dass  — , — von  den  unter  V'oraiissetzung  eines  eon- 
dx  dy 

stauten  a gebildeten  DifTerentialen  nicht  verschieden  sind.  Daraus 
folgt  aber,  dass  die  fragliche  Resultante  eine  von  u = 0 herührte 
Curve  bezeichnet. 

Wenn  verlangt  wäre,  von  einem  heliehigen  Punkte  aus  eine 
Tangente  dieser  Curve  zu  ziehen,  so  haben  wir  nur  die  Coordi- 
naten  dieses  Punktes  in  die  Gleichung  u = 0 einzusetzeu,  und 
a so  zu  bestimmen,  dass  es  der  entstehenden  Bedingungsgleichung 
genügt.  Diese  Aufgabe  hat  eine  bestimmte  Zahl  von  Aullüsiingen, 
welche  olTenbar  die  Zahl  der  Tangenten  bestimmt,  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  an  die  Curve  gezogen  werden  können,  d.  h. 
die  Kl  assc  der  Curve.  So  ist  z.  B.  die  Enveloppe  der  gera- 
den Linie 

acr’  -f-  3ÖO'  + 3 CO  d = 0, 
in  welcher  Gleichung  a,  b,  c,  d lineare  Functionen  der  ('.oordi- 
naten  sind,  eine  Curve  der  dritten  Klasse. 

60.  In  derselben  Art  wollen  wir  nun  mit  einer  Fläche  ver- 
fahren. 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  einer  Fläche  ist  eine 
Function  der  drei  Coordinalen  und  enthält  somit  in  ihrer  ein- 
fachsten Form,  weil  jene  durch  eine  einzige  Relation,  nämlich 
die  Gleichung  der  Fläche  selbst  verbunden  sind,  zwei  veränder- 
liche Parameter. 

Das  umgekehrte  Problem  verlangt  die  Bestimmung  der  En- 
veloppe einer  Ebene,  deren  Gleichung  m = 0 zwei  veränderliche 
Parameter  o,  ß enthält.  Die  Gleichung  einer  anderen  Ebene,  die 
den  Paramelerwerthen  (o  -j-  A),  (jS  k)  entspricht,  ist  sodann 
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Beim  Ueberganjf  zur  Grenze  bewaliren  h und  k,  obzwar  un- 
endlich klein  werdend , ein  endlirlies  Verhällniss  zu  einander 
k = Ih.  Wir  sehen  also,  dass  der  Durchschnitt  irgend  einer 
Ebene  mit  einer  darauf  folgenden  nicht  eine  bestimmte  gerade 
Linie  ist,  sondern  irgend  eine  der  durch  die  Gleichungen 


it  = 0, 


du  du 


= 0, 


als  in  welchen  k einen  unhestimn)teii  Werth  hat,  ausgedrückten 
Linien. 

Wir  sehen  auch,  dass  alle  auf  u = 0 folgenden  Ebenen  durch 
denjenigen  Dnnkt  gehen,  den  die  coexistierenden  Gleichungen 


« = 0, 


du 

du 


0, 


du 


= 0 


bestimmen. 

Wir  können  zwischen  diesen  drei  Gleichungen  die  Parameter 
a,  ß eliminieren  und  finden  so  den  Ausdruck  des  Ortes,  welchem 
alle  die  Punkte  angehören,  in  welchen  eine  Ebene  des  Systems 
durch  die  Reihe  der  darauf  folgenden  Ebenen  geschnitten  wird. 
Es  wird  genau  wie  im  letzten  Artikel  bewiesen,  dass  die  durch 
jene  Resultante  dargestellte  Fläche  von  « = 0 berührt  ist.  Wird  so- 
dann verlangt , eine  Tangentenebene  zu  dieser  Fläche  durch  irgend 
einen  Punkt  zu  legen,  so  haben  wir  nur  die  Coordinaten  dieses 
Punktes  in  die  Gleichung  m = 0 zu  substituieren  und  erkennen, 
dass  die  enLspringende  Gleichung,  weil  sie  zwei  unbestimmte  a,  ß 
enthält,  auf  unendlich  viele  Arten  erfüllt  werden  kann;  oder  dass, 
wie  wir  wissen,  durch  einen  gegebenen  Punkt  iinendlicb  viele 
Tangentenebenen  an  eine  Fläche  gelegt  werden  können,  welche 
alle  einen  Kegel  umhüllen. 

Setzen  wir  hingegen  ß als  constant  oder  als  eine  bestimmte 
Function  von  « voraus,  so  enthält  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebenc  in  ihrer  einfachsten  Form  nur  einen  unbestimmten  Para- 
meter, und  die  Enveloppe  der  besonderen  Tangentenebenen,  welche 
der  angenommenen  Bedingung  genügen,  ist  eine  abwickelbare 
Fläche. 

Auf  demselben  Wege  erkennen  wir  sehr  deutlich  die  Analogie 
zwischen  einer  abwickelbaren  Fläche  und  einer  gewun- 
denen Curve.  Wenn  eine  Fläche  als  Ort  einer  Zahl  von  Punkten 
betrachtet  wird,  welche  durch  eine  gegebene  Relation  verbunden 
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sind,  so  erhallen  wir  diircli  Hinzufügiing  einer  zweiten  die  Pnnkle 
verbindenden  Relalion  eine  auf  der  gegebenen  Fläche  verzeieb- 
nele  (iiirve-  Und  wenn  wir  eine  Fläclie  als  Fnveloppe  einer  Reibe 
von  Ebenen  belracliten,  welche  durch  eine  einzige  Relation  ver- 
bunden sind,  so  erhallen  wir  durch  Hinzurügung  einer  zweiten 
die  Ebenen  verbindenden  Relation  eine  abwickelbare  Fläche,  die 
die  gegebene  Fläche  nnihnllt. 

Diese  zweite  Bedingung  kann  darin  bestehen,  dass  die  be- 
wegliche Ebene  zugleich  auch  eine  zweite  feste  Fläche  stets  be- 
rühren soll. 

Dass  man  dann  an  Stelle  der  beiden  Flächen  zwei  ebene 
Uurven  — Directrixen,  Querschnitte  der  abwickelbaren  Fläche  — 
setzen  kann,  leuchtet  ein;  durch  jede  Tangente  der  einen  Curve 
ist  die  Lage  der  sie  enthaltenden  Ebenen  bestimmt,  die  zugleich 
eine  Tangente  der  anderen  Uurve  enthalten.  Das  Problem  der 
Beleuchtung  einer  Oberfläche  durch  eine  andere  in  der  darstel- 
lenden Geometrie  veranschaulicht  diese  [-mtstelinng;  die  gemein- 
schaftlich iiingeschriebcne  Abwickelungsfläche  bestimmt  die  Cur- 
ven  auf  der  beleuchteten  Fläche,  welche  die  Regionen  der  vollen 
Beleuchtung,  des  Halbschattens  und  des  Vollschaltens  von  einan- 
der trennen. 

61.  Sehen  wir  mm.  welche  Ei genschaften  abw  ickelbarer 
Flächen  aus  ihrer  Betrachtung  als  Enveloppen  von  Ebenen  abge- 
leitet werden  können,  deren  Gleichnngen  einen  einzigen  verän- 
derlichen Parameter  enllialten. 

Es  erhellt  zuerst , dass  durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt 
nicht  wie  vorher  eine  Unendlichkeit  von  Ebenen  des  Systems  hin- 
durchgehen, sondern  mir  eine  bestimmte  Zahl  solcher  Ebenen. 
So  ist  es  für  die  Enveloppe  von 

oo'*  + 3 äo*  -|-  3 ccf  -{-  (1  = 0, 

wo  «,  b,  c,  d Ebenen  bestimmen,  ofl'enbar,  dass  nur  je  drei 
Ebenen  des  Systems  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  weil 
die  Substitution  der  Coordinalen  dieses  Punktes  in  die  Gleichung 
zur  Bestimmung  von  « eine  cnbische  Gleichung  liefert.  Ferner 
wird  jede  Ebene  des  Systems  von  der  nächstbenachbarten  in  einer 
bestimmten  geraden  Linie  geschnitten,  nämlich  in  der  durch 
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liestiipmli'ii ; wenn  wir  « zwiselien  diesen  beiden  Gleicliungen  eli- 
minieren, so  erlialteii  wir  die  von  allen  solelien  Uurcliselinitts- 
linieii  erzeugte  Fläche,  welche  die  verlangte  Abwickelungsnäche  ist. 

Es  wird  endlich  wie  im  .Artikel  59  bewiesen,  dass  die  Ebene 
H = 0 die  abwickelbare  Fläche  in  jedem  den  Gleichungen 


genügenden  Funkte  berührt,  d.  h.  längs  der  ganzen  « entspre- 
chenden geraden  Linie  des  Systems.  Im  ersten  liande  dieses 
Werkes  Artikel  107  ward  bewiesen,  dass  im  Allgemeinen,  wenn 
eine  Fläche  eine  gerade  Linie  enthält,  die  Tangentenehene  in 
jedem  anderen  Punkte  der  geraden  Linie  eine  andere  ist.  ln 
dem  Falle  der  abwickelbaren  Flächen  ist  hingegen  die  Tangenten- 
ebene in  allen  Punkten  einer  ihrer  Geraden  dieselbe.  Ist  .r  der 
Ausdruck  der  Ebene,  welche  längs  der  Linie  xy  die  Fläche  be- 
rührt, so  kann  ihre  Gleichtmg  in  die  Form 

+ '/'P  = 0 

gebracht  werden.*)  (Siehe  Artikel  107  des  ersten  Bandes.) 

62.  Betrachten  wir  nun  drei  auf  einander  folgende  Ebenen 
des  Systems,  so  ist,  wie  vorher  gewiss,  dass  ihr  Durchschnitls- 
punkt  den  Gleichungen 


„ du  <fiu 


*)  Es  erscheint  unnöthig,  de.s  Weiteren  auf  die  Theorie  der  Enve- 
loppcn  im  Allgemeinen  einxngehen,  weil  das  im  Text  Gesagte  gleich- 
mässig  gilt,  wenn  u,  anstatt  eine  Ebene  zu  repritsentieren,  eine  Klächo 
darstellt,  deren  Gleichung  einen  voriinderlichcn  Parameter  einscbliesst, 

Monge  hat  die  Curvc  u = 0,  = 0,  in  welcher  irgend  eine  Fläche 

des  Systems  durch  die  nächstfolgende  durchschnitten  wird,  die  Charac- 
teristik  der  Enveloppe  genannt.  Denn  die  Natur  dieser  Cnrvo  hängt 
nur  von  der  Art  ab,  in  welcher  die  Veränderlichen  x,  y,  z in  die  Func- 
tion u cingehen,  nicht  aber  von  der  Art  der  Abhängigkeit,  in  welcher 
die  Constanten  zum  Parameter  stehen.  Wenn  also  u eine  Ebene  re- 
präsentiert, so  ist  die  C'haracteristik  stets  eine  gerade  Linie  nnd  die 
Enveloppe  ist  der  Ort  eines  Systems  von  geraden  Linien.  Wenn  u eine 
Kugel  darstellt,  so  ist  dio  Charaetcristik  als  Dnrchschnitt  zweier  auf 
einander  folgender  Kugeln  ein  Kreis  und  die  Enveloppe  ist  der  Ort 
eines  Systems  von  Kreisen.  Enveloppen  können  also  allgemein  in  Fa- 
milien eingetheilt  werden,  je  nach  der  Natur  der  Charaetcristik. 
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zugleich  genügt.  Für  jeden  Wertli  von  a wird  so  der  Piiiil^t  bc- 
stimnit,  in  welchem  eine  gerade  Linie  des  Systems  von  der  nächst- 
folgenden geschnitten  wird;  der  Ausdruck  des  Ortes  dieser  Punkte 
wird  erhalten,  indem  man  a zwischen  diesen  Gleichungen  elimi- 
niert. Wir  erhalten  so  zwei  Gieichungen  in  o.-,  y,  z,  deren  eine 
die  Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche  ist.  Durch  beide  Gleich- 
ungen wird  eine  auf  der  abwickelbaren  Fläche  verzeichnete  Curve 
repräsentiert,  und  man  sieht  so,  dass  man  von  der  Dennilion 
einer  abwickelbaren  Fläche  als  der  £nveloppc  einer  beweglichen 
Ebene  unmittelbar  zu  ihrer  Erzeugung  als  Ort  der  Tangenten 
einer  Curve  übergeführt  wird,  denn  die  auf  einander  folgenden 
Durchschnitte  der  Ebenen  bilden  eine  Reibe  von  geraden  Linien 
und  die  Durchschnitte  der  auf  einander  folgenden  Linien  eine 
Reihe  von  Punkten,  welche  eine  Curve  bestimmen,  deren  Tan- 
genten jene  Linien  sind.  Wir  werden  zeigen,  dass  diese  Curve 
eine  Cuspidal-  oder  Rückkehrkantc*)  der  Fläche  ist. 

63-  Vier  auf  einander  folgende  Ebenen  des  Systems  schnei- 
den sich  nur  dann  in  einem  Punkt,  wenn  die  vier  Bedingungs- 
glcichungen 


du  d'^u  d‘-'u 

u — 0,  — =0,  :ri  = 0 

da  da‘  da' 


gieichzeitig  erfüilt  sind.  Es  ist  im  Allgemeinen  möglich,  gewisse 
Werthe  von  a zu  finden,  welche  ihnen  entsprechen.  Denn  wenn 
wir  X,  y,  z eliminieren,  so  erhalten  wir  die  Bedingung,  unter 
welcher  die  vier  Ebenen,  deren  Gleichungen  so  eben  geschrieben 
worden  sind,  sich  in  einem  Punkte  schneiden;  diese  Bedingung 
ist  eine  Function  von  a,  und  indem  man  sie  mit  Null  vergleicht. 


*)  Monge  hat  sic  die  ,,arJto  de  rebronssoment'*  der  abwichelbaren 
Fläche  genannt.  Es  existiert  in  jeder  Enveloppe  eine  ähnliche  Curve, 
nämlich  der  Ort  der  Punkte , in  welchen  jede  Charaoteristik  von  der 
ihr  nächst  benachbarten  geschnitten  wird.  Der  auf  der  einen  Seite 
dieser  Curve  liegende  Thcil  der  Characteristik  erzeugt  den  einen  Man- 
tel der  Enveloppe,  der  auf  der  anderen  Seite  liegende  den  anderen 
Mantel.  Beide  Mäntel  berühren  sich  längs  dieser  Curve,  welche  ihre 
gemeinschaftliche  Grenze  ist  und  eine  Cuspidalkante  der  Enveloppe 
heissen  muss.  So  bilden  in  dem  sehr  einfachen  Falle  eines  Kegels  die 
erzeugenden  Linien  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Scheitels  ent- 
gegengesetzte Mäntel  des  Kegels  und  die  Cuspidalkante  erscheint  auf 
den  einzigen  Punkt  des  Scheitels  reduciert, 
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erhält  man  im  Allgemeinen  eine  bestimmte  Zahl  von  Werthen 
von  a,  fQr  uelrhe  die  Bedingung  erfüllt  ist.  Es  giebt  somit  iin 
•Allgemeinen  eine  gevvisse  Zahl  von  Punkten  des  Systems,  durch 
welche  je  vier  Ebenen  des  Systems  hindurch  gehen;  oder  mit 
anderen  AVorten,  eine  ge\>issc  Zahl  von  l*unklen,  in  deren  jedem 
drei  auf  einander  folgende  Linien  des  Systems  sich  durchschnei- 
den.  Wir  werden  dieselben , wie  in  der  Theorie  der  höheren 
ebenen  Curven  geschieht,  die  stationären  Punkte  des  Systems 
nennen,  weil  in  dem  besprochenen  Falle  der  als  Durchschnitt 
zweier  auf  einander  folgender  Linien  bestimmte  Punkt  mit  dem 
als  Durchschnitt  des  nächstfolgenden  Paares  von  Linien  bestimm- 
ten Punkt  zusammen  fällt. 

Es  entspricht  dem  Vorigen  nach  dem  Gesetze  der  Reciprocilät, 
dass  cs  im  Allgemeinen  eine  gewisse  Anzahl  von  Ebenen  des  Systems 
giebt,  welche  stationäre  Ebenen  genannt  werden  dürfen,  als 
Ebenen,  welche  vier  auf  einander  folgende  Punkte  des  Systems 
enthalten,  und  für  welche  also  zwei  auf  einander  folgende  Ebe- 
nen, wie  123,  234  zusammen  fallen;*)  man  nennt  sie  auch  die 
Wendungsberührebenen  der  Curve. 

64.  AA'ir  zeigen  nun,  wie  nach  Plücker’s  die  gewöhnlichen 
Singularitäten  der  ebenen  Curven  verbindenden  Gleichungen  **) 


•)  Man  vergleiche  die  klare  und  elegante  Darstellnng  der  Grund- 
lagen einer  allgemeinen  Theorie  der  gewundenen  Curven  ata  Punkt- 
reiheu  nach  dem  System  der  tetracdrischen  Plancoordiunten  in  dem 
Werke  von  Möbius’  „Der  baryccntrische  Calcul“,  18’27.  (p.  114--1’24.) 

•*)  Diese  Gleichungen  sind  die  folgenden : Ist  /i  die  Ordnung  einer 
Curve,  V ihre  Klasse,  d die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte,  t die  ihrer  Dop- 
peltangenten, X die  Zahl  ihrer  Cuspidul-  oder  Itückkehrpunkte,  i diu 
ihrer  Inflexionspunkte,  so  ist 

»- = fl  (/i  — 1)  — 2d  — 3x;  fl  = V {»— 1)  — 2r  — 3i; 
t = 3fi(fi  — 2)  — 6d  — 8x;  x =j  3v  (v  — 2)  — 6r  — 8i. 

Also  auch 

i-x  = 3(v-fi),  2 (t-d)  = (x-fi)  (V  -I-  fl -9). 

Oder  statt  der  Letzteren  die  Plückcr’schen  Gleichungen 
V = 4f*  (,u  — 2)  (fl*— 9)  — (2d  4-  3x)  {fl  (ft  — 1)  — c}. 

-|-2d(d-l)-|-?x(x-l)  + 6dx, 
d = (»— 2)  (»‘—9)  — (2t  -I-  3i)  {v  (v  — 1)  — 0} 

+ 2t  (t— 1)  4-  fl  (i  — 1)  4-  6ti. 
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(.ayley*)  Gleicliuiigen  abgeleitet  bat,  nelclie  zwischen  den 
Zahlen  der  gewöhnlichen  Singularitäten  der  abwickel- 
baren Flächen  bestehen. 

Wir  zählen  zuerst  diese  Singularitäten  auf.  Wir  sprechen 
von  ,, Funkten  des  Systems",  von  „Linien  des  Systems"  und  von 
„Kbenen  des  Systems"  in  dem  Sinne,  welcher  im  Artikel  119 
des  ersten  Bandes  gegeben  ist. 

Sei  m die  Anzahl  der  Punkte  des  Systems,  welche  in  irgend 
einer  Ebene  liegen,  oder  in  anderen  W'orlen , die  Ordnung  des 
Systems  und  der  Cur\e,  welrhe  die  abwickelbare  Fläche  erzeugt. 

Sei  n die  Zahl  der  Ebenen  des  Systems,  welche  durch  einen 
beliebigen  Punkt  gelegt  sind,  eine  Zahl,  von  welcher  im  Artikel 
(il  bewiesen  ist,  dass  sie  bestimmt  sein  muss;  wir  werden  diese 
Zahl  die  Klasse  des  Systems  nennen. 

Sei  ferner  r die  Anzahl  von  Linien  des  Systems,  welche  eine 
willkürlich  gewählte  gerade  Linie  schneiden.  Wenn  wir  die  Be- 
dingung bilden,  unter  welcher  die  Gerade  des  Systems 

du 

u — 0,  -T-  = 0 
da 

und  irgend  eine  angenommene  gerade  Linie  sich  schneiden,  so 
ist  das  Kesultat  eine  Function  von  a,  welche  mit  Null  verglichen, 
eine  bestimmte  Zahl  von  Werthen  des  a liefert,  die  jener  Be- 
dingung entsprechen.  l}ie  Zahl  der  Auflösungen  dieser  Gleichung 
ist  r.  Wir  werden  sie  als  den  Rang  des  Systems  bezeichnen 
uml  es  wird  sich  ergeben,  da.ss  alle  anderen  Singularitäten  des 
Systems  sich  vermittelst  der  drei  eben  aufgczählten  Charaktere 
bestimmen  lassen. 

Sei  a die  Zahl  der  stationären  Ebenen  und  ß die  Zahl 
der  stationären  Punkte.  (Artikel  63-) 

Zwei  nicht  auf  einander  folgende  Linien  des  Systems  können 
sich  durchschneiden ; wenn  dicss  geschieht,  so  soll  der  Schnitt- 
punkt als  ein  „Punkt  in  zwei  Litiien"  und  die  Ebene  dieser 
Linien  als  eine  ,, Ebene  durch  zw  ei  Linien"  bezeichnet  wer- 
den. Sei  X die  Zahl  der  ,, Punkte  in  zwei  Linien",  welche  in 
einer  gegebenen  Ebene  liegen  und  y die  Zahl  der  „Ebenen  durch 
zwei  Linien",  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen. 

In  derselben  Art  wollen  wir  die  Verbindungslinie  irgend  zweier 

*)  Sielic  ,, li i ou vi  1 1 e’s  .Tournnl",  Vul.  X,  p.  215;  „Cambri«tg;o  and 
ntiblin  Mathcmaticnl  Journnt“,  Vol.  V,  p.  18. 
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Punkte  des  Systems  eine  „Linie  durch  zwei  Punkte“  und 
den  Durchsrlinitt  irgend  zweier  Ebenen  des  Systems  eine  „Linie 
in  zwei  Ebenen"  nennen.  Sei  g die  Zahl  der  „Linien  in 
zwei  Ebenen“,  welche  in  einer  gegebenen  Ehe  ne  liegen 
und  A die  Zahl  der  „Linien  durch  zwei  Punkte“,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen. 

Die  abwickelbaren  Flächen  besitzen  andere  Singularitäten, 
welche  in  einem  folgenden  Kapitel  bestimmt  werden  sollen,  aber 
es  sind  die  aufgezählten , welche  Plflcker's  Gleichungen  zu  be- 
stimmen erlauben. 

G5.  Betrachten  wir  nun  den  Durcbschnill  der  abwickel- 
baren Fläche  mit  irgend  einer  Ebene.  Es  ist  offenbar, 
dass  die  Punkte  der  Durcbdringungscurve  die  Spuren  oder  Durcb- 
gangspunkte  der  „Linien  des  Systems“  in  ihrer  Ebene  und  die 
Tangenten  der  Schnittcurve  die  Spuren  der  „Ebenen  des  Systems“ 
in  derselben  sind.  Die  Ordnung  des  Schnittes  ist  daher  r,  weil 
sie  die  Zahl  der  Punkte  bezeichnet,  welche  eine  willkürliche  Ge- 
rade in  der  Ebene  des  Schnittes  mit  demselben  bestimmt,  und 
solche  Punkte  alle  diejenigen  sind,  in  denen  die  gegebene  Gerade 
eine  „Linie  des  Systems“  schneidet. 

Die  Klasse  der  Schnittcurve  ist  offenbar  durch  n bezeichnet; 
denn  die  Zahl  der  durch  einen  willkürlichen  Punkt  ihrer  Ebene 
gehenden  Tangenten  der  SchnitUmrve  ist  nothwendig  dieselbe, 
wie  die  Zahl  der  „ Ebenen  des  Systems  “,  welche  denselben  Punkt 
enthalten.  Ein  Doppelpunkt  der  Schnittcurve  entspringt  über- 
all da , wo  zwei  Linien  des  Systems  die  Schnittebene  in  demselben 
Punkte  schneiden;  die  Zahl  solcher  Punkte  ist  nach  den  vorigen 
Bestimmungen  x.  Die  Tangenten  der  Schnittcurve  in  einem  sol- 
chen Doppelpunkt  sind  im  Allgemeinen  verschieden;  sie  sind  es 
so  lange,  als  die  zwei  Ebenen  des  Systems,  welche  den  beiden 
sich  in  ihm  schneidenden  Linien  des  Systems  correspondieren, 
selbst  verschieden  sind. 

Die  Zahl  der  Doppeltangenten  der  Schnittcurve  ist  in 
gleicher  Weise  g,  weil  eine  Doppeltangente  überall  da  entsteht, 
wo  zwei  Ebenen  des  Systems  die  Schnittebene  in  derselben  ge- 
raden Linie  schneiden. 

Die  m Punkte  des  Systems,  welche  der  Schnittebene  ange- 
hm'en,  sind  Cuspidalpunkte  der  Schnittcurve.  Denn  sie  sind 
Doppelpunkte,  weil  jeder  von  ihnen  der  Durchschnitt  zweier  „Linien 
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des  Systems"  ist,  und  die  Tangentenebenen  in  diesen  Punkten 
fallen  zusammen,  well  die  zwei  auf  einander  folgenden  Linien, 
die  sich  in  einem  der  Punkte  m durchscbneiden , in  derselben 
Ebene  des  Systems  liegen.  Diess  beweist,  was  früher  schon  aus- 
gesprochen ist,  dass  die  Curve,  deren  Tangenten  die  abwickelbare 
Fläche  erzeugen,  eine  Ciispidal-  oder  Rückkehrkante  dieser  Letz- 
teren ist;  denn  jede  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve, 
welche  die  Punkte  zu  Cuspidal-  oder  Rückkehrpunkten  hat,  in 
denen  ihre  Ebene  jene  Curve  schneidet. 

Wir  erhalten  endlich  einen  Infiexionspunkt  oder  eine 
stationäre  Tangente  überall  da,  wo  zwei  auf  einander  fol- 
gende Ebenen  des  Systems  zusammen  fallen;  die  Zahl  der  Infle- 
xionspunkte  ist  daher  a. 

Wir  haben  daher  in  die  PI  Ücker 'sehen  Gleichungen  der 
Note  zu  Artikel  64  die  folgenden  Substitutionen  zu  machen: 
fl  = r,  V = n,  i X,  t — g,  x = »i,  t = a, 
und  erhallen  somit 

n=  r (r — 1)  — 2x  — 3m;  r=  n (n  — 1)  — 2g  — 3a; 
a = 3r  (r  — 2)  — 6x  — 8«:  m = 3«  (« — 2)  — 6g  — 8a; 
oder  auch 

m — a = 3(r  — n)  ; 2 (a:— jf)  = (r  — n)  (r -|- « — g); 

und 

g Z=  ^ r (r — 2)  (r* — 9)  — [2x  -f  3m)  ■[r(r— 1)-— 6|  -|-2a:{a: — 1) 
-|-  f m (m— 1)  ■+■  6xm, 

x=  (w— 1)  9)  — {2g  + 3«)  {«(«— 1)— 6}-l-2^(j/— 1) 

+ ü“  (“  — 1)  + 

66.  Ein  anderes  System  von  Gleichungen  wird  gefunden,  in- 
dem man  den  Kegel  betrachtet,  dessen  Scheitel  ein  will- 
kürlich gewählter  Punkt  ist  und  der  über  der  gege- 
benen Curve  steht,  oder  dieselbe  zur  Leltcurve  hat.  Man 
erkennt  sofort  aus  der  Retrachtung  eines  beliebigen  ebenen  Schnit- 
tes eines  solchen  Kegels,  dass  die  nämlichen  Gleichungen  die 
Zahlen  der  Duppelkanten , Üoppeltangenlenebenen  etc.  den  Kegel 
verbinden,  welche  zwischen  den  Zahlen  der  Doppelpunkte,  Dop- 
peltangenten etc.  der  ebenen  Curven  stattfinden. 

Die  Kanten  des  Kegels,  welchen  wir  jetzt  betrachten,  sind 
die  geraden  Verbindungslinien  seines  Sclieilels  mit  allen  Punkten 
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des  Systems,  und  die  Tangentenebenen  des  Kegels  sind  die  von 
den  „Linien  des  Systems“  mit  demselben  bestimmten  Ebenen; 
denn  die  Ebene,  welche  zwei  auf  einander  folgende  Kanten  des 
Kegels  enthält,  geht  nothwendig  durch  zwei  auf  einander  folgende 
„Punkte  des  Systems“. 

Die  Ordnung  des  Kegels  ist  die  nämliche,  wie  der  Grad  der 
Gurve  und  ist  daher  = m. 

Die  Klasse  des  Kegels  ist  die  Zahl  der  Tangentenehcnen, 
welche  durch  eine  beliehige  den  Scheitel  enthaltende  Gerade  an 
den  Kegel  gelegt  werden  können;  da  aber  jede  Tangentenebene 
eine  „ Linie  des  Systems“  enthält,  so  existieren  ebenso  viele  Tan- 
gciitencbenen  unseres  Kegels  durch  die  gedachte  willkürliche  Ge- 
rade, als  es  „Linien  des  Systems"  giebt,  welche  dieselbe  schnei- 
den. Die  gesuchte  Zahl  derselben  ist  daher  r.  *) 

Eine  Doppelkantc  des  Kegels  entsteht,  wenn  dieselbe  Kante 
durch  zwei  Punkte  des  Systems  geht,  oder  es  ist  S = ft.  Die 
Tangentenebenen  längs  dieser  Kaute  sind  die  Ebenen,  welche  der 
Scheitel  des  Kegels  mit  den  „Linien  des  Systems“  bestimmt, 
welche  jedem  dieser  Punkte  entsprechen. 

Eine  Do ppeitang entenebene  des  Kegels  entsteht,  wenn 
dieselbe  Ebene  durch  den  Scheitel  zwei  „Linien  des  Systems"  ent- 
hält, oder  z = y.  Eine  stationäre  oder  eine  Cuspidalkante  des 
Kegels  entspringt  aus  der  Existenz  eines  stationären  Punktes  im 
System,  d.  i.  x = ß. 

Endlich  existiert  eine  stationäre Tangentcnehene,  wenn 
eine  Ebene,  welche  zwei  auf  einander  folgende  Linien  des  Systems 
enthält,  durch  den  Scheitel  des  Kegels  geht,  d.  i.  i = ti. 

Wir  haben  ai.so 

fl  = m,  V = r,  6 =.  h,  x = y,  x = /3,  t = n 

und  erhalten  somit  aus  den  PI  Ücker ‘sehen  Formeln  die  Gleich- 
ungen 


*)  Man  erkennt  leicht,  dass  die  Klasse  dieses  Kegels  die  nämliche 
ist,  wie  die  Ordnung  der  abwickelbaren  Fläche,  welche  den  Punkten  dos 
gegebenen  Systems  nach  dem  Gesetz  der  Reciprocität  entspricht.  Die 
Ordnung  der  durch  die  Tangenten  einer  Curvb  erzeugten  ab- 
wickelbaren Fläche  ist  somit  dieselbe,  wiodioOrdnnngder 
abwickelbaren  Fläche,  welche  die  Reciproke  der  Punkte 
der  Cnrve  ist.  (Siehe  Note  des  Artikel  161  im  ersten  Bande.) 

SalmoQ,  Anal.  Geom.  d.  Raumo«  II.  0 
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r = »»  (m  — 1)  — 2A  — 3/3;  m = r (r  — 1)  — 2y  — 3« : 

n = 3»»  ('«  — 2)  — 6A  — 8ß;  ß = 3r(r  — 2)  — 6y  — 8«: 

aUo  auch 

(#1 — ß)  = 3 (r — m)  uiul  2 (y — A)  = (r  — m)  (r  + m — 9); 
und 

y = ^ BI  (m— 2)  {»«*  — 9)  — (2A  + 3/3)  {ffi  (»n  — 1)  — 0} 

+ 2A(A-1)  +6A/3; 

A = i r (r  - 2)  (r^  - 9)  - (2y  + 3«)  { r (r  - ])  - 6} 

+ 2y  (y  — 1)  + |[n  («  — 1)  + 6y«. 

Die  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  den  entsprechenden  des 
vorigen  Artikels  zeigt  das  Entsprechen  der  beiden  Heihen  von  Grössen 

m,  r,  n,  g.  h,  a,  ß,  x,  y, 

n,  r,  m,  h,  g,  ß,  a,  y,  a:; 

und  man  darf,  da  dasselbe  Ordnung  und  Klasse,  „Linien  in  zwei 
Ebenen"  in  einer  Ebene  und  „Linien  durch  zwei  Punkte“  aus 
einem  Punkt,  stationäre  Ebenen  und  stationäre  Punkte,  „Punkte 
in  zwei  Linien  “ in  einer  Ebene  und  „ Ebenen  durch  zwei  Linien“ 
aus  einem  Punkte  gegen  einander  setzt,  diess  Entsprechen  als  ein 
reciprokes  bezeichnen. 

Und  indem  man  diese  Gleichungen  mit  den  im  letzten  Arti- 
kel gefundenen  combinirt,  erhiät  man  noch 

a — ^ = 2 («  — m) ; x — y =.  n — >« ; 

2 ig — A)  = (n  — m)  («  -p  m — 7). 

Plücker’s  Gleichungen  erlauben  uns,  wenn  drei  der  Sin- 
gularitäten einer  ebenen  Curve  gegeben  sind,  alle  übrigen  zu  be- 
stimmen. Nun  sind  die  Grössen  r,  m,  n den  Gleichungen  dieses 
und  des  letzten  Artikels  gemeinsam.  Wenn  also  irgend  drei 
der  aufgczähltcn  Singularitäten  einer  Curve  im  Itaunie 
gegeben  sind,  so  können  die  übrigen  gefunden  werden. 

So  findet  man  zur  Destimnumg  aus  m,  ß und  A,  welche  Letz- 
tere man  innerhalb  der  gehörigen  Grenzen  wählt, 
r = m (»«  — ])  — (2A  -p  3/3-;  n = 3m  ('«  — 2)  — (6A  -p  8/3): 
o = 2m  (3m  — 7)  — 3 (4A  -p  hß)\ 

g = .^m(3m  — 7)  (3m*— 5bi  - 7) -P  ^ (6A -P  8/3)  (6A-PS/3-P  ]) 

— 3m  (m-2)  (6A  + Sß)  + 19A  — 24/3; 

= ^Bi  (m-1)  (m*  — m-  4)  + ^ (2A  -P  3/3)  (2A  -p  3/3  -P  1) 

— m (m-1)  (2A  -P  3/3)  -P  3A  -p  4/3; 

y = |bi  (bi  — 2)  (m*  — 9)  — (2A  -p  3/3)  |m  (m-1)  — 6} 

+ 2A  (A-1)  -p  iß  iß-1)  + Ghß. 

( 
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Man  findet  für  m = 2 sofort 

« = 0,  A = 0,  ß = 0,  r = 2, 
einen  Kegelsciinitt  und  seine  Ebene;  rnr  m = 3 
ß ==  0,  /i  = 1,  r = 4,  » = 3.  g=\,  a = X = y =r=  V, 
für  m — 4 sciieint  zulässig 

A = 2,  /S  = 0; 

A = 3.  ^ = 0: 

A = 2.  ß = 1 
und  finden  sich  die  Werthe 

r = 8,  6,  5;  n = 12,  6,  4;  y = 8,  4.  2: 

X = 16.  6,  2;  a z=  16,  4.  1;  g = 38,  6.  2 respective. 

Wir  bemerken,  dass  diess  keineswegs  ausreicht,  um  etwa 
als  Basis  einer  Classiflcatioii  zu  dienen.  (Vergl.  Art.  82.) 

67.  Zur  Erläuterung  dieser  Theorie  betrachten  wir  die  alt- 
wickelbare Fläche,  welche  die  Enveloppe  der  Ebene 

-F  -F  ^ ~ ct*-*  -F  etc.  ==  0 

1.2 

ist,  wenn  / einen  veränderlichen  Parameter,  A eine  beliebige 
ganze  Zaid  Itezeicbuet  und  o,  b,  c,  etc.  Ebenen  bestimmen. 

Die  Klasse  dieses  Systems  ist  olTcnbar  k,  und  die  Gleichung 
der  abwickelbaren  Fläclie  ist  als  die  Discriminante  der  vorher- 
gehenden  Gleichung  nothwendig  vom  Grade  2 (A — 1):  man  hat 
somit 

r = 2 (A— 1). 

Man  erkennt  auch  leicht,  dass  diese  abwickelbare  Fläche 
keine  stationären  Ebenen  besitzen  kann.  Denn  damit  zwei  Ebenen 
identisch  sind,  müssen  im  Allgemeinen,  wegen  der  Gleichheit  der 
Coefficienlen  in  ihren  Gleichungen,  drei  Bedingungen  erfüllt  sein. 
Wenn  wir  aber  t so  zu  bestimmen  suchen,  dass  irgend  eine  Ebene 
des  Systems  mit  der  darauf  folgenden  zusammen  falle,  so  Gnden 
wir,  dass  zur  Erfüllung  von  drei  Bedingungen  nur  eine  Constanle 
t zu  unserer  Verfügung  ist. 

Aus  den  Wertlien 

n ~ k,  r = 2 (A  — 1) , a = 0 

erlauben  die  Gleichungen  der  letzten  zwei  Artikel  die  Bestimmung 
der  übrigen  Singularitäten.  Das  Ergebniss  ist 

6* 
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m = 3 (*  — 2)  ; ß = 4 (*— 3)  : 

X = 2 (*— 2)  (A— 3):  y = 2 (Ä— ])  (*—3); 

_ (*  — 1)  {A  — 2).  _ 9A-—  53A-  + SO 

g 2 ' 2 

Der  grössere  Tlieil  dieser  Werlhe  liätle  aiieli  iiacli  der  Tlicorie 
der  liöhercn  ebenen  Gurren  unabhängig  bestimmt  werden  können. 
Die  Ordnung  des  Systems  unil  seiner  Hüekkehrkante  z.  B.  ist  der 
Grad  der  Bedingung,  unter  welcher  die  Gleicliung 

rtt*  + + . . . = 0 oder  T = 0 

drei  gleiche  Wurzeln  hat,  d.  Ii.  cs  muss  zugleicli 

iPT 

dp 

sein. 

Und  die  stationären  Punkte  sind  durcli  die  Bedingung  be- 
zeichnet, dass  die  vier  auf  einander  folgenden  Ebenen 


r = o.  f=o. 


= 0 


(PT  d?T 

= 0,  — , = 0 


dp  ~~  dr' 

denselben  Punkt  enthalten;  4(A  — 3)  erilspricbl  dem  Grade  dieser 
Bedingung.  Wir  sparen  den  Baum,  welchen  ein  Eingehen  in 
weitere  Details  fordern  würde. 

68.  Der  im  letzten  Artikel  betrachtete  Fall , als  derjenige,  in 
welchem  der  veränderliche  l’arameter  nur  rational  in  die  Gleich- 
ung eingeht,  erlaubt  uns,  in  sehr  einfacher  Weise  manche  Eigen- 
schaften der  abwickelbaren  Flächen  zu  bestätigen. 

Weil  das  System 


. = 0,  ^,=,0 


offenbar  auf 


-H  (A— 1)  -f  etc.  =—  0, 


bP-'  -f-  (A-- 
und  das  System 


0, 


1)  -}-  etc. 


du  (Pu 

Ti-^’  dP  = « 


0, 


auf 


-f-  (k  — 2)  + etc.  = 0, 

-F  (A — 2)  cP~^  -F  etc.  = 0, 

c/*-2  -F  (A-  — 2)  dt*-'*  + etc.  = ü 

sich  reduciert,  so  folgt,  dass  a selbst  eine  „ Ebene  des  Systems  ‘ 
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giebt,  nämlicb  die  dem  Werthe  < = 3o  entsprechende;  es  ist  ab 
die  entsprechende  Linie  und  abc  der  cnLs])recliendc  Punkt.  Wir 
wissen  aber  aus  der  Theorie  der  Discriininanten  (vergl.  „ Vor- 
lesungen", Artikel  68),  dass  die  Gleichung  der  abwickelbaren 
Fläche  von  der  Form 

a<p  -|-  b‘‘il>  ~ 0 

ist,  wo  f die  Discrimiiiante  von  m für  den  Werth  a = 0 be- 
zeichnet. Wir  bewähren  so,  was  im  Artikel  61  ausgesprochen 
ist,  dass  die  Ebene  n die  abwickell>are  Fläclie  hängs  der  ganzen 
Erstreckung  der  Linie  ab  berührt.  Ferner  ist  aber  selbst  von 
der  Form 

bq>'  + c*ip', 

und  wenn  wir  den  Durchschnitt  der  abwickelbaren  Fläche  mit 
einer  der  „Ebenen  des  Systems"  betrachten  — wir  erhalten  ihn, 
wenn  wir  in  der  Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche  a = 0 
machen,  — so  besteht  derselbe  aus  der  zweifach  zu  zählenden 
Linie  ab  und  einer  Curve  von  der  Ordnung  (»  —2),  und  diese 
Curve  berührt,  wie  die  Form  der  Gleiclning  zeigt,  die  Linie  ab 

im  Punkte  abc  und  schneidet  sie  folglich  in  (i 4)  anderen 

Punkten;  diese  alle  sind  „Punkte  in  zwei  Linien",  als  ilie  Pnnkfe, 
in  welchen  die  Linie  ab  andere  „Linien  des  Systems"  schneidet. 

Und  es  ist  allgemein  wahr,  dass,  w enn  r der  Rang  einer 
abwickelbaren  Fläche  ist,  jede  „Linie  des  Systems" 
r — 4 andere  Linien  des  Systems  dnrchschiicidet.  Der 
Ort  dieser  Punkte  ist  eine  Doppelcnrve  der  abwickelbaren 
Fläche,  deren  Ordnung  x ist,  und  deren  übrige  Eigensrhaftim 
in  einem  folgenden  Kapitel  gegeben  werden  sollen,  wo  wir  auch 
gewisse  andere  Singularitäten  der  abwickelbaren  Fläche  bestim- 
men wollen. 

Wir  fügen  eine  Tafel  der  Singularitäten  einiger  spccielier 
Schnitte  der  abwickelbaren  Fläche  hinzu.  Der  Leser,  wciclier 
den  Gegenstand  weiter  untersuchen  will,  wird  keine  Scliwierigkeit 
darin  finden,  sie  vollständig  zu  begründen;’“)  einige  Andeutungen 
werden  genügen. 

1.  Schnitt  durch  eine  „Ebene  des  Systems": 
fi  = r — 2,  v = n— 1,  t==a,  x = m — 3,  r = — «-f-2, 
d = .T  — 2r-f-8. 

*)  Vgl.  „Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal"  Vol.  V,  p.  24, 
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Denn  jede  Litene  des  Systems  berCdirl  die  Fläche  längs  einer 
Linie  und  schneidet  sie  daher  in  einer  Curvc  (r  — Ordnung; 
immer  fällt  eine  der  durch  einen  Punkt  des  Schnittes  gehenden 
Ebenen  des  Systems  mit  der  Schniltebene  zusammen;  die  Zahl 
der  Inflexionspunkte  bleibt  als  von  der  Zahl  der  stationären  Ebe- 
nen abhängig  ungeänderl;  die  Zahl  der  Spitzen  als  Zahl  der 
Schnittpunkte  mit  der  Gurre  des  Systems  vermindert  sieh  um  3: 
die  gerade  Linie  des  Systems  in  der  Schnitlebenc  schneidet  die 
Curve  von  der  Ordnung  (r — 2),  da  sie  sic  berührt,  noch  in 
(r  — 4)  Punkten",  deren  jeder  für  zwei  Doppelpunkte  der  Schnitt- 
iigur  zu  zählen  ist. 

2.  Kegel,  dessen  Scheitel  ein  „Punkt  des  Systems“ 

ist; 

ft  = m — 1,  v = r— 2,  i = n — 3,  * = /J,  t = y — 2r-f8, 
6 = h — m + 2. 

Die  Zahl  der  Cuspidalkanten  des  Kegels  ist  die  Zahl  der 
stationären  Punkte  des  Systems;  die  Ordnung  desselben  ist  die 
Zahl  der  Erzeugenden,  welche  eine  «lurch  die  Spitze  gehende 
Ebene  bestimmt,  also  (m — 1).  Die  Klasse  ist  (v  — 2),  weil  sie  die 
Zahl  der  Linien  des  Systems  ist,  die  eine  Gerade  durch  die  Spitze 
schneiden , durch  w eiche  selbst  bereits  zw  ei  dieser  Linien  gehen ; 
die  Zahl  der  stationären  Tangentenehenen  ist  (n  — 3)  als  die  Zahl 
der  Ebenen  des  Systems  durch  den  Scheitel,  der  selbst  dreien 
solchen  angehört. 

3.  Schnitt  durch  eine  Ebene,  welche  eine  „Linie 
des  Systems“  enthält: 

fl  = r — 1,  V = II,  t = o(  + l,  x = m — 2.  T = (/  — 1, 
d = .r  — r + 4. 

Die  Zahl  der  Inflexionspunkte  wächst  um  Eins,  weil  eine 
„Linie  in  zwei  Ebenen“  in  der  Schnittebene  mit  der  gegebenen 
Linie  des  Systems  zusammen  fällt;  darin  liegt  zugleich  der  Grund 
für  die  entsprechende  Verminderung  der  Zahl  der  Doppellan- 
genlen. 

4.  Kegel,  dessen  Scheitel  in  einer  „Linie  des  Sy- 
stems“ liegt: 

V ==:  r — 1,  t = ;i  — 2,  k = ß + 1 , t — y — r + i, 
d = A — 1 . 
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5-  ScliniU  mit  einer  „Ebene  durch  zwei  Linien“: 

= 2.  v = n,  t = « + 2,  * — m — 4,  T~g  — 2, 

d = X — 2r  + 9. 

6-  Kegel,  dessen  Scheitel  ein  „Punkt  in  zwei  Li* 
nien“  ist: 

fl  = m,  v = r — 2,  t—  n~4,  x — ß + 2,  r=y  — 2r+0. 

S = h — 2. 

7.  Schnitt  durch  eine  „stationäre  Ebene“: 

fi  = r — 3,  V = n — 2,  t = cc  — 1,  x = m — 4, 
t=g  — 2n  + 6,  6 = .x  — 3r -f- 13- 

8.  Kegel,  dessen  Scheitel  ein  „stationärer  Punkt“ 

ist: 

ti  = m — 2,  V = r — 3,  t = n — 4,  x — ß—1, 
t = y — 3r-f-13,  d = A— 2m-i-6. 

Die  Grossen  y,  v,  t,  x sind  um  eine  Einheit  kleiner  als  in 
den  beiden  ersten  Fällen  dieser  Zusammenstellung  nach  der  Natur 
der  stationären  Elemente. 

Für  das  System 

w = 3,  w = 3,  g = h — l,  r = 4,  a — ß~x  = g — U 
hat  man  für  den  Schnitt  mit  einer  Ebene  des  Systems  die  Gha- 
ractere 

y = l,  v = 2,  » = x = t = d = 0, 
derselbe  ist  ein  Kegelschnitt;  und  der  Kegel  aus  einem  Punkte 
des  Systems 

ft  = 2,  v = l,  t = x = t = d = 0, 
ein  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Für  das  System 

m = 4,  A = 2,  ß = l,  n = 4,  r = 5, 
g = x = g = 2,  a = l 
Entsprechen  denselben  Fällen  beidemale 

ft  = 3,  v = 3,  » = 1.  x = l,  T = d = 0; 
den  beiden  letzten  Fällen  der  stationären  Ebene  und  des  statio- 
nären Punktes  die  Werlhe 

ft  = v = 2,  t = x = t = d = 0: 

Anderes  ist  leicht  hinzuzufügen. 
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n.  Abschnitt.  Classification  der  Gnrven. 

69.  Die  folgende  Darlegung  beruiit  auf  dem  Princip,  dass 
eine  Curve  iler  Ordnung  r eine  Fläche  p'’''  Ordnung 
in  pr  Punkten  durchschneidet.  Die  (hilligkeil  desselben 
ist  offenbar,  wenn  die  Curve  der  vollständige  Durchsclinitt  zweier 
Oberflächen  von  den  respectiven  Ordnungen  m und  n isl.  Denn  «ir 
haben  dann  r = tnn  und  die  drei  Oberflächen  dnrchschneiden 
sich  in  mnp  Punkten.  Das  Princip  ist  nach  der  Definition  ebenso 
iininittelbar  wahr,  wenn  die  Fläche  in  p Ebenen  zerfällt.  Wir 
betrachten  nach  dem  Cesetz  der  Coiilinuität  diess  Princip  als 
allgemein  wahr. 

Ebenso  sprechen  wir  aus,  dass  eine  abwickelbare  Fläche 
der  Kl  asse  n mit  einer  Fläche  der  Klasse  q gemein- 
schaftliche Tan  gen  te  nebenen  in  der  Zahl  nq  hat. 

Der  Gebrauch,  welchen  wir  von  dem  Princip  machen  werden, 
ist  dieser.  Angenommen,  dass  in  einer  Curve  von  der  Ordnung  r so 
viel  Punkte  angenommen  werden , als  zur  Bestimmung  einer  Fläche 
von  der  Ordnung  p hinreichend  sind,  so  muss,  wenn  die  Zahl  der  so 
gewählten  Punkte  grösser  als  pr  ist,  die  durch  dieselben  beschrie- 
bene Fläche  die  Curve  vollständig  enthalten ; wäre  diess  nicht  der 
Fall,  so  erschiene  das  Princip  verletzt. 

Und  andererseits  muss  eine  abwickelbare  Fläche  Klasse 
einer  Fläche  Klasse  nmgesrhrieben  sein,  wenn  sie  mehr  als 
tiq  Tangentenebenen  mit  derselben  gemein  hat. 

Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  die  Curve  eine  eigentliche 
Curve  der  Ordnung  ist;  denn  wenn  wir  zwei  Curven  von  den 
Ordnungen  m und  n angenommen  hätten,  wo  m n = r ist,  so 
könnten  dieselben  in  ihrer  Vereinigung  als  eine  complexe  Curve 
von  der  Ordnung  r betrachtet  werden,  und  wenn  jede  ganz  in  irgend 
einer  Fläche  von  der  Ordnung/)  enthalten  wäre,  so  könnten  wir 
folglich  in  dieser  (mrve  eine  beliebige  Zahl  von  Punkten  wählen, 
welche  der  Curve  und  der  Fläche  gemein  wären.  Alles  das  wird 
hinreichend  erläutert  werden  durch  die  folgenden  Beispiele. 

70.  Es  existiert  keine  Linie  des  ersten  Grades 
ausser  der  geraden  Linie.  Denn  durch  irgend  zwei  Punkte 
einer  Linie  des  ersten  Grades  und  einen  dritten  willkürlich  an- 
genommenen Punkt  können  wir  eine  Ebene  beschreiben,  welche 
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die  Linie  g^nz  enthalten  muss,  weil  wir  sonst  eine  Linie  vom 
ersten  Grade  haben  würden,  welche  die  Ebene  in  mehr  als  einem 
Punkte  durchschnitte.  In  derselben  Art  können  wir  eine  zweite 
Ebene  bestimmen,  weiche  die  Linie  ganz  enthält;  die  Linie  ersten 
Grades  muss  daher  der  Durchschnitt  zweier  Ebenen,  d.  h.  eine 
gerade  Linie  sein. 

Es  existiert  keine  eigentliche  Linie  des  zweiten 
Grades  ausser  den  Kegelschnitten.  Denn  durch  irgend 
drei  Punkte  einer  solchen  Linie  können  wir  eine  Ebene  legen, 
welche  aus  denselben  Gründen  wie  vorher  die  Linie  ganz  ent- 
halten muss.  Dieselbe  muss  somit  eine  ebene  Curve  des  zweiten 
Grades  sein. 

Die  am  Ende  des  letzten  Artikels  hezeichnete  Ausnahme  tritt 
hier  ein,  wenn  die  Linie  des  zweiten  Grades  aus  zwei  geraden 
Linien  besteht,  die  nicht  in  derselben  Ebene  liegen;  denn  dann 
enthält  die  Ebene  durch  drei  Punkte  des  Sytems  nur  eine  der 
geraden  Linien.  Wir  halten  es  für  unnöthig,  in  dem  Folgenden 
die  Fälle  dieser  Art  ferner  ausdrücklich  zu  erwähnen,  und  wer- 
den nur  von  den  eigentlichen  Gurven  ihrer  respectiven  Ordnun- 
gen sprechen. 

71.  Eine  Curve  dritter  Ordnung  ist  entweder  eine 
ebene  Curve  von  der  dritten  Ordnung  oder  der  t heil- 
weise Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades, 
welche  eine  gerade  Linie  gemeinschaftlich  haben.*) 
(Art.  55.) 

Denn  wird  durch  sieben  Punkte  der  Curve  und  durch  zwei 
ausser  ihr  willkürlich  gewählte  Punkte  eine  Fläche  zweiten  Gra- 
des bestimmt;  so  muss  dieselbe,  wie  vorher,  die  Curve  ganz 


*)  Nicht  ebene  Curven  dritter  Ordnung  sind  zuerst  von  Möbius 
in  seinem  „baryccntrischen  Calcnl“,  1827,  bezeichnet  und  einige  ihrer 
wichtigsten  Eigenschaften  dargetogt  worden.  Zahlreiche  andere  Ei- 
genschaften derselben  wurden  durch  Chasles  in  der  XXXIII.  Note 
seines  „Apercu  historique“  1837  und  in  einer  Abhandlung  von  Lioii- 
ville’s  Journal,  1857,  p.  397  gegeben.  Neuerdings  sind  die  Eigen- 
schaften dieser  Curven  behandelt  worden  von  Schröter,  „Journal 
f.  Math.“  Ud.  LVI,  und  von  L.  Crcinona  .,AnnaIi  di  Materaatica“, 
t.  I,  p.  164,  278;  II,  p.  19;  V,  1.  „Jonrnal  f.  Math.“,  Ed.  LVIII,  p.  138. 
EX.  p.  188.  LXIII.  p.  141.  In  den  Artikeln,  welche  unmittelbar  folgen,  ist 
von  den  Ergebnissen  der  trcflflichen  Cremona'schen  Abhandlungon 
(besonders  „Journal  f.  Math.“,  Ud.  LVIII)  mehrfach  Gebrauch  gemacht. 
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enihallen.  Wenn  die  Hache  zueiteu  Grades  iu  zwei  Ebenen 
zerfällt,  so  kann  die  Gurve  eine  ebene  Curve  sein,  die  in  einer 
dieser  Ebenen  enlballen  ist.  Da  wir  offenbar  ebene  Gurveu  jeder 
Ordnung  in  analoger  Weise  erhalten  können , so  halten  wir  es  för 
unnüthig,  diess  in  späteren  Fällen  besonders  hervorzuheben. 

Vorausgesetzt,  dass  die  Flärlie  zweiten  Grades  nicht  in  zwei 
Ebenen  zerfalle , so  können  wir  eine  zweite  Fläche  zweiten  Gra- 
des durch  die  sieben  Funkte  legen,  und  die  gegebene  Gurve  ist 
dann  nothw endig  ein  Theil  der  Durchschnittslinie  beider  Flächen. 
Der  vollständige  Durchschnitt  muss,  als  von  der  vierten  Ordnung, 
ausser  ihr  noch  eine  gerade  Linie  enthalten.  Es  ist  somit  be- 
wiesen, dass  die  einzige  nicht  ebene  Gurve  von  der  dritten  Ord- 
nung die  im  Artikel  55  erwähnte  ist. 

72.  Der  Kegel,  welcher  eine  Gurve  m*'‘  Ordnung  enthält  und 
dessen  Scheitel  ein  Funkt  derselben  ist,  ist  vom  Grade  {m  — 1), 
somit  ist  der  Kegel,  welcher  eine  Curve  dritter  Ordnung  enthält 
und  seinen  Sclieitel  in  einem  Punkte  derselben  hat,  vom  zweiten 
Grade.*) 

Wir  können  somit  eine  Gurve  dritter  Ordnung  ini 
Räume  durch  sechs  gegebene  Funkte  beschreiben. 
Denn  wir  können  einen  Kegel  zweiten  Grades  beschreiben,  für 
welchen  der  Scheilel  und  fünf  seiner  Kanten  gegeben  sind,  weil 
offenbar  so  fünf  Punkte  des  Schnittes  gegeben  sind,  welchen  eine 
Ebene  mit  diesem  Kegel  bestimmt.  Wenn  nun  sechs  Funkte 
a,  h,  c,  d,  e,  f gegeben  werden,  so  können  wir  aus  dem  Funkte 
n als  Scheitel  einen  Kegel  beschreiben,  welcher  die  Linien  «ö, 
ac,  ad,  ae,  af  zu  Kanten  hat,  und  iu  gleicher  Art  aus  dem  Funkle 


♦)  Chasles  hatte  behauptet.  <lass  umgekehrt  der  Ort  des  Scheitels 
eines  Kegele  vom  2''"  Grade,  welcher  durch  sechs  Punkte  geht,  die 
durch  diese  Punkte  gehende  Curve  dritter  Ordnung  sei.  Aber,  wie  schon 
Weddle  im  „Cambridge  and  Dublin  Matbeniatical  Journal“.  Vol.  V, 
j).  09  ansführte,  der  Ort  dieses  Scheitels  ist  nicht  eine  Curve,  sondern 
eine  B’liiche,  nämlich  diejenige,  deren  Gleichung  durch  Klimination  von 
zwischen  den  vier  Differentialen  von  Ä-{-  iö’  pC'  vH'  erhalten 
wird,  wo  .S,  U,  V,  U'  beliebige  durch  dio  sechs  Punkte  gehende  B'lä- 
ehen  darstellen.  Der  Ort  des  Scheitels  für  einen  Kegel  2'"  Ordnung, 
welcher  durch  sieben  Punkte  geht,  ist  eine  Curve  und  von  der  O'™  Ord- 
nung. 'Wenn  acht  Punkte  gegeben  sind,  so  können  vier  Kegel  durch 
sie  beschrieben  werden.  V’gl.  den  Anfang  des  Kapitel  VI  ,,Vcbcr  die 
Ordnung  von  Systemen  von  Gleichungen“. 


Digitized  by  Google 


91 


h als  Sdii-itel  einen  Kegel , für  «eichen  die  Linien  6o,  bc,  bd,  be,  hf 
die  Kanten  sind.  Der  Durclisclinitt  dieser  Kegel  besteht  aus  der 
gemeinschaftlichen  Kante  ab  und  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  die  durch  die  sechs  Punkte  gehende  verlangte  ist. 

Die  Coustruction  der  Curve  durch  andere  Bedingungen  er- 
fordert die  Kenntniss  anderer  Eigenschaften;  durch  drei  Punkte 
und  drei  gerade  Linien  durch  zwei  Punkte  des  Systems  ist  die 
('.urve  bestimmt,  weil  jene  Punkte  mit  je  zweien  der  Geraden  ein 
Hv'perboloid  bestimnieii;  durch  zwei  Punkte  und  vier  Linien  durch 
zwei  Punkte,  weil  diese  mit  den  Geraden  zwei  homographi.<che 
Büschel  bestimmen  (Artikel  77),  etc. 

Der  Satz,  nach  welchem  die  geraden  Linien,  welche  seclis 
Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  mH  einem  siebenten  Punkte 
derselben  Curve  verbinden,  Kanten  eines  Kegels  vom  zweiten 
Grade  sind,  führt  vermittelst  des  Pascal'schen  Satzes  zu  dem  fol- 
genden: Die  Durchschnittslinien  der  Ebenen  712,  745; 
723,  756:  734,  761  liegen  in  einer  Ebene.*) 

^Venn  diess  Gesetz  für  zwei  Ecken  eines  Siebenecks  erfüllt 
ist,  so  muss  es  auch  für  alle  übrigen  gellen;  denn  dann  sind 
diese  beiden  Ecken  die  Scheitel  von  Kegeln  des  zweiten  Grades, 
welche  die  übrigen  Eckpunkte  enthalten  und  diese  müssen  daher 
in  der  Curve  dritter  Ordnung  liegen,  welche  der  Durchschnitt 
der  Kegel  ist. 

73.  Eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  auf  einem 
einfachen  Hyperboloid  verzeichnet  ist,  schneidet  alle 
Erzeugenden  des  einen  Systems  einfach  und  alle  Er- 
zeugenden des  anderen  Systems  zweifach. 

Jede  Erzeugende  einer  Fläche  zweiten  Grades  schneidet  ihre 
Durchschnitlscurvc  mit  einer  anderen  Fläche  zweiten  Grades  in 
zwei  Punkten,  nämlich  in  denjenigen,  in  welchen  sie  diese  an- 
dere Fläche  schneidet;  wenn  nun  die  Durchschnittscurve  aus  einer 
geraden  Linie  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  besteht,  so  ist 
offenbar,  dass  die  Erzeugenden  der  Fläche,  welche  mit  der  ge- 
raden Linie  von  demselben  System  sind,  da  sie  diese  eben  des- 
halb nicht  schneiden  können,  die  cubische  Curve  in  zwei  Punk- 


*)  Cremona  fügt  hinzu,  dass  wenn  sechs  Punkte  als  fest  und  ein 
siebenter  als  veränderlich  angenommen  sind,  diese  Ebene  durch  eine 
feste  Sehne  der  Curve  dritter  Ordnung  gebt. 
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ten  schneiden  müssen , während  die  Erzeugenden  der  Fläche, 
welche  dem  anderen  System  angehören,  weil  sie  deshalb  jene 
gerade  Linie  in  je  einem  Punkte  schneiden,  die  cubische  Curve 
nur  in  einem  Punkte  schneiden  können. 

Umgekehrt  können  wir  ein  System  von  Hyperboloiden  durch 
eine  Curve  dritter  Ordnung  und  eine  beliebige  ihrer  Sehnen 
(welche  sie  zweimal  schneidet)  beschreiben.  Denn  wenn  wir 
sieben  Punkte  in  der  Curve  und  einen  achten  in  der  irgend  zwei 
von  ihnen  verbindenden  Sehne  annebmen,  so  können  durch  diese 
acht  Punkte  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades  bestimmt 
werden.  Weil  aber  drei  von  diesen  Punkten  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  so  muss  dieselbe  allen  so  zu  bestimmenden  Flächen 
gemcinscliartlich  sein,  ebenso  wie  auch  die  cubische  Curve,  wel- 
cher die  sieben  Punkte  angehören. 

74.  Die  Aufgabe,  die  Enveloppe  von 

af  — 3fet*  + 3c<  — d = 0 

zu  bestimmen,  wo  a,  h,  c,  <1  Ebenen  repräsentieren  und  t ein 
veränderlicher  Parameter  ist,  erkennen  wir  als  einen  speciellen 
Fall  der  im  Artikel  67  discutierten  allgemeineren.  Wir  haben 
r = 4,  m=n  = 3,  a — ß = 0,  ar  = i/  = 0.  p = A = l. 

Das  durch  die  Gleichung  dargestellte  System  ist 
also  von  der  nämlichen  Natur,  wie  das  nach  dem  Ge- 
setz der  Reciprocität  entsprechende  System,  und  alle 
auf  dasselbe  bezüglichen  Sätze  sind  folglich  zweifach. 

Als  ein  System  des  dritten  Grades  muss  es  von  der  Art  sein, 
die  wir  eben  betrachten  und  diess  geht  auch  aus  der  Gleichung 
der  Enveloppe 

(ad  — bc')^  = 4 (ft*  — ac)  (c*  — bd) 
hervor;  denn  sie  zeigt  sofort,  da.ss  irgend  ein  Paar  der  Flächen 
ad  — ftc  = 0,  ft^  — ac  = 0,  c*  — bd  = 0 

eine  gerade  Linie  gemeinschaftlich  haben,  während  eine  Cnrve 
dritter  Ordnung  ihnen  allen  zugleich  gemeinschaftlich  und  somit 
eine  Doppellinie  der  Enveloppe  ist. 

Betrachtet  man  die  Kegel 

ac  = ft*,  bd  = c* 

für  welche 

ft  = 0,  c = 0 
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die  Tangenleiiebeneii  nach  ihrer  gemeinschaftliclicn  Kaule  und 
<1=0,  </  = 0 

die  Tangenlenebenen  der  zweiten  Diirchschniltskanten  dieser  Ebe- 
nen sind,  so  ist  für  einen  Punkt  der  räumlichen  Curve  dritter 
Ordnung 

n : b : c : d = <a’'  : : o : 1 

— den  Scheiteln  der  Kegel  entsprechen  die  Paramelerwerthe 
ca  = oo , ca  = 0.  IMe  Linie  durch  zwei  Punkte  ca, . ca.,  ist 
rt  — (ca,  -|-  caj)  6 -f-  ca,  ca.,c  = 0, 
b — • (la,  -p  caj)  c -j-  ca,  C8j  rf  = 0 
und  die  Ebene  durch  drei  Punkte  ca,,  caj,  ca^ 
a — (ca,  -p  caj  -p  “3)  ^ + (“1W2  + + “3“i)  — ca,CBjCa3</  = ().*) 

Eine  Idnie  des'  Systems  ist  dalicr 

a — 2<a6  -p  ca^c  = 0,  b — 2cac  -p  co^cf  = 0, 
und  eine  Ebene  desselben 

« — 3 ca  6 -p  3 la^  c — ca-'c/  = 0. 

Die  Gleichung  der  Envelnppe  entsteht  wie  vorher  aus  der 
Elimination  des  Parameters  zwischen  den  Gleichungen  einer  Linie 
des  Systems.  Darin  liegen  die  Grundlagen  der  rein  analytischen 
Behandlung  dieser  Theorie. 

Aus  der  oben  gegebenen  Tafel  erkennt  man,  dass  jede  Ebene 
eine  „Linie  in  zwei  Ebenen"  enthält,  oder  dass  der  Schnitt  der 
abwickelbaren  Fläche  mit  einer  beliebigen  Ebene  eine  Doppeltan- 
gente  besitzt;  während  reciprok  entsprechend  durch  jeden  Punkt 
eine  Linie  gezogen  werdeii  kann,  welche  die  cuhische  Curve  zwei- 
mal schneidet,  so  dass  der  Kegel,  welcher  diesen  Punkt  zum 
Scheitel  hat  und  über  der  Curve  steht,  nothw endig  eine  Doppel- 
kaute besitzt.  In  anderen  Worten  giebt  diess  den  Salz:  Eine 
Curve  dritter  Ordnung  im  Raume  hat  zu  ihrer  Projec- 
lion  auf  irgend  eine  Ebene  eine  Curve  dritter  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt. 

Die  drei  Inllexionspunkle  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung 
sind  in  einer  geraden  Linie.  Da  mm  im  Artikel  66  bewiesen 
ward,  dass  die  Inllexionspunkte  den  drei  Ebenen  des  Systems 
entsprechen,  die  durch  den  Scheitel  des  Kegels  gehen,  so  schliessen 


•)  Vcrgl.  „AnaljUsche  Geom.  d.  Kcgelsohn.“  Art.  295  f.,  59. 
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wir,  dass  die  drei  Funkle  des  Systems,  welche  den 
drei  durch  irgend  einen  l’unkt  0 gehenden  Ebenen 
desselben  entsprechen,  in  einer  durch  diesen  Punkt 
gehenden  Ebene  liegen.*) 

Dieser  Doppelpunkt  ist  der  harmonische  Pol  der  Verbindungs- 
linie der  Inflcxionspunklc  in  Bezug  auf  das  Dreieck  der  Inllcxions- 
tangenten;  daher  ist  die  Ebene  der  stationären  oder  Inllexions- 
kanten  des  über  der  Curve  stehenden  Kegels  die  harmonische 
Polarebene  der  Doppelkanle  des  Kegels  in  Bezug  auf  die  von  den 
stationären  Tangentem  lienen  des  Kegels  gebildete  dreiseitige  Ecke. 
Jene  stationären  Tangenlencbenen  sind  aber  die  diircli  den  Punkt 
des  Raumes  gehenden  Ebenen  des  Systems  und  die  Doppelkante 
ist  die  ihn  enthaltende  Linie  durch  zwei  Punkte,  die  Ebene  der 
Inflexionskanten  aber  die  Ebene  der  zugehörigen  drei  Punkte  des 
Systems. 

Andererseits  bildet  die  Doppellangcule  einer  Curve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Rückkehrpunkten,  deren  Tangenten  sich  in 
einem  Punkte  durchschneiden,  die  harmonische  Polare  dieses 
DurchschnitLspunktes  in  Bezug  auf  das  Dreieck  der  Rückkehr- 
punkte. Daher  ist  die  einzige  „Linie  in  zwei  Ebenen", 
welche  eine  Ebene  enthält,  die  harmonische  Polare 
desjenigen  ihrer  Punkte  in  Bezug  auf  das  Dreieck  der 
ihr  angehörigeii  Punkte  des  Systems,  in  welchem  sich 
die  entsprechenden' Ebenen  des  Systems  durchsehnei- 
den.**) 

Ferner  ist  bekannt,  dass  wenn  eine  ebene  Curve  dritter  Ord- 
nung einen  conjugierten  Punkt  hat,  ihre  drei  Inflexionspunkte 
reell  sind,  dass  aber,  wenn  sie  einen  Doppelpunkt  besitzt,  dessen 
Tangenten  reell  sind,  zwei  der  Inflcxionspunkle  imaginär  sind. 
Wenn  also  die  Sehne,  welche  durch  einen  Punkt  0 gelegt  wer- 
den kann,  die  Curve  dritter  Ordnung  im  Raume  in  zwei  reellen 
, Punkten  schneidet,  so  sind .,zwei  der  Ebenen  des  Systems,  welche 
durch  diesen  Punkt  gehen , imaginär.  Und  rcciprok , wenn  durch 
eine  gegebene  Gerade  zwei  reelle  Ebenen  des  Systems  gelegt 
werden  können,  so  schneidet  jede  durch  diese  Gerade  gehende 

*)  Chasles,  Liouville,  1857.  Schröter,  „Journal  f. Math.“ Bd. LVI. 

**)  Cremona,  Annali  II,  1859.  Diese  Gesetze  zeif'en  dieselbe  Ke- 
ciprocität,  die  wir  schon  von  den  Charakleren  der  Curve  im  Allgemei- 
nen bemerkt  haben. 
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Ebene  die  Curve  in  zwei  imaginSren  Punkten  untl  nur  in  einem 
reellen  Punkte.*) 

75.  Diese  Sätze  können  auch  leicht  algebraisch  begründet 
werden.  Denn  der  Berührungspunkt  der  Ebene 
at^  — + 3c<  — d = 0, 

als  durch  die  Gleichungen 
. al  = 6,  bt  — c,  ct  = (l 

gegeben,  kann  durch  die  Ccordinaten 

rt  = 1 , h — t,  c ~ l“^,  d = (■' 
bezeichnet  werden. 

Da  nun  die  drei  Werthe  von  t,  welche  den  drei  durch  irgend 
einen  Punkt  gehenden  Ebenen  des  Systems  entsprechen,  durch 
die  cubische  Gleichung 

a’e  — 3ft'/’  + 3c'/  — d’  = 0 

bestimmt  werden,  so  ist  aus  den  eben  gefundenen  Wcrthen  olTen- 
har,  dass  die  Berührungspunkte  in  der  Ebene 
ad  — 3b'c  + 3c'h  — (Ta  = 0 

liegen,  welche  ihrerseits  den  gegebenen  Punkt  enthält:  Der 
Durchschnittspunkt  von  drei  Ebenen  desSystems  liegt 
in  der  Ebene  der  entsprechenden  Punkte  des  Systems. 

Da  die  eben  geschriebene  Gleichung  durch  eine  Vertauschung 
der  accentuierten  mit  den  nicht  accentuierten  Buchstaben  unge> 
ändert  bleibt,  so  schiiessen  wir:  Wenn  ein  Punkt  A in  der 
dem  Punkte  ß entsprechenden  Ebene  liegt,  so  liegt 
auch  B in  der  dem  Punkte  A entsprechenden  Ebene. 
Und  ferner:  Die  Ebenen,  welche  allen  Punkten  einer  geraden 
Linie  AB  entsprechen,  gehen  durch  eine  feste  gerade  Linie,  näm- 
lich durch  die  Duichschnittslinie  der  den  Punkten  A und  B ent- 
sprechenden Ebenen.  Die  Relation  zwischen  diesen  geraden  Linien 
ist  ülTenbar  reciprok.  Jeder  „Ebene  des  Systems"  entspricht  in 
diesem  Sinne  der  corre.spnndierende  Punkt  des  Systems  und  einer 
„Linie  in  zwei  Ebenen“  entspricht  eine  Sehne,  welche  zwei  Punkte 
verbindet. 

Ueberhaupt:  Das  System  dritter  Ordnung  ist  sich  selbst  re- 


*)  JoRcbimstbal,  „Joarnal  f.  Math."  Bd.  LVI,  p.  45.  Cremona, 
ibid.,  Bd.  LVIII,  p.  14G. 
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ciprok,  es  ist  hinsichtlich  der  Theorie  der  Reciprocitit  das  voll- 
ständige räumliche  Analogon  der  Kegelschniltslinien  in  der  Ebene.*) 
Die  drei  Punkte,  in  denen  eine  Ebene  Aa  Bb  Cc  Dd 
die  Curve  schneidet,  entsprechen  den  Werlhen  des  Parameters  l, 
welche  durch  die  cubische  Gleichung 

ßl'i  + Ct^  + Bl  + A = 0 

bestimmt  sind,  und  wenn  diese  ein  vollkommener  Cubus  ist,  so 
ist  die  Ebene  eine  ,, Ebene  des  Systems“.  Daraus  folgt  sogleich, 
wie  es  Joachimsthal  bemerkt  bat,  dass  jede  durch  den  Durch- 
schnitt zweier  reellen  Ebenen  des  Systems  gelegte  Ebene  die 
Curve  nur  in  einem  reellen  Punkte  schneidet.  Denn  in  solchem 
Falle  wird  die  eben  geschriebene  cubische  Gleichung  die  Summe 
zweier  Guben  und  hat  daher  nur  einen  reellen  Factor. 

76.  Wir  haben  im  Artikel  124  des  1.  Bandes  gesehen,  dass 
eine  doppeltgekrümmte  Curve  dritter  Ordnung  der  Ort  der  Pole 
einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  zweiten  Grades  ist, 
die  eine  gemeinschaftliche  Durchschnittscurve  haben. 

Allgemeiner  wird  eine  derartige  Curve  durch  das  Resultat 
der  Elimination  von  1.  zwischen  dem  System  der  Gleichungen 
Xa  = a,  Xb  = b',  Xc  = c 

ausgedrückt.  Da  nun  das  Doppelschnittsverhältniss  von  vier  Ebe- 
nen, deren  Gleichungen  von  der  Form 

Xa  = tt,  X'a  — a,  etc. 

nur  von  den  Coefficienten  X,  X’,  etc.  abhängt  (vgl.  „Analyt.  Geoni. 
d.  Kegelschn.“  Artikel  .56),  so  kann  diese  Entstehungsart  der 
Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung  folgendermassen  interpretiert 
werden:  Wenn  ein  System  von  Ebenen  durch  eine  ge- 

•)  In  Cremona’g  Abhandlungen  1. 1 und  II  der  ,,Annali“  ist  diese 
Reciprocitiit  vollstiindi^  dargelegt , nachdem  sie  in  den  Abhandlungen 
von  Chasles  und  Schröter  näher  erkannt  war.  Auch  hier  hat  Mö- 
bius in  seiner  Statik  und  in.  einer  Abhandlung  im  X.  Bande  von 
„Crclle’s  Journal“  (p.  317)  schon  sehr  früh  tiefe  Blicke  gethan. 

Jedem  Punkte  im  Raume  entspricht  eine  Ebene  — Focalcbene. 
Nnllcbene  des  Punktes  — und  eine  Gerade  — Directrix;  auch  jeder 
Ebene  ein  Punkt  — Focalpunkt,  Nullpunkt  der  Ebene  — und  eine  Ge- 
rade. Einem  System  von  Ebenen  entspricht  das  System  ihrer  Focal- 
pnnkte,  einem  Punktesystem  das  ihrer  Focalebenen,  und  die  beidersei- 
tigen Dircctrixon  sind  auch  reciproke  Gerade  in  Bezug  auf  die  Curve 
dritter  Ordnung. 
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rade  Linie  nn'  gegeben  ist  und  durch  eine  andere  Linie 
bb',  sowie  durcli  eine  drille  cc'  respective  Ebeuen- 
systenie  gelegt  werden,  welche  jenem  ersten  einzeln 
hoin ographisch  sind,  so  ist  der  Ort  des  Durchschnills- 
punkles  von  je  drei  entsprechenden  Ebenen  der  Sy- 
steme eine  doppelt  gekrümmte  Cur ve  dritter  Ordnung. 
Die  geraden  Linien  aa’,  bb’,  cc  sind  offenbar  „Linien  durch  zwei 
Punkte"  oder  Sehnen  der  Curve.  Es  gilt  aber  auch  der  reciproke 
Salz:  Wenn  drei  gerade  Linien  homographisc li  gelheill 
sind,  so  umhüllt  die  Ebene  von  irgend  drei  entspre- 
chenden Punkten  die  durch  eine  doppeltgekrümmte 
Curve  dritter  Ordnung  erzeugte  abwickelbare  Fläche,  . 
und  die  drei  gegebenen  geraden  Linien  sind  „Linien 
in  zwei  Ebenen"  in  dem  System. 

Die  Verbindungslinie  je  zweier  entsprechender  Punkte  von 
zwei  homogra|)hisch  getheilteii  Geraden  umhüllt  einen  Kegelschnitt, 
wenn  jene  Geraden  in  einer  Ebene  liegen  und  erzeugt  ein  ein- 
faches Hyperboloid,  wenn  sie  es  nicht  llnin.  Wenn  also  eine 
Reihe  von  Punkten  in  gerader  Linie  und  eine  homographische 
Reihe  entweder  von  Taiigenten  eines  Kegelschnitts  oder  von  Er- 
zeugenden eines  Hyperboloids  gegeben  sind,  so  umhüllt  die  Ebene, 
welche  jeden  Punkt  mit  der  entsprechenden  Geraden  verbindet, 
eine  abwickelbare  Fläche,  wie  sie  vorher  bezeichnet  ist. 

Beispiel.  Wenn  die  vier  Flächen  eines  Tetraeders  diircli 
feste  gerade,  Linien  gehen  und  drei  seiner  Keketi  sich  in 
festen  geraden  Linien  bewegen,  so  ist  derOrt  dcrletzten  , 
Ecke  eine  d o p p e 1 1 g c k r ü in  ni  t c Curve  d r i 1 1 e r Ü r d n u n g. 

Eine  heliehige  Anzuld  von  Lagen  der  Basis  bildet  ein  System  von 
Ebenen,  welche  die  drei  geraden  Linien  liuinograpliiscli  thcilen,  in 
denen  die  Basisecken  sich  bewegen;  daraus  folgt,  dass  die  drei  Ebenen, 
die  sich  in  der  Spitze  ilurchschneiden , die  entspreclicnden  Ebenen  von 
drei  lioniugrapliischen  Systemen  sind. 

77.  Ans  den  Sätzen  des  letzten  Artikels  folgt  umgekehrt 
dass  die  Ebenen,  w eiche  vier  feste  „Punkte  des  Systems" 
mit  einer  veränderlichen  „Linie  durch  zwei  Punkte“ 
verbinden,  ein  conslantes  Doppelschnittverhältniss 
bestimmen,  und  dass  vier  feste  „Ebenen  des  Systems" 
irgend  eine  Linie  in  zwei  Ebenen  in  constanlem  Dop- 
pclsclini  ttverliältniss  t hei  len. 

Es  ist  sehr  leicht,  diese  Sätze  unabhängig  zu  beweisen.  So 

Salrann,  Anttl.  («rotu.  il.  It.  T 
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wissen  wir,  dass  der  Diirchscliiiilt  der  abwickelbaren  Fläche  dnrcli 
eine  Kl)cne  des  Syslenis  aus  der  doppell  zu  zählenden  ent- 
sjireclienden  Linie  a des  Syslenis  in  Vei  bindung  mit  einem  Kegel- 
schniU  besieht,  welchen  alle  anderen  Khenen  des  Systems  tangie- 
ren. Die  honiograjthische  Kigenschaft  der  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts zeigt  dann  sogleich,  dass  vier  Fhenen  iles  Systems  irgend 
zwei  Linien  in  zwei  F.henen  .4/?,  .IC  nach  demseihen  Doppel- 
schniltverhältniss  schneiden,  und  ebenso,  dass  ,/C  nach  demselben 
Verhältniss  gelheilt  wird  wie  CD. 

Ein  hemerkenswerlher  specieller  Fall  dii.-ser  Sätze  ergieht  sich 
aus  dem  Umstande,  dass  die  „Linien  des  Systems“  gleichzeitig  „Li- 
nien in  zwei  Ebenen“  und  „Linien  durch  zwei  Punkte“  sind;  ^'ier 
feste  ,,Ehenen  des  Systems“  schneiden  alle  „Linien  des 
Systems“  nach  demselben  Dop|)elschnittvcrhäItniss; 
und  die  Ebenen,  welche  vier  feste  „Punkte  des  Systems“ 
mit  allen  „Linien  des  Systems“  verbinden,  bilden  Sy- 
steme von  conslantcm  Doppelschnitlverhältniss. 

Manche  specielle  Erkenntnisse  können  aus  diesen  Sätzen 
ebenso  erschlossen  wei'den,  wie  es  in  der  ,,Anal.  Geoin.  d.  Ke- 
gelschnitte“ Artikel  406  L geschehen  ist. 

Betrachten  wir  z.  B.  vier  Punkte  des  Systems  «,  ß,  y,  ä, 
und  drficken  aus,  dass  die  Ebenen,  welche  sie  mit  den  Linien 
a,  b verbinden,  und  aß  die  l>inie  yd  hoinographisch  thcileii;  neh- 
men wir  an,  die  Ebenen  ,4,  D schneiden  yd  in  den  Punkten  t,  t\ 
die  Ebenen,  welche  die  Linie  n mit  ß und  die  lAnie  b mit  a 
verbinden,  schneiilen  yd  in  den  Punkten  k,  k\  so  haben  wir 

{tkyd\  = {/r'l'yd}  = {kk'yä^f. 

Wenn  die  Punkte  /,  k'  zusammen  fallen,  so  folgt  aus  der 
ersten  Gleichung,  dass  auch  die  Punkte  k,  l sich  decken  und 
aus  der  zweiten,  dass  die  Punkte  l,  t\  y,  d ein  harmonisches 
System  bilden.  So  erhallen  wir  den  Satz  von  Cremona,  dass, 
wenn  eine  Beihe  von  Sehnen  die  Durchschhittslinie 
einer  Ebene.  A mit  der  Ebene,  die  den  correspondie- 
renden  Punkt  a mit  einer  Linie  h des  Systems  verbin- 
det, durchschneiilen,  sie  auch  die  Durchschnittslinie 

*)  Es  ist  oft  zweckmiissig,  die  Ebenen  des  Systern.s  durch  gros.se, 
die  entsprechenden  Linien  desseihen  dnrcli  kleine  römische,  und  die 
entsprechenden  I'niiktn  durch  griechische  Ituchstahcii  zu  bezeichnen. 
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der  Ebene  y?  mit  der  Ebene  scbneideii,  die  der  Punkt  ß 
mit  der  Linie  a bcstiinint;  dass  sie  nberdiess  in  den 
Srbnitt|)iinkten  mit  diesen  zwei  Linien  und  in  ibren 
llnreb$clinitts|)nnkten  mit  der  Eurre  liarmoniseb  ge- 
lb eilt  werden. 

Her  Leiser  wird  ohne  Schwierigkeit  zn  dem  Falle  übergeben, 
wo  eine  dieser  Linien  in  nncndlieber  Entrernnng  liegt,  und  wo 
daher  die  andere  Linie  ein  nnrclnncsser  wird. 

78.  'Vir  liaben  gesehen,  dass  die  Srbnitte  der  abwickelbaren 
Fläche,  durch  die  Ebenen  des  Systems  kegcisrbnitle  sind.  Ihre 
Punkte  sind  die  llnrchscbnitlspnnkte  der  Linien,  ihre  Tangenten 
die  Schnittlinien  der  Ebenen  des  Systems  mit  der  bezüglichen 
Ebene,  und  die  DnrcbsclinitLslinie  zweier  Ebenen  des  Systems  ist 
eine  geineinsrbariliche  Tangente  der  beiden  enlsprecbenden  Ke- 
gelschnitte. Daher:  Die  Ebenen,  welche  zwei  Kegelschnitte 
berühren,  die  die  D n r c b .s  c b n i 1 1 s I i n i e ihrer  Ebenen  zur 
g e m c i n s c b a r 1 1 i e li  e n Tangente  haben,  sind  0 s c n I a t i o n s - 
ebenen  einer  |{auinrnrve  dritter  Ordnung  und  vierter 
Klasse  und  Tangentenebenen  einer  abwickelbaren 
Fläche  vierter  Ordnung  und  dritter  Klasse. 

Wir  können  den  Ort  der  Eentra  aller  solcher  Kegel- 
schnitte nntersneben , oder  allgemeiner  den  Ort  der  in  Bezug 
auf  sie  ge  nomine  neu  Pole  der  Durcbscbnittslinien  ihrer 
Ebenen  mit  einer  festen  Ebene.  Da  wir  in  jeder  Ebene 
eine  Linie  in  zwei  Ebenen  ziehen  können,  so  dürfen  wir  vorans- 
sclzen,  dass  die  feste  Ebene  durch  den  Dnrcliscbnitt  zweier  Ebe- 
nen des  Systems  A,  R gebe. 

Betrachten  wir  nun  den  Schnitt,  den  irgend  eine  andere 
Ebene  C bestimmt,  so  sind  die  Spuren  der  Ebenen  A und  B in 
ihr  Tangenten  des  Schnittes  und  der  Pol  irgend  einer  durch  ihren 
Durchschnitt  gehenden  Linie  in  Bezug  auf  denselben  liegt  in  ihrer 
Berübrungssebne,  d.  b.  in  der  geraden  Verbindungslinie  der  Punkte, 
in  denen  die  Linien  des  Systems  o,  b die  Ebene  dnrehsebneiden. 
Da  aber  alle  Ebenen  des  Systems  die  Idnien  a,  b homographiseb 
schneiden , so  bilden  jene  Verbindungslinien  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, von  welchem  die  Linien  a,  b Erzeugende  sind.  'Venn 
also  die  Ebene  durch  die  Linie  AB  gelegt  wird,  so  ist  der  Ort 
der  Pole  eben  dieses  Hyperlxdoid.  Es  ist  aber  ferner  olTenbar, 
dass  der  Pol  einer  durch  die  Eerade  AB  gebenden  Ebene  in  der 

7* 


Digitized  by  Google 


100  — 


Ebene  liegt,  weldie  ihre  lianiioniscli  conjngierte  in  Bezug  auf  jene 
Tangenlenebenen  ist.  Der  von  uns  gesu(1itc  Ort  ist  somit  ein 
ebener  Kegelschnitt.  Es  i.st  auch  aus  der  Conslruction  olTenbar, 
dass  so  wie  die  Pole  in  Bezug  auf  eine  feste  Ebene  A XR  — {) 
in  einem  Kegelschnitt  in  der  Eliene  A — XR  = liegen,  anrh 
umgekehrt  der  Ort  der  Pole  in  Bezug  auf  die  letztere  als  feste  Polar- 
ebene ein  in  der  ersteren  Ebene  enthaltener  Kegelschnitt  ist.*) 
79.  Es  ist  endlich  olTenbar  genug,  dass  die  betrachteten 
Curven  dritter  Ordnung  in  vier  Sj)ccies  zerfallen,  je 
nach  der  verschiedenen  Art,  in  welcher  die  Curvc  durch  die 
Ebene  der  unendlirh  entfernten  Punkte  geschnitten  wird.  Dieselbe 
kann  die  Curvc  entweder  in  drei  reellen  Pnnkten  schneiden,  oder 
in  einem  reellen  Punkte  und  zwei  imaginären,  oder  in  einem 
reellen  und  zwei  zusammenfallenden  Punkten,  so  dass  eine  „ Linie 
des  Systems"  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  oder  endlich  in  drei 
zusainmcnfallenden  Punkten,  so  dass  eine  Ebene  des  Systems  mit 
der  unendlich  entfernten  Ebene  zusammenfällt.  Diese  Species  sind 
als  c u b i s c li  e II  y p e r1)  e 1 , c u h i s c h e E 1 1 i ji  s e , c u b i s c h - h y p e r - 
bolischc  Parabel  und  cubische  Parabel  benannt  worden.**) 
OlTenbar  hat  die  Curve,  wenn  .sie  reelle  Punkte  in  unend- 
licher Entfernung  besitzt,  zum  L'nendlichen  fortschreitende  Zweige, 
und  die  „Linien  des  Systems",  welche  den  unendlich  entfernten 
Punkten  cntsjncchen,  sind  Asymptoten  der  Curvc.  Wenn  aber,  wie 
im  dritten  und  vierten  Falle,  eine  Linie  des  Systems  selbst  im 
Unendlichen  i.st,  so  sind  die  Zweige  der  Curvc  von  parabolischer 
Form,  zum  Unendlichen  fortschreitend,  ohne  einer  angebliareii 
Asymptote  unbegrenzt  sieb  zu  nähern. 

Da  die  Kegel  zweiten  Grades,  welche  die  Curvc  enthalten, 
zu  C.ylindcrn  werden,  wenn  ihre  Scheitel  in  unendliche  Entfer- 
nung hinaus  rücken,  so  ist  es  möglich,  drei  Cylinder  zweiten 
Grades  zu  beschreiben,  welrhe  die  Curve  enthalten  und  deren 
Erzeugende  den  Asymptoten  derselben  respective  parallel  sind,  ln 

*)  Die  Sätze  dieses  Artikels  sind  uns  Cremonn’s  Abliandlnng  ge- 
nommen. 

**)  Die  eentrnl-projectivischc  Dar.stcllnng  zweier  Kegel  zweiten 
Orades  mit  einer  gcmcinschaftliclien  Erzeugenden  durch  diese  Letztere, 
die  Spitzi'n  und  ihre  Fluchtlinien  lässt  diese  Kiiitlicilung  ganz  lieson- 
ders  hc<|Ucni  ühersehen  , welche  nhrigenH  zuerst  von  Seydewitz  in 
„Ornnert’s  Archiv“,  Hd.  10,  p.  211  f.  gegehen  wurde. 
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ilftn  Falle  der  rnbisrhen  KIlipse  himI  %>u‘i  dieser  (>yliiider  imaginär, 
in  dem  Kalle  dei’  liyperlxdiselien  Parabel  existieren  mir  zwei  C.ylin- 
der,  deren  einer  parabniiseb  ist,  und  in  dem  Kalle  der  cubisehen  Pa- 
rabel lässt  sieb  mir  ein  paraboliseher  C.yliiider  diireli  die  tmrve  legen. 

Hs  Folgt  yiis  dem  Artikel  7 t . dass  in  dem  Kalle  der  riibi- 
sehen  KIlipse  die  miendlicii  entreriitc  Kbene  eine  reelle  „IJnie 
in  zwei  Kbeiien“  eiitbält,  dass  dieselbe  aber  in  dem  Kalle  der 
rnbiselien  I[yi»erbel  imaginär  ist;  mit  anderen  Worten,  in  dem 
ersten  Kalle,  aber  nielit  im  zweiten,  existieren  zwei  parallele 
„Kbenen  de.s  Systems“.  .\us  der  boniograpbistbeii  Eigenseliaft, 
welelin  im  .Artikel  77  enlwiekelt  wurde,  erkennen  wir,  da.ss  in 
dem  Kall  der  ciibisriien  Parabel  irgend  drei  feste  „Kbenen  des 
Systems“  alle  „l.inien  di*s  Systems“  nacb  gleirbem  Verbältniss 
tbeilen.  In  Folge  des.sen  selineideii  alle  Kbenen  des  Systems  die 
abwickelbare  Fläche  in  Parabeln.  Pas  System  kann  als  die  Kn- 
veloppc  von  .vP  — SyP  + — fl  = 0 betraebtet  werden,  wo 

(/  eine  Konstante  ist.  Kür  weitere  Details  verweisen  wir  auf  die 
Abhandlung  von  Kremona. 

Man  kann  andererseits  nach  den  llmdrelinngshyperbo- 
1 0 i d e n f r a g e n , w e I c h e d n r c h eine  g e g c b e n e C u r v e drit- 
ter Ordnung  geben.  AVenn  a,  o',  o"  die  drei  iinendlirli  ent- 
fernten Punkte  der  Kurve  sind,  so  schneidet  ihre  Ebene  das  sie 
enthaltende  Umdrehungshy(ierboloid  in  einem  dem  Dreieck  aa'a" 
nmgeschriebenen  Kegelschnitt , welcher  mit  dem  imaginären  Kreis 
A'  dieser  Ebene  eine  doppelte  Bernbrnng  bat;  die  Berfiliningssehne 
bezeichnet  die  Stellung  der  cyclischen  oder  Parallelkreisebenen 
dieser  Fläche. 

Die  Untersnchmig  dieser  Krage  gelit  daher  auf  ein  einfaches 
planimetrisches  Problem  zurück,  für  welches  die  llauptgrmullage 
der  Lösung  in  dem  Satze  liegt,  dass  jede  Sehne  einer  .Schaar 
von  Kegelschnitten,  welche  in  zwei  festen  Punkten  einander  dop- 
pelt berühren,  mit  denselben  eine  Involution  bestimmt,  die  in 
der  Berührnngssebne  einen  Doppelpunkt  hat;  und  wobei  man 
lindet,  dass  vier  dem  Dreieck  aa'a"  nmgesebriebene  Kegelschnitte 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berühren  und  dass  dicjic- 
rflhrungsschnen  ein  vollständiges  V'iereck  bilden,  welches  die  Linien 
aa',  a'a",  a”a  zu  Diagonalen  hat. 

Also;  Durch  die  cubische  Hyperbel  gehen  vier  reelle 
Umdrehungshyperboloide;  wenn  man  durch  einen 
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l’iinkl  die  sechs  II  a I hi  eni  ii  ^'sl  in  i eii  der  von  den  drei 
Asym|ilotcn  der  (iiirve  hcstiinmleii  AViiikel  legt,  so 
sind  dinsellien  zu  dreien  in  vier  Khenen  enthalten, 
welche  die  Stellungen  der  Krcisschniltc  dieser  llyper- 
holoide  hezeichnen.  Der  hyperbolischen  Parahel  enlsprechcn 
wie  der  Ellipse  zwei  reelle  Uindrehungshyperholoide,  und  der 
Paiahel  ein  einziges.*) 

8(1.  Wir  schreiten  nun  zur  Classification  der  Ciirven 
höherer  Ordnungen  vor.  Wir  halten  iin  Artikel  60  bewie- 
sen, dass  durch  irgend  eine  Cnrve  zwei  Flächen  beschrieben 
werden  können,  für  welche  in  jedem  Falle  die  niedrigsten  Werthe 
ihrer  Ordnungen  leicht  zu  hestinimen  sind. 

Wenn  wir  mit  den  einfachsten  Werthen  von  p und  v be- 
ginnen und  alle  die  verschiedenen  Fälle  des  Durchschnitts  zweier 
Flächen  von  den  Ordnnngen  p und  v untersuchen,  so  schliessen  wir 
iiothwendig  alle  möglichen  Cnrven  bis  zur  Ordnung  hinauf 
ein,  wo  der  Werth  dieser  Grenze  r in  jedem  Falle  leicht  zu 
linden  ist,  wenn  p und  v gegeben  sind.  Wir  beginnen  mit  dem 
Hinblick  auf  eine  solche  Di.scussion,  indem  wir  die  Characteri- 
stica  der  Durch schnittsenrve  zweier  Flächen  unter- 
suchen.**) 

Offenbar  ist  m = pv,  und  wenn  die  F'lächen  sich  nicht  he- 
rnhren,  wie  wir  diess  zunächst  voraussetzen,  so  hat  ihre  Durch- 
schnittscurve  keine  vielfachen  Punkte  (Band  I,  Artikel  128)  und 
es  ist  daher  ß = 0.  Fm  die  F.haractere  des  Systems  vollständig 
zu  bestimmen,  ist  es  nölhig,  von  ihren  Singularitäten  noch  eine 
weitere  zu  kennen,  und  wir  wählen  r,  die  Ordnung  der  durch  die 
Tangenten  erzeugten  abwickelbaren  Fläche,  zur  Hestimmnng.  Nun 
wird  die  Gleichung  dieser  abwickelbaren  Fläche  durch  Elimina- 
tion von  .t',  y,  z'  zwischen  den  vier  Gleichungen 

U'  — 0,  l\x  -f-  U^w  = 0, 

V'  = 0,  V,x  + r,y  + Vjz  -F  = 0 
erhalten,  in  welcher  U^,  etc.  die  ersten  Differenüalcoeflicien- 

^•)  Cremoiiii,  „Journal  f.  Math.“  Kd.  GXIII,  p.  141.  Vergl.  auch 
„Aunali  di  Mat.“  t.  V. 

**)  Die  in  dem  nachfolgenden  Tlieile  dieses  .\bsehnitts  auseinander- 
geaetzte  Theorie  ist  einer  vom  Juli  18411  datierten  Ahhiindlung  ent- 
nommen, welche  der  VerfasBer  im  „Cambridge  and  Dublin  Mathcmati- 
cnl  Journal“,  Vol.  V,  p.  23  veröffentlichte. 
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ten  der  Polynome  der  FlScheiif'leiehungen  sind.  IHe.se  Gleicliungen 
sind  offenbar  von  den  Gi'aden  fi,  v,  (ft  — 1),  (v — 1)  respeelive, 
und  da  nur  die  /.tvei  letzten  von  iiiuen  .r,  y,  z enliialten,  so 
gehen  diese  Variabein  in  dein  Grade 

ftv  (v— 1)  + ftt-  (ft  — 1)  = fte  (fi  + V— 2) 
in  das  Itesultal  ein. 

Oder  auch  so:  Die  Dediugung,  unter  welcher  eine  „Linie 
des  Systems“  die  willkürlicbe  Linie 

ax  + ßy  + yz  + dw  = (l,  a.x  + ß'y  + y'z  + d'w  = 0 
schneidet , ist 


« , 

ß . 

r • 

d 

u , 

(5'  . 

r . 

^■l. 

u.. 

u,. 

u, 

»'l. 

V,. 

und  dieselbe  ist  offenbar  vom  Grade  (ft  + v — 2).  Diese  Resiil- 
lante  bezeiebuet  eine.  Fläche,  welche  der  Ort  derjenigen  Punkte 
ist,  für  welche  der  Iturcbscbuitt  ihrer  Polarebcnen  bezüglich  der 
Flächen  U und  V die  gegebene  geiade  l.inie  schneidet.  Fnd  die 
Punkte,  in  welchen  dieser  Ort  die  Giirve  UV  .schneidet,  sind 
diejenigen  Punkte,  für  welche  die  Tangenten  der  Gurve  jene  Ge- 
rade schneiden. 

Aus  m = fti',  |3  — 0 , r = fiv  (ft  -p  v — 2)  finden  wir 
dann  nach  Artikel  00 

fl  = 3fie  (ft  -t-  V — 3): 
o = 2ftv  (3ft  + 3e  — 10); 

2h  = yv  (ft—  1)  (v—  1); 

2jr  = fte  {ftr  (3ft  + 3e  — 9)*  — 22  (ft  + e)  -f-  71  }; 

2x  = yv  {ftv  (fi  -p  e — 2)-  — d (ft  -P  v)  -p  s} ; 

2y  = yv  {,ue  (ft  -p  >'  — 2)®  — 10  {y  -p  v)  -p  2S}. 

Man  erhält  für  y = v = 2;  y = v ---  3:  y = 2,  »'  = 3 

die  resjiectiven  Werthgruppeu 

m = 4.  9,  6:  n = 12.  81,  3G;  £«=  16,144,60: 

ß = 0,  0,  0:  Sf  = 38,  3051,  531:  h=  2.  18,  6: 

X = 16,  576,  126;  y = 8,  504,  96;  r = 8,  36,  18. 

81.  Wir  bestätigen  diese  Resultate  durch  die  unabhängige 
Restiminung  der  Zahl  h der  ,,  Linien  durch  zwei  Punkte“,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  können,  d.  h.  der  Zahl  von 
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Linien,  weklic  durch  einen  gegebenen  l’unkl  so  gelegt  werden 
können,  d,tss  sie  je  durcli  zwei  Punkte  der  Diirchsclinillslinic  von 
ü undF  gellen.  Dazu  ist  es  nötliig,  an  die  Methode  zu  erinnei'h, 
welche  iin  I.  liaiidc  iin  12.  Bcisniele  des  .\rtikcl  117  angewendet 
worden  ist,  um  >lie  Gleichung  eines  Kegels  zu  finden,  dessen 
Scheitel  ein  beliebiger  Punkt  ist  und  welcher  durch  die  Durrh- 
schniltslinic  zweier  Flächen  U und  T geht.  Wir  setzen  voraus, 
der  Scheitel  iles  Kegels  sei  in  der  Giirve  genoiinnen , so  dass  wir 
ehensowohl  0-^0  als  V = 0 für  seine  Coorilinaten  haben. 
Dann  erhellt  aus  der  citierten  Stelle,  dass  die  Gleichung  des 
Kegels  das  Resultat  der  Elimination  von  A zwischen  den  Gleirhiingen 

17^3 

SV  + d’r  + — f-  S^V  + etc.  = 0 
1 .2  1.2.3 

ist.  Diese  Gleichungen  sind  in  i von  den  Graden  (ft  — 1) , (e  — 1); 
SU,  S‘U,  etc.  enthalten  die  t'.nordinaten  x,  y,  i',  xyt  in  den 
Graden  (ft — 1),  1,  (ft — 2),  2,  etc.  Die  Form  der  Glieder  der 
Resultante  zeigt  das  Glied  (dt')'"*  Mau  erkennt  somit, 

dass  dieselbe  die  Variabein  x,  y,  z in  dem 'Grade 
V—  1 + V (ft  1)  = flV  — 1 

enthält,  während  sie  x’,  y,  z'  iin  Grade  (ft — 1)  {v — 1)  enthält. 
Jede  Kante  dieses  Kegels  vom  Grade  (fte  — 1).  dessen  Scheitel 
ein  Punkt  der  Curvc  ist,  ist  nothw endig  eine  ,,  Linie  durch  zwei 
Punkte“.  Wenn  wir  nun  die  Coordinaten  eines  Punktes  x,y,z  auf 
dieser  Kegeldäche  als  bekannt  betrachten  und  a-',  y,  z als  gesucht, 
so  hestimnit  diese  Gleichung  vom  Grade  (ft — 1)  (v — 1)  durch  ihre 
Combination  mit  den  Gleichungen  ff  = 0 und  V=  0 die  Punkte, 
welche  den  durch  den  angenommenen  Punkt  gehenden  „Linien 
durch  zwei  Punkte“  entsprechen.  Die  Gesammtzahl  solcher  Punkte 
ist  daher  ftv  (ft — 1)  (v — 1)  und  die  Anzahl  der  Linien  durch 
zwei  Punkte  ist  natürlich  die  Hälfte  von  ihr. 

Die  in  diesem  Artikel  bestimmte  Zahl  werde  ich  die  Zahl  der 
scheinbaren  Doppelpunkte  in  der  lliirchschnittscurve 
zw  ei  er  Flächen  nennen;  denn  einem  in  irgend  einem  Punkte 
gedachten  Auge  scheinen  sich  zwei  Zweige  einer  Gnrve  zu  durch- 
schneiden,  wenn  irgend  eine  von  ihm  ausgehende  gerade  Linie 
jene  beiden  Zweige  schneidet. 


Digitized  by  Google 


105 


82.  Wir  betrarhlen  mm  den  Fall,  wenn  die  Curve  UV  auch 
wirkliche  Po]»  pel pn n k le  hesiUl,  d.  li.  wenn  die  beiilen 
Flächen  sich  in  einem  Punkte  oder  in  mehreren  Punkten  berüh- 
ren. In  diesem  Falle  bleibt  <lie  Zahl  der  scheinbaren  Poppel- 
pmikle  genau  dieselbe,  wie  ini  letzten  Artikel,  und  der  Kegel, 
welcher  über  der  Purchschnittscnrvc  steht  und  einen  beliebigen 
Punkt  des  Itamnes  znin  Scheitel  hat,  hat  die  Verbindungslinien 
des  Scheitels  mit  den  Üerülirnngspnnkten  und  mit  den  schein-  ^ 
baren  Doppelpunkten  überdie.ss  als  Unp|>elkanten.  Penn  es  ist 
leicht  zn  zeigen  , dass  die  L’ntersuclmng  des  letzten  Artikels  die 
Verbindungslinien  eines  willkürlichen  Punktes  mit  ilen  Berülirnngs- 
pimkten  nicht  mnrasst.  Sie  bestimmt  die  Anzahl  derjenigen  Fälle, 
in  denen  der  Hadius  vector  von  irgend  einem  Punkte  aus  zwei 
verschiedene  den  beiden  Flächen  gemcinschartliche  Werthe  hat; 
der  Hadius  vector  eines  Berührungspunktes  hat  dagegen  nur  einen 
für  beide  Flächen  zugleich  geltenden  Werth,  weil  der  Berührungs- 
punkt in  keiner  der  Flächen  ein  Doppelpunkt  ist.  Jeder  Berüh- 
rungspunkt fügt  somit  zur  Zahl  der  Doppelkauten  des  Kegels  eine 
Einheit  hinzu  und  vermindert  somit  den  Erad  der  abwickelbaren 
Fläche  um  zwei  Einheiten.  Diess  könnte  auch  aus  Artikel  80 
abgeleitet  werden,  weil  die  von  den  Tangenten  der  Durchschnitts- 
ciirve  erzeugt»!  Fläche  die  Tangentenebene  in  einem  Bernhrungs- 
jmnkt  als  einen  Factor  einschliessen  muss,  da  jede  Tangentenlinie 
in  dieser  Ebene  die  Durchschnittscurvc  berührt. 

Wenn  die  Flächen  in  irgend  einem  Punkt  eine  stationäre 
Berührung  haben,  (s.  Band  I,  Artikel  129),  so  ist  die  Verbin- 
dungslinie dieses  Punktes  mit  dem  Scheitel  des  Kegels  eine  Cns- 
pidalkante  dieses  Letzteren.  Wenn  die  Flächen  in  l Punkten  ein- 
fache Berührung  und  in  ß Punkten  stationäre  Berührung  haben, 
so  gelten  die  Formeln 

m = ftv;  ß — ß:  2h  = fiv  (ft— 1)  (v— 1)  + 2l; 
r = fiv  {fl  + V — 2)  — 2l  — 3ß. 
und  der  Leser  kann  unschwer  berechnen,  wie  die  übrigen  Zah- 
len des  Artikel  80  niodiliciert  werden.  Man  lindet 
n = 3fte  (ft  + V — 3)  — 6<  — 8ß, 

« =x  fic  {6  (ft  + »')  — 20}  — 12<  — 15/3, 

2ff  = fiv  {9  (ft  + I.  - 3)*  — 22  (ft  -f-  c)  -F  71  } 

+ 4(lK-l-14/3)-F4(3t-|-4/3)  {3/ + 4/3  - 3ftr  (ft  + v - 3)}. 
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2a:  = fir  {fu-  ((«  +1/  — 2)'^  — 4 (ft  + v)  4-  8/  + 8 < + 11  ß 

+ (2/  + :iß]  {21  + :iß-2fiu  iix  4-  »'-2)}. 

2y  = ftv  ,,_2)»  — 10(fi  + »)  + 2S}  + 20<  + 27 ß 

+ [21  + 3ßj  {2f  + 3/J  — 2fir(^  + »--2)}. 

Iler  Aiisdnifk  für  a zeigt,  dass  zwei  Flächen  zweiter  Ord- 
nung immer  nur  entweder  eine  einfaciic,  oder  eine  stationäre 
Heiülirung  liahen  können,  wenn  nicht  ihre  Ünrcl)schniltscnrve 
eine  nneigenllichc  Ourve  ihrer  Ordnung  werden  soll.  Für 


und 

sind 


m = 4 . t = 1 . ß = 0 
m — 4,  t = 0.  ß = 1 


» = (j,4;  (f  = (},  2;  A = 3.2;  « = 4,1: 
a;  = 6.2:  y = 4,  2:  r = 6,  5. 


Andere  Fälle  sind  nicht  möglich. 

Wir  können  so  eine  Grenze  der  Zahl  von  l‘unklen  er- 
halten, in  welchen  zwei  Flächen  sich  herühren  kön- 
nen, w enn  ihre  Durchschnit  tsenrve  nicht  in  Curveii 
niedrigerer  Ordnungen  zerfällt;  denn  wir  haben  nur  die 
Zahl  scheinbarer  [lojjpelpunkte  von  der  Maxiinalzahl  der  Doppel- 
punkte zu  subtrahieren,  welche  eine  Gurve  vom  Grade  fiv  haben 
kann. 

Jene  ist  aber  durch 

fiv  (iu  — 1)  (r  — I) 

2 


diese  durch 


(fK>—  1) 

2 


ausgedrückt;  ihre  Diflerenz.  d.  h.  die  Maxiinalzahl  der  aus  Be- 
rührungen hervorgellenden  Doppelpunkte,  ist  also 

f»'  (ft  + V — 4) 

2 ■ 


für  ^ = V = 2 also  = 1 ; 

für  fl  = }'  = 3 „ = 10; 

für  fl  — 2.  y = 3 „ = 4. 

83.  W’ir  wollen  nun  zeigen,  dass  wenn  die  Durch - 
schnittscurve  zw  eier  Flächen  in  zw  ei  einfachere  Curven 
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zerfällt,  (1  ie  (Iliaraclcrisüca  dieser  Ciirveii  so  verbun- 
den sind,  dass  aus  den  bekannten  der  einen  die  der 
anderen  gefunden  werden  können. 

Es  ward  iin  Artikel  81  bewiesen,  dass  die  l‘unktc  der 
Durcbschnittscurve,  welche  zu  den  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehenden  „Linien  durch  zwei  Punkte"  gehören,  den  nurchschiiitt 
dieser  Curve  VV  mit  einer  Fläche  von  der  Ordnung  (ft— 1)  (e—  1) 
bilden.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  die  Durchsrhniltscurve  in 
zwei  Curven  von  den  Oidnungen  m und  m'  zerfällt,  so  dass 

m nt'  = fiv 

ist,  so  müssen  die  zwei  Punkte  in  irgend  einer  von  jenen  Linien 
entweder  beide  der  Curve  m oder  beide  der  Curve  m',  oder  es 
muss  der  eine  jener,  der  andere  dieser  angchören.  Sei  die  Zahl 
der  Linien  durch  zwei  Punkte  in  der  ersten  Curve  /i,  in  der 
zweiten  A',  und  bezeichne  H die  Zahl  der  Linien,  welche  je 
einen  Punkt  in  jeder  der  Curven  haben,  oder  mit  anderm  Aus- 
druck die  Zahl  der  scheinbaren  r)nrchschnitts|>unkte 
beider  Curven.  Indem  wir  dann  die  Punkte  betrachten,  in  denen 
jede  der  beiden  Curven  die  Fläche  von  der  Ordnung  (ft  — ])  (v — 1) 
schneidet,  erhalten  wir  offenbar  die  Gleichungen 

m (fl  — 1)  [v — 1)  = 2A  -h  //,  m (ft — 1)  (v  — 1)  = 2A'  -p 

also 

2(A  — //)  = (m  — m')  (ft  — 1)  (v — 1). 

Wenn  also  m und  /<  bekannt  sind , so  können  m'  und  A'  ge- 
linden werden.  Um  ein  Beispiel  zu  nehmen,  welches  wir  früher 
disciitiert  haben,  denken  wir  den  Durchschnitt  zweier  Flächen 
zweiten  Grades  ans  einer  geraden  Linie,  für  welche  m'=  1,  A'=0 
ist,  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  bestehen,  also  m = 3,  und 
finden  aus  der  vorher  geschriebenen  Gleichung  A = 1. 

84.  In  gleicher  Art  ward  im  .Artikel  80  bewiesen,  dass  der 
Ort  der  Punkte,  für  welche  die  Durchschnittslinie  der  in  Bezug 
auf  U und  F genommenen  Polarcbenen  eine  willkürlich  gewählte 
Linie  sclincidel,  eine  Fläche  von  der  Ordnung  (ft  -f  v — 2)  ist.  Die 
erste  Curve  schneidet  diese  Fläche  in  den  / Punkten , in  welchen 
die  Curven  m und  m'  sich  durclischneiden , weil  U und  F sich 
in  diesen  Punkten  berühren,  und  in  den  r Punkten,  für  welche 
die  Tangenten  der  Curve  die  gegebene  Linie  schneiden.  Man 


Digilized  by  Google 


108 


hat  dann 

OT  fu  4"  >'  — 2)  — r i , m'  (|u  + V — 2)  = r'  4-  t , 

(m  — m')  (fi  4-  V — 2)  = /•  — »■'. 

eine  (iloidiiing,  mpIcIih  leirlil  als  ans  der  des  Iflzlfn  Artikels 
hervoiRehend  bewiesen  werden  kann. 

Der  Dnrchsriinilt  der  coneenli'isclicii  Keyel,  wehlie  filier  den 
r.nrveii  m,  m sieben,  wird  Gebildet  von  den  l Unien  narb  den 
wirklieben  Dnrelisrbnills|iunkten  der  (!iir\en  und  den  H Linien, 
die  den  sebeinbaren  Diircliscbni(ls|iiinklen  ents|)rechen;  und  die 
Gleiebnng 

J{  l z=  mm 

wii'd  leicht  diireb  die  Werlbe  beslätigl , die  eben  l'nr  II  und  l 
gerundeii  worden  sind,  indem  man  erinnert,  dass  nneb  die  Ite- 
lalionen  gelten 

m'  = |iiv  — m,  r = m (m  — 1)  — 2A. 

85.  Narbdem  mm  die  zur  Anwendnng  kommenden  Drinei|neii 
begründet  sind,  wenden  wir  uns  zur  Anlzälilung  der  verschiede- 
nen Spccies  von  Cnrveii  der  vierten  Ordnung. 

Jede  doppelt  gekrümmte  ('.  n r v e vierter  0 r d n u n g 
liegt  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Denn  die  durch 
nenn  Punkte  der  Curve  bestimmte  Fläche  zweiten  Grades  muss 
nach  Artikel  69  die  Curve  vollständig  enthalten.  Aber  cs  ist 
nicht  allgemein  wahr,  dass  durch  eine  solche  Curve  eine  zweite 
Fläche  zweiten  Grades  beschrieben  wei  den  kann.  Es  giebt  daher 
zwei  Hauptfamilien  von  Curven  vierten  Grades,  näm- 
lich diejenigen,,  welche  Durebsebn i ttscurven  zweier 
Flächen  zweiten  Grades  sind,  und  die  andern,  durch 
welche  nur  e i n e F I ä c h e z w e i t e n G r a d e s gelegt  werden 
k a n n.’*) 

Wir  beginnen  die  Itelrachlung  mit  den  Curven  der  ersten 
Familie. 

Die  Charactere  iler  Durrhschnittsenrve  zweier 
Flächen  zw  eiten  G rades,  die  sich  nicht  berühren,  sind 
nach  Artikel  80 

m r=  4,  » = 12,  r = 8,  « = 16,  ß = 0,  x = 16, 

!/  = 8,  g = HS,  h = 2- 

*)  nie  Existenz  ilicxer  zweiten  Familie  von  Ourven  vierten  Oradea 
ward  zuerst  in  der  vorher  angezogenon  Abhandlung  bewiesen. 
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Mehrere  von  diesen  Kesultalen  können  nnabliäiigig  begründet 
werden.  So  haben  wir  im  Artikel  160  des  I.  Bandes  die  Gleich- 
ung der  abwickelbaren  Fläche  gegeben,  welche  durch  die  Tan- 
genten der  Curve  gebildet  wird,  und  die  vom  achten  Grade  ist; 
eben  dort  ist  auch  bewiesen,  dass  die  abwickelbare  Fläche  in 
jeder  der  vier  Flächen  des  gemeinschaftlichen  sich  selbst  coiiju- 
gierten  Tetraeders  eine  Doppellinie  von  der  vierten  Ordnung  hat; 
in  Folge  dessen  Ist  x = 16.*) 

Jede  von  diesen  Curven  vierter  Ordnung  gebt  durcli  die  vier 
Punkte  der  Hauincurve,  in  denen  sie  von  Erzeugenden  desjenigen 
die  Curve  enthaltenden  Kegels  zweiten  Grades  berührt  wird,  des- 
sen Spitze  der  Pol  ihrer  Ebene  ist.  Die  entsprechenden  Uerüh- 
rnngsebenen  desselben  sind  die  stationären  O.sculatiunsebcnen  der 
(äirve.  « 

Ferner  ist  im  Artikel  160  des  1.  Bandes  gezeigt  worden, 
dass  die  Gleichung  der  Osculationschcne  von  der  Form  S'l’=sy 
ist,  wenn  U und  V die  Tangentenebenen  zu  V und  V in  dem 
Punkte  bezeichnen;  sie  enthält  die  Coordinateu  des  Berühriings- 
])unktes  im  dritten  Grade. 

Wenn  dann  gefordert  wird,  durch  irgend  einen  angenom- 
menen Punkt  eine  Osculationsebene  zu  legen,  so  sind  die  Berüh- 
rungspunkte durch  die  Durcbsclinitte  der  Curve  VI'  mit  einer 
Fläche  vom  dritten  Grade  bestimmt,  und  die  Aufgabe  nimmt  da- 
her zwölf  Auflösungen  au,  d.  i.  n>an  hat  n = 12. 

Endlich  ist  offenbar  jede  gerade  Erzeugende  einer  die  Curve 
enthaltenden  Fläche  zweiten  Grades  eine  ,, Linie  durch  zwei  Punkte“ 
(Artikel  73):  und  da  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  eine  Fläche 
zweiten  Grades  von  der  Familie  U + kV  = 0 beschreiben  können, 
so  sind  die  beiden  durch  diesen  Punkt  gehenden  geradlinigen 
Erzeugenden  derselben  zwei  „Linien  durch  zwei  1‘imkte“,  d.  i. 
h = 2. 

Die  „Linien  durch  zwei  Punkte“  können  überdiess  durch 
folgende  Construction  gefunden  werden,  deren  Begründung  leicht 
zu  erkennen  ist;  Man  legt  durch  den  gewählten  Punkt  0 und 
durch  die  Durchschnittslinie  seiner  Polarebenen  in  Bezug  auf  die 

*)  Es  tiiitte  ancli  ausgesprochen  werden  mögen,  dass  die  zweien 
Flächen  zweiten  Grades  gemeinschaftlich  umschriebene  abwickelbare 
Fläche  einen  Kegelschnitt  in  jeder  der  Hauptebeneu  als  Duppcilinic 
hat;  siehe  Hand  1,  Artikel  158.  Uic  Zahl  y = 8 geht  daraus  hervor. 
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iK-idcn  Fläi-Iien  zneittMi  Grades  eine  El>ene;  sie  bestimml  mit  der 
Ciirvc  vierter  Ordimiig  vier  l'miktc,  welclie  in  zwei  sieli  in  0 
duiTliscliiieidendeii  geraden  l.inien  liegen. 

Kille  Klirre  dieser  Art  wird  nacli  Band  I,  Artikel  120  dnrrli 
arlit  IMiiiktc  bestimmt. 

80.  Wenn  zweitens  die  beiden  Fläcben  zweiten  Gra- 
des sieb  berübren,  so  besitzt  nacb  Artikel  82  der  fiber  der 
(mrve  stehende  Kegel  eine  Doppelkante  nielir  als  iiii  ersten  Falle 
und  die  abwickelbare  Flärlie  ist  von  einem  um  zwei  Einbeiten 
niedrigerem  Grade. 

Also  bat  man 

m = 4,  n = 6.  r = 6,  y G,  h ■=  \\,  a — 4, 
ß = 0,  a-  — 6,  y — 4. 

Die  Doppeleurve  sce.lister  Ordnung  wird  von  zwÄ  ebenen 
Kurven  dritter  Ordnung  gebildet,  die  in  den  l'olarebenen  der 
Spitzen  iler  beiden  Kegel  zweiten  Grades  liegen,  welebe  die  (airvc 
entlialten  — abgesehen  von  demjenigen,  w elf  her  aus  dem  Doppel- 
punkt bescliriehcn  ist  und  dessen  Polurebene  natiirlieb  diireli 
diesen  selbst  gebt;  jede  derselben  begegnet  der  Kurve  in  zwei 
Punkten,  denen  als  zugehörige  Tangentenebenen  des  Kegels  sta- 
tionäre Ebenen  entsprechen. 

Drittens  können  sieb  die  Flächen  zweiten  Grades 
in  einem  stationären  Punkt  berübren,  und  wir  haben 
m = 4,  n = 4,  r = G,  y — 2,  /i  = 2,  «=1, 
ß = l,  X = 2,  y — 2. 

Die  Ebene  des  Doppeikegelscbnitts  ist  die  Polarebcne  des 
Scheitels  von  dem  einzigen  Kegel  zweiten  Grades,  der,  ausser 
dem  vom  Rückkebrpmikt  bestimmten,  die  Kurve  enthält;  der 
Kegelschnitt  schneidet  die  Kurve  in  dem  der  stationären  Ebene 
entsprechenden  Punkte. 

Diess  System  kann  als  die  Enveloppc  von 
al'  -f-  6c/’  + 4(11  -f.  c = 0 

angesehen  werden,  wo  / einen  veränderlichen  Parameter  bezeich- 
net. *)  Die  Enveloppc  ist 

(r/e  -j-  = 27  [ace  — <kP  — c^j*, 

welche  in  entwickelter  Form  den  allen  Gliedei'ii  gemeinscliaD- 

X — 

*)  Dii'Ho  Kenierkuug  vorilankt  der  Autor  A.  Ciiyley. 
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lidien  Factor  a aiis/iischeiden  gei>taUct  und  sich  so  auf  den  fünf- 
ten üiad  rcdiiciert.  Die  Cnspidalkante  ist  der  niirchschnitt  von 
«c  3c^  = 0 mit  4 c«  — = 0. 

Weil  ein  Kegel  vom  vierten  firadc  nicht  mehr  als  drei  Dop- 
pelkanten haben  kann,  so  können  zwei  Flächen  zweiten  (liades 
sich  nicht  in  mehr  als  einem  Funkte  berühren,  ohne  dass  ihre 
Durchschnillsriirve  in  einfachere  Curven  zerfällt.  Wenn  sie  sich 
in  zwei  Funkten  derselben  geraden  P^rzeugeuden  berühren,  so  ist 
dieselbe  uothwendig  den  Flächen  gemeinschaftlich,  und  der  Durch- 
schnitt zerfällt  in  eine  gerade  Linie  und  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung. Wenn  sie  sich  in  zwei  Punkten  berühren,  die  niclit  der- 
selben Erzeugenden  augehören,  so  zerfällt  die  Durchschnittsciirve 
in  zwei  ebene  Kegelschnitte,  deren  Ebenen  sich  in  der  geraden 
Verbindungslinie  jener  Funkte  durchschneideu. 

87.  W ir  erinnern  hier  an  die  am  Schlüsse  des  Artikel  60  ge- 
machte Bemerkung  von  der  Erzeugung  der  abwickelbaren  Flächen 
durch  die  gemeinschaftliche  Berührung.sebeiie  zweier  Directrixtm ; 
sie  ist  schon  bei  dem  System  dritter  Ordnung  bestätigt  worden 
(Art.  78),  und  wir  wollen  hier  das  der  vierten  Ordnung  im  Hückhlick 
auf  Artikel  160  des  ersten  Bandes  nach  Massgahe  derselben  Idee 
kurz  betrachten.  Wir  fügen  so  zu  dem  Vorigen  die  reciproken 
Oesichtspunkte. 

Denken  wir  zwei  Kegelschnitte  k,  Ar,  in  parallelen  Ebenen,  lu*- 
zogen  auf  ein  Coordinatensystem  aus  der  Ebene  des  ersten  und 
den  Ebenen  der  parallelen  conjugierten  Durchmesser  b,  c und  b',  c 
bei  dem  in  der  Achse  der  x gemessenen  Abstande  a von  beiden, 
und  sind  tj,  f;  ij',  J'  die  (’oordinateii  der  derselben  „Linie 
des  Systems“  angehörigen  Funkte  der  Directri.ven,  so  hat  mau 


I = 0. 


1 

b'^ 


= l:  r 


b"’ 


— i: 


der  Farallelismus  der  Tangenten  fordert 

7]  C"^  7} 

^ J ~ 

und  die  rileichungen  der  Linien  des  Systems  .sind 
also  für  z = 0 

(r  - f)  y =-  vS'  - V?.  (r  - fl 
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Die  Elimination  _ von 

V- 

f 

V- 

liefert 

b'^c"^  — b'V 

+ 

und  ähnlich 

tr 

.2 

+ 

1"^ 

/.wischen  diesen  Gleichungen 

^ 

c ^ 

_ ~~  “ _ 0 


Diese  Gurven  sind  Doppelcurven  der  Fläclie,  wie  die  Direc- 
trixen  selbst  und  können  zugleich  als  Kegelschnitte  durch  k^, 
hezeichne  twerdeu.  Sie  liegen  in  den  Ebenen  der  parallelen  con- 
jugierten  Durchmesser  der  ersten  und  haben  ihre  Centra  in  der 
Verbindungslinie  der  (ientra  von  jenen , etc.  Man  bat  die  Äbscisse 
des  Gentrunis  von  A-j  und  die  halben  l.üngcn  der  den  Achsen  x 
und  y parallelen  conjugierten  Durchmesser 

ac^  j ^ — c '^b^ 

” (.7 f.'2  • P fgl  — p'Sji  ’ ^ (.7  — f.'7 

Die  Gleichungen  der  Linie  des  Systems  zeigen  leicht,  dass 
das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  constant  ist,  welche  eine 
solche  mit  den  vier  Doppelcurven  der  abwickelbaren  Fläche  ge- 
mein hat.  Wenn  die  zwei  Kegelschnitte  A, , Aj  concentrisch  sind, 
so  liegt  eine  der  Doppelcurven  im  Unendlichen,  während  die 
letzte  gleichfalls  mit  jenen  concentrisch  ist  und  das  besagte  Dop- 
pelverhältniss verwandelt  sich  in  ein  einfaches  Verhältniss. 

Die  Ebene 


Jx  + By  + Cz  = 1 


ist  eine  Ebene  des  Systems,  wenn  sie  die  Tangenten  der  Directri- 
xen  in  zwei  Punkten  derselben  Linie  des  Systems  enthält,  also  für 


Eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Centrum  tler  Achse  x 
angehört 


{x- 


+ 


r 


+ = ' 


berührt  diese  Ebeni'  für 


A'‘  (A'^-a-,2)  -f-  J5V  + + 2^J-,  — 1 = 0. 

Die  Elimination  von  y,  if,  f aus  dieser  Gleicbung  mit  Hilfe 
lies  Früheren  liefert  die  Itedingungen , unter  welchen  alle  Ebenen 
des  Systems  diese  Fläche  zweiter  Ordnung  berühren,  in  dei-  Form 
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A*  = a*,^  — aX) , fi^ 


a — .r, 
a 


+ 


a 


+ 


X, 


1111(1  ihre  Eiiiriihning  in  die  lileicliung  der  Flüelie  zweiter  Ordnung 
die  allgemeine  Gleiclinng  der  Fläelien  zweiter  Ordnung,  welehe 
der  Ahwickelungsfläclie  eingeschrieben  sind. 


{x  — a-,)- 


,•2 


+ - 


ay 


+ 


aT|  ib"^  — 6*)  + «6^  a;(  (c**  — c’)  + 


.2=  1- 


Ordnet  inan  diese  Gleirlinng  nach  Potenzen  von  a-,, 

+ Bx^^  Cx^  + D = {). 

. ^2x-a). 


c-  — r*  1/*  — 6’ 

.4  = + _ _ r 

(1  a 


(7/2  — Ifi)  Ic’i c2\ 

-V  -•  > x^  + (2c2  — c‘^)  -F  {2b--  — b'^)  x‘ 


b'^C^  b^C^  — 2/>^C* 


(2a:  — o). 


b' *c^  b*c‘^  — 2b^c^ 

C = J L a;*  — achß  — nbh'^  — 6V  (2x  - a). 

D = b-^c^x--. 


so  liefert  die  Elimination  von  a*,  zwischen  ihr  und  der  derivierten 
rileichnng 

3.-fa-,2  + 2ß.r,  + C = 0 

in  der  Form 

27.1-0^  — i%ABCI>  — B‘C-  + AB'D  + A(^A  = 0 
die  Gleichung  der  ahwickelbaren  Fläche,  vom  achten  Grade. 

Die  Rückkehrkanle  derselhen  ist  durch 


B-  — -AAC  — 0,  C--  — -ABD  = 0 

(largestellt. 

Verschiedene  hekannte  Resultate  lassen  sich  hiermit  verbin- 
den, z.  R.  (lass  die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  in  Bezug  auf 
alle  der  Abwickelungsflächc  eingeschriebenen  Flächen  zweiter  Ord- 
nung in  einer  geraden  Linie  liegen;  dass  jede  solche  eingeschrie- 
bene Fläche  mit  ihr  acht  gerade  Linien,  vier  von  jedem  System 
der  Erzeugenden,  gemein  hat. 

Wenn  die  dritte  Directrix  die  Ebene  der  ersten  berührt,  os 
bat  man 

Salmon,  Anal.  G«om.  <1.  Itauine».  II.  ^ 
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und  die  zweite  der  Directrixen  deckt  die  erste  von  ihnen  und 
die  vierte  berülirt  gleirhralls  die  Ebene  der  ersten.  Man  bat 
« = 0.  A’  = fi^ 


d.  li.  alle  die  eingesdiriebenen  Flächen  berfdiren  einander  und 
die  Ebene  der  vereinigten  Uireclrixen  ini  Anfangspunkt.  Man 
findet 


B = — 


+ cY-  + l>V  — 2 


7*  - 1h‘^ 


C = C'c^x,  C = ^ X - 2h\ 

P 

D = b'-clx'^, 


und  kann  die  allgeindne  Gleichung  der  Fläche  danach  modificicrcn. 
Da  eine  zweite  eingeschriebene  Fläche  zweiten  Grades  im  allge- 
meinen Fall  durch  ihre  Parameter  A',  n',  v und  den  Abstand 
Jx^  ihres  Centrunis  von  dem  der  ersten  Fläche  mittelst  der 
Formeln 

A'*  = (.r,  -p  — (x^  -J-  /4a;,)  a, 

^'2  =z  b'^  — (62  _ b"’-), 

(l 

/O  ■!  “F  /4x,  . 

a 

bestimmt  ist,  so  gehen  umgekehrt  aus  den  Gleichungen  zweier 
solcher  eingeschriebenen  Flächen  die  Charactere  der  Abwlckelungs- 
llächc  hervor.  Die  Flächen  unterliegen  dabei  der  Bedingung, 
dass  die  der  Verbindungslinie  ihrer  Centra  conjugierten  Diametral- 
ebenen  einander  parallel  sind;  aber  durch  die  Bildung  eines 
centralcollinearen  Systems  erhallen  wir  ohne  Veränderung  der  Re- 
sultate den  allgemeinen  Fall;  die  vier  Doppellinien  zweiten  Gra- 
des in  der  abwickelbaren  Fläche  liegen  in  Ebenen,  deren  jede 
in  Bezug  auf  beide  gegebene  Flächen  den  Durchschnittspnnkt  der 
drei  übrigen  zum  Pol  hat. 

Denkt  man  sich  die  beiden  gegebenen  Flächen  als  confocal, 
also  concentrisch,'  von  gleichen  Achsenrichtungen  und  denselben 
Brennpunkten  der  Hauptschnitlc , so  findet  man,  dass  die  umge- 
schriebene Abwickelungsfiächc  den  imaginären  Kreis  in  der  un- 
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endlich  cnlfernlen  Ebene  zu  einer  Doppelcurve  hat.  (V'gl.  Band  I 
Artikel  156  f.) 

88-  Diese  Umhfdlungsnäche  entspricht  der  räumlichen  Gurve 
vierter  Ordnung,  welche  aus  dem  Durchschnitt  zweier  Flächen  zwei- 
ten Grades  hervorgeht,  nach  dem  Gesetze  der  Heciprocität.  Die 
Eigenschaften  der  einen  liefern  daher  auch  Eigenschaften  der 
andern. 

Die  Hückkehrkante  dieser  Fläche  ist  von  der  Ordnung  12 
und  der  Klasse  4-  Da  die  Fläche  selbst  von  der  achten  Ordnung 
ist,  so  wird  ihr  Durchschnitt  16'"  Ordnung  mit  einer  eingeschrie- 
benen Fläche  zweiten  Grades  von  jenen  8 Erzeugenden  und  der 
doppelt  zählenden  Berührungscurve  4'"  Ordnung  zwischen  beiden, 
die  auch  von  jenen  herfihrt  wird,  zusammengesetzt. 

Der  betrachteten  Erzeugung  durch  zwei  Kegelschnitte  gemäss 
wird  jeder  der  vier  Kegelschnitte  von  vier  Erzeugenden  der  Fläche 
berührt , ihre  Berührungspunkte  sind  stationäre  l'unkte  der  Fläche. 
Die  Ebenen,  welche  durch  die  von  demselben  Punkt  eines  Kegel- 
schnitts ausgehenden  Erzeugenden  paarweis  bestimmt  sind,  um- 
hüllen den  aus  dein  l’ol  seiner  Ebene  beschriebenen  Kegel  4'" 
Klasse.  Der  ebene  Ouerschnitt  der  Fläche  ist  von  der  Ordnung  8, 
der  Klasse  4,  und  besitzt  8 Dop|)clpunkte,  12  Kückkehrpunkte, 
2 Doppeltangenten.  Der  Kegel,  der  aus  einem  Punkte  der  Rück- 
kehrkante  der  Fläche  von  den  durch  ihre  Erzeugenden  bestimm- 
ten Ebenen  umhüllt  wird,  ist  von  der  Klasse  8 und  der  Ord- 
nung 12  und  hat  4 Inflexionstangentenebencn,  16  Itückkclirlan-, 
gentenebenen,  16  Doppeltangentenebenen  und  38  Doppelkanten.*) 

Den  beiden  speciellen  Fällen  der  Gurve  vierter  Ordnung  ent- 
sprechen specielle  Fälle  der  umgeschriebenen  Atiwickelungsllächej 
sie  entspringen  aus  der  einfachen  und  der  stationären  Berührung 
der  dirigierenden  Flächen.  Die  crstcre  ist  von  der  Ordnung  und 
Klasse  6,  zeigt  ebene  Schnitte  derselben  Art  mit  4 Rückkehr- 
punkten und  Inncxionslangcnteri  und  6 Doppelpunkten  und  Dop- 
pcltangenten. 

Die  andere  ist  von  der  5‘™  Ordnung  und  der  4''"  Klasse, 
hat  eine  Inllexionserzeugcnde,  eine  Uückkehrkante  d'"  Ordnung  (C) 


•)  Von  den  Curven  vierter  Ordnung  ans  zwei  Flachen  zweiten 
Grades  und  den  entsprechenden  abwickelbaren  Flächen  hat  Chasics 
gehandelt  in  „Comptes  rendns“,  t.  LIV.  p,  317,  418,  715. 

8* 
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iiiil  L'inom  sUtlionären  Punkte  (a),  die  von  jener  Indcxionskante 
in  b berührt  wenle,  und  eine  Do]ipelcurve  2‘"  Ordnung.  Srlinei- 
det  die  Inllexionserzengeiide  dann  die  dein  l'unkte  a enli<prerliende 
Ebene  des  Systems  C in  c , und  die  Erzeugende  der  Fläclie  aus  a 
die  durch  b gellende  Eliene  des  Systems  C in  d,  so  ist  abcd  ein 
Tetraeder,  dessen  l'läcben  ucd  und  bcd  Tangenlenebeiien  und 
de.sscn  Kanten  ad,  bc  Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche  sind. 

Jede  Erzeugende  der  Fläche  schneidet  eine  andere,  und 
inan  kann  sie,  wie  die  zugehörigen  Herühriingsebenen  der  Fläche 
und  die  zugehörigen  nerfihriingspuiikte  der  Hückkehrkante  als 
conjugierte  Linien,  Ebenen  und  Punkte  res|iectivc  bezeichnen.*) 

Die  geraden  Verbindnngslinieii  conjiigierler  Punkte  gehen 
durch  c und  bilden  einen  die  Knckkehrkaiite  doppelt  berübren- 
den  Kegel  zweiten  (irades.  Denselben  Kegel  umhüllt  die  Ebene 
zweier  conjugierler  (ieraden ; dabei  beschreibt  der  Durchschnitts- 
punkt derselben  in  der  Ebene  abd  den  Do|ipelkegeisclinilt  der 
Fläche;  derselbe  wird  von  der  Diirchscbiiittslinie  conjiigiertcr 
Ebenen  umhüllt.**)  Das  Ebeiienbüscbel , welches  die  Paare  con- 
jugierler  Punkte  mit  der  Kante  ad  bestimmen,  ist  involutorisch 
und  aed,  abd  sind  seine  Doppel-  oder  Hrennebeiien ; dieselben 
Ebenen  bilden  in  der  Inilexionserzeugenden  bc  eine  Involution 
von  den  Doppelpunkten  b und  c. 

Dass  die  Fläche  die  abwickelbare  Einhüllung  zweier  Kegel- 
gchnitte  ist,  die  einen  genieinscbartlichen  Punkt  haben  und  von 
denen  der  eine  die  Durchschnittslinic  ihrer  Ebenen  berührt,  folgt 
aus  dem  Vorigen. 

89.  Wenn  eine  Ciirve  vierter  Ordnung  nicht  der  Durchschnitt 
zweier  Flächen  vÄin  zweiten  Grade  ist,  so  muss  sie  der  theil- 
weise  Durchschnitt  einer  Fläche  zweiter  und  einer 
Fläche  dritter  Ordnung  sein.  Wir  haben  bereits  gesehen, 
dass  sich  eine  Fläche  zweiten  Grades  immer  durch  die  Curve 
legen  lässt;  wenn  wir  alsdann  durch  dreizehn  Punkte  in  ihr  und 
durch  sechs  andere,  welche  nicht  in  der  nämlichen  Ebene  liegen 
dürfen,***)  eine  Fläche  dritter  Ordnung  beschreiben,  so  muss 

*)  L.  Cremona,  „Comptos  remtus“,  t.  LIV',  p.  60t. 

**)  Wie  sich  (taraufoin  System  geometrischer  Verwandtschaft  grün- 
den lasst,  vergleictic  man  in  der  interessanten  Ausfühning  a.  a.  O. 

***)  Diese  Kinschrünhuug  ist  deshalb  nothwendig,  weil  sonst  dio 
Fiächc  dritter  Ordnung  aus  einer  Ebene  und  einer  Fläche  zweiten  Gra- 
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dieselbe  die  gegebene  Ciirve  vüllstäiulig  entbalten.  Her  Diirch- 
srbnitt  dieser  riibiscbeii  mit  der  vorbor  Iteslimmten  (|iindralisrliei) 
Fl.irlie  muss  die  gegebene  Cnrve  vierter  Urdnimg  in  Verbindung 
mit  einer  Linie  zweiten  Grades  sein,  und  die  sclieinbaren  Doppel- 
punkte der  beiden  Ciirven  sind  durch  die  Ilclation  h — ;/  = 2 
verbunden,  wie  man  durch  Einsetzung  der  Wertbe 
wi  = 4,  m'  = 2,  ft  = 3,  v = 2 
in  die  Formeln  iles  Artikel  83  erkennt.  Wenn  die  Linie  zweiten 
Grades  eine  ebene  Gurve  ist,  d.  b.  ein  Kegelsclmitt  o<ler  ein 
Paar  sieb  schneidende  gerade  I.inien,  so  ist  h’  = 0 und  daher 
A = 2 : die  Cnrve  vierter  Ordnung  ist  somit  eine  von  der  vorher 
besprochenen  Art,  welche  zwei  scheinbare  Doppel|)unkte  besitzt. 
Es  ist  ausserdem  leicht  zu  erkennen,  dass  immer,  wenn  eine 
cubisrhe  und  eine  (piadratische  Fläche  eine  ebene  Curvc  gemein 
haben,  durch  den  übrigen  Theil  der  Dnrcbschnittscurve  eine 
zweite  quadratische  Fläche  gelegt  werden  kann;  denn  die  Gleich- 
ungen der  Flächen  sind  respective  von  den  Formen 
zw  = Hj  , zPj  = i/jX ; 
sic  durchschneiden  sich  also  in 

Pj  = ocw. 

Wenn  dagegen  die  quadratische  und  die  cnbischc 
Fläche  zwei  gerade  Linien  gemein  haben,  die  nicht 
in  derselben  Eb  ene  liegen,  so  bilden  diese  ein  System  mit 
einem  scheinb,iren  Doppelpunkt,  weil  durch  jeden  Punkt  eine 
beiden  Geraden  gemeinschartlichc  Transversale  gezogen  werden 
kann.  Weil  somit  A' = 1 , so  ist  A = 3,  d.  h.  diese  Cnrven 
vierter  Ordnung  haben  ilrei  scheinbare  Doppelpunkte 
iind'*sind  daher  wesentlich  von  den  vorher  discutierten  verschie- 
den, welche  deren  nicht  mehr  als  2 haben  können. 

Die  numerischen  Charactere  dieser  Curven  sind  genau  die 
nämlichen,  wie  die  der  ersten  Species  in  Artikel  86,  da  der  über 
einer  solchen  Curve  stehende  Kegel  drei  Doppelkantcn  besitzt, 
und  der  Unterschied  besteht  nur  darin,  dass  eine  der  Doppel- 

de»  bestehen  könnte.  So  kann,  wenn  eine  Curve  fünfter  Ordnunp 
in  einer  Kliiche  vom  zweiten  (Jraile  liegt,  nicht  bewiesen  werden,  dass 
eine  von  jener  vcrschieilcne  Flüche  dritter  Ordnung  die  gegebene  Curvc 
enthalten  könne;  siehe  „Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal“, 
Vol.  V,  p.  27. 
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kanten  in  dein  einen  Falle  aus  einem  wirklichen  Doppelpunkte 
hervorgeht,  während  sie  im  anderen  ebenso  wie  die  übrigen  aus 
einem  scbeinbaren  Do|)pelpunkte  enUpringt. 

Diess  System  von  Curven  vierter  Ordnung  ist  das  reciproke 
von  dem  durr.b  die  Enveloppe  von 

oD  + + 6cl‘  + 4dt  + c = 0 

gegebenen.  Diess  letztere  System  bat  ausser  seiner  Cuspidalcurve 
der  sechsten  Ordnung  noch  eine  Nodalcurvc  oder  Knotenlinie  der 
vierten  Ordnung,  welche  von  der  jetzt  behandelten  .4rt  ist.  Um- 
gekehrt ist  die  Doppelcurve  unseres  Systems  von  der  Ordnung  6. 
Sic  bestimmt  in  der  Itückkchi'kante  die  4 Punkte,  denen  statio- 
näre Ebenen  entsprechen ; ausser  diesen  existieren  4 Schnittpunkte 
beider  Curven,  welche  für  die  Doppelcurve  stationär  sind. 

Es  wird  wie  im  Artikel  73  bewiesen,  dass  diese  Curven  vier- 
ter Ordnung  durch  alle  diejenigen  Erzeugenden  der  durch  sie 
möglichen  quadratischen  Fläche  in  drei  Punkten  geschnitten  wer- 
den, welche  mit  den  geraden  Linien  von  demselben  System  sind, 
die  beiden  Flächen  gemeinschaftlich  angchüren;  dass  sie  aber  von 
den  Erzeugenden  des  jedesmaligen  andern  Systems  immer  in  nur 
einem  Punkte  geschnitten  werden.  Daraus  folgt,  dass  dasDop- 
pclverhältniss  von  vier  Ebenen,  welche  durch  vier 
Punkte  der  Cnrve  und  eine  jener  sie  dreifach  schnei- 
denden Erzeugenden  bestimmt  sind,  von  der  Lage  die- 
ser letzteren  unabhängig  ist. 

Der  über  der  Cnrve  stehende  Kegel,  welcher  zugleich  einen 
ihrer  Punkte  zum  Scheitel  hat,  ist  dann  ein  Kegel  dritten  Grades 
mit  einer  Doppelkante,  welche  eine  der  beiden  durch  den  Scheitel 
gehenden  Firzeugendeii  der  ipiadralischen  Fläche  ist,  die  durch 
die  Curve  gelegt  werden  kann. 

Während  so  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  als  die  Pro- 
jection  des  Durchschnitts  zweier  quadratischen  Flächen  angesehen 
werden  kann,  können  Curven  vierter  Ordnung,  welche  dieser  zwei- 
ten Familie  angehören,  nur  in  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem 
Dojipelpunkt  projiciert  werden.  Die  Fläche  zweiten  Grades  kann 
als  die  Fläche  betrachtet  werden,  welche  durch  die  säinmtlichen 
„Linien  durch  drei  Punkte“  der  Curve  erzeugt  wird. 

Da  die  Linien  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  3 Inilexions- 
punkte  in  einer  ('•eraden  haben,  welche  die  harmonische  Polare 
des  Doppelpunktes  in  Bezug  auf  das  Dreieck  der  Inflexionstangcnlen 
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ist  (Art.  74).  so  gehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  unse- 
rer Curve  3 Ebenen  ihres  Systems,  deren  Berührungs- 
punkte mit  dem  gegebenen  in  derselben  Ebene  liegen, 
welche  die  harmonische  Polare  der  durch  den  gege- 
benen Punkt  gehenden  dreifach  schneidenden  Erzeu- 
genden in  Bezug  auf  die  dreiseitige  Ecke  jener  Ebenen 
des  Systems  ist. 

Aus  dem  Gesagten  ist  endlich  offenbar,  dass  jede  Curvo 
vierter  Ordnung,  welche  drei  scheinbare  Doppelpunkte 
hat,  als  der  Durchschnitt  einer  Fläche  zweiten  Gra- 
des mit  einem  Kegel  dritten  Grades  betrachtet  wer- 
denkann, für  welchen  eine  derErzeugenden  der  Fläche 
zweiten  Grades  eine  Doppelkante  ist. 

90.  Cayley  hat  bemerkt,  dass  es  müglich  ist,  durch  acht 
Punkte  eine  Curve  vierter  Ordnung  von  dieser  zweiten 
Familiezu  beschreiben.  Das  Problem  erfordert,  dass  wir  durch 
die  acht  Punkte  einen  Kegel  dritten  Grades  legen,  w elcher  einen  von 
ihnen  zum  Scheitel  hat  uiuüeine  Doppelkante  besitzt,  welche  zugleich 
eine  Erzeugende  einer  durch  diese  acht  Punkte  gehenden  Fläche 
zweiten  Grades  ist.  Nun  ward  im  Artikel  S5  bewiesen,  dass  wenn 
ein  System  von  Flächen  zweiten  Grades  durch  acht  Punkte  ge- 
legt wird,  alle  durch  irgend  einen  dieser  Punkte  gehenden  Er- 
zeugenden seiner  Flächen  in  einem  Kegel  dritten  Grades  liegen, 
welcher  durch  die  von  denselben  acht  Punkten  bestimmte  Curve 
vierter  Ordnung  von  der  ersten  Familie  hindurchgeht.  Wenn  sodann 
5 = 0,  S'=  0,  S"=  0 drei  cubische  Kegel  sind,  welche  den  näm- 
lichen Scheitel  besitzen  und  dureb  sieben  andere  Punkte  gehen,  so 
ist  XS  -j-  ft5'  -|-  vS"  — 0 der  allgemeine  Ausdruck  für  einen  diesel- 
ben Bedingungen  erfüllenden  Kegel,  und  wenn  derselbe  eine  Dop- 
pelkante  haben  soll,  so  gehl 


dx 


dS^  , dS" 

fl  1-  V 


= 0 


dx  dx 

durch  diese  Kante.  Wenn  man  daher  il,  f«,  v zwischen  den  drei 
Differentialen  eliminiert,  so  ist  der  Ort  der  Doppelkanten  der 
Kegel  vom  sechsten  Grade 


dS  /dS'  dS"  dS"  dg\  . . 

dx  \ dy  dz  dy  dz  / 

Der  Durchschnitt  dieses  Kegels  vom  seclisten  Grade  mit  dem 
andern  vom  dritten  Grade  bestimmt  gerade  Linien,  durch  deren 
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jed«  eine  Kff'flflärht-  zweiliüi  iiikI  i-iiic  Kt'gellläcJic  dritlrn  (irades 
liesrlirirbpii  werdpn  können,  welche  die  Vürgeschriehencn  Bedingun- 
gen crrüllen. 

Man  wird  eiullicli  heinerken,  dass  die  geraden  Linien,  welche 
den  angenninnicnen  Scheilel  mit  den  sieben  andern  Punkten  ver- 
binden, einfacbe  Kanten  eines  dieser  Kegel  und  Doppelkanten  des 
andern  sind,  und  dass  sie,  mit  vierzehn  Dnrelisrhnittslinieii  gleicli- 
wcrlhig,  der  Auflösung  des  Problems  fremd  sind.  In  Folge  des- 
sen können  vier  Curven  vierter  Ordnung  von  der  zwei- 
ten Familie  durch  die  gegebenen  Punkte  beschrieben 
werden.*) 

91.  In  der  An.sdehnung  dieser  Classilicalion  auf  Lurven  höherer 
Ordnungen  liegt  keine  wesentliche  Scliwiej-igkeit. 

Die  Curven  fünfter  Ordnung  bestehen  aus  drei  Familien, 
welche  vier,  fünf  oder  sechs  scheinbare  Doppelpunkte  besitzen, 
während  die  erste  h’amilic  üherdiess  einen  oder  zwei,  und  die  zweite 
einen  wirklichen  Doppelpunkt  oder  Ouspidalpunkt  haben  kann. 

Lurven  h'*“'  Ordnung  im  Baume  entstehen  nämlich  zuerst  als 
theilweiser  Diirchschnilt  einer  F'läche  zweiter  und 
einer  Fläche  dritter  tlrdnung,  w elche  eine  Gerade  ge- 
mein haben.  Ist  dieselbe  durch 

a.-  = 0,  y = 0 

dargestellt,  so  sind 

xv>  — yi  = 0 
und  xV  — yf;  = 0 

die  Gleichungen  dieser  Flächen  für 

V = 0,  und  U = 0 

als  Gleichungen  von  Flächen  zweiten  Grades.  Daraus  erhellt,  dass 
die  Gurve  auch  auf  der  Fläche  dritter  Ordnung 
zV  — wü  = 0 

gelegen  ist,  welche  mit  jener  die  Gurve  vierter  Ordnung 
<7=0,  r = 0 

gemein  hat. 

Die  Gurve  hat  4 scheinbare  Doppelpunkte,  kann  also  0,  1,  2 
Doppel-  oder  Bückkehrpunkte  besitzen,  .so  dass  man  drei  Klassen 
derselben  erhält. 

*)  nie  Theorie  dieser  Curven  ist  misnUirlicli  diirgcstellt  von  G.  Cre- 
inonn  in  „AniiHli  di  Mateinatiea“  t.  IV  |j.  71  f. 
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SeUt  man  voraus,  dass 

xV  — !/U  = 0 und  .rw  — yi  = 0 
noch  i-ine  zweili*  Erzeugende  desselben  Sysleins  gemein  haben,  so 
erhält  man  statt  der  (äirve  ,5'“''  Ordnung  eine  Enrve  4"‘'  Ordnung 
zweiter  Art. 

Eine  Curve  5'"  Ordnung  entstellt  ferner  als  Itnrchscbnitt 
einer  Fläche  2“'"  Orades  mit  einer  Fläche  4''''^  Ordnung, 
die  mit  ihr  3 Erzeugende  desselben  Systems  gemein 
hat.  Ist  jene  durch 

XU’  — yi  = 0 

und  sind  die  Erzeugenden  durch 

,r  — Ay  = 0 , Xw  — 2 = 0;  x — fiy  = 0 , (iw  — z = 0 ; 
X — vy  = 0 , V«’  — 2 = 0 

dargestellt,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche  vierter  Ordnung  eine 
nach  [x — Xy),  (Aic — z);  (.r — yy),  {yu — 2);  etc.  lineare  Function, 
deren  Goefricienten  lineare  Functionen  der  Veränderlichen  sind, 
niese  (äirve  hat  6 scheinbare  Dojipelpunkte. 

Sie  entsteht  dann  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  drit- 
ter Ordnung,  die  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  eine 
sie  nicht  schneidende  Gerade  gemein  haben.  Wenn  hierbei 
p,  q,  r,  s,  I,  u,  P,  Q lineare  Functionen  der  Coordinaten  und 
o.  ß,  y,  ß> , y lineare  Functionen  von  P,  (),  d.  i.  « = 0,  /?  = 0, . . . 
die  Gleichungen  von  sechs  die  Gerade  (P,  Q)  enthaltenden  Ebenen 
bezeichnen,  so  haben  die  Flächen  dritter  Ordnung 


\p.  S.  a 1 

/>,  s,  a 

II 

0 

c ß" 

r,  u,  y 

r,  u,  y 

ie  Curve  dritter  Ordnung 

I s,  t,  u 

und  die  Gerade  {P,  0)  gemein  und  ihr  übriger  Durchschnitt  ist 
die  bezeichnete  Curve  5’"  Ordnung.  Sie  besitzt  6 scheinbare 
Doppelpunkte. 

Sic  wird  endlich  erhalten  als  partieller  Schnitt  zweier 
Flächen  dritter  Ordnung,  welche  eine  Curve  4'®‘  Ord- 
nung zweiter  Art  mit  einander  gemein  haben.  Wenn 
man  die  letztere  als  Schnitt  einer  Flüche  2'®''  und  3'“''  Ordnung 
annimmt,  die  die  Geraden 
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ar  = 0,  y = 0;  r = 0,  i«  = 0 
gemein  haben,  so  sind 

xw  — ys  = 0,  {V  = 0), 
axz  + ftyz  + cxw  + dyw  = 0,  (T  = 0), 
wo  a,  h,  c,  d lineare  Functionen  der  Coordinalen  sind. 

Hcnii  für 

V = (ax  + by)  I + (ca:  + dy)  u> 

u = — y*  + 

erhält  man 

xV  + [ex  + dy)  U = z {ax'‘  + {b  + c)  xy  — dy'^}  ; 
und  für  y = (az  + cm»)  a:  + (6i  + dw)  y 

V = rrx  — zy 

zV  -f  [bz  + dw)  U = X {ai^  -}-  (^  + <^)  + d'c*} 

und  sieht  somit,  dass  den  Voraussetzungen 
ü = 0.  r = 0 

die  Gleichungen 

ox^  (fc  + c)  xy  — dy’  = 0, 

az’  + (b  + c)  zw  + dio’  = 0 

entsprechen,  so  dass  sich  die  Flächen  ü,  V in  der  (’airve  vierter 
Ordnung  zweiter  Art  und  den  Geraden  x = y = 0;  z — w = 0 
schneiden,  von  denen  die  Flächen 

ox’  + (ft  + c)  a:y  — dy’  = 0, 

az’  + (6  + c)  zic  + d(4>’  = 0 

nur  je  eine,  die  erste  und  zweite,  enthalten.  Ihr  übriger  Durch* 
schnitt  ist  eine  Curve  der  betrachteten  Art. 

Da  diese  Flächen  je  eine  doppelte  Gerade  enthalten,  so  sind 
sie  Itegeinächen.  Die  Curven  dieser  Art  haben  5 scheinbare  Dop- 
pelpunkte, erscheinen  aber  verschieden,  je  nachdem  sie  andere 
Singularitäten  nicht  haben,  oder  einen  Doppelpunkt  oder  einen 
Hückkehrpunkt  besitzen.*) 

92.  ^Vir  werden  aber  diesen  Abschnitt  schliessen,  indem  wir 
einige  der  vorher  erhaltenen  Resultate  zur  Auflösung  einer  Auf- 
gabe verwenden,  welche  sich  gelegentlich  derselben  darbietet. 

Drei  Flächen  von  den  respectiven  Ordnungen  p,v,p 
haben  eine  gewisse  Curve  gemeinschaftlich;  wie  viele 

')  Vergl.  „Cambridge  «nd  Dublin  Mathcm.  Jouru.“,  Vol.  V,  p.  41. 
„Comptes  rendus“  t.  LIV,  p.  GTi. 
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ihrer  iiv^f  Durclischnillspunkle  werden  von  dieser 
Cnrve  absorbiert,  oder  mit  anderen  Worten,  in  wie  vielen 
Punkten  durchschneiden  sich  diese  drei  Flächen  noch  ausser  der 
gemeinschaftlichen  Curve? 

Nehmen  wir  an,  die  beiden  ersten  Flächen  durchschneiden 
sich  in  der  allen  dreien  gemeinsamen  Curve  von  der  Ordnung  m und 
in  einer  anderen  ergänzenden  Curve  von  der  Ordnung  (f*v  — m),  so 
sind  die  Durchschnittspunkte  aller  drei  Flächen,  welche  nicht  der 
ersteren  Curve  angehören,  nothwendig  in  den  (f»v  — m)  p Durch- 
schnittspunkten der  letzteren  mit  der  dritten  Fläche  mit  inbegrif- 
fen. Einige  der  gemeinschaftlichen  Punkte  aber  liegen  in  der 
Curve  m,  weil  im  Artikel  84  bewiesen  ward,  dass  die  letztere 
Curve  die  Ergänzungscurve  in  m (ft  -f-  v — 2)  — r Punkten  schnei- 
det. Indem  wir  diese  Zahl  von  (ftv  — m)  q abzieben,  finden  wir, 
dass  die  drei  Flächen  sich  io 

ftvp  — m (ft  -F  V + p — 2)  + r 

Punkten  schneiden,  welche  der  Curve  m nicht  angchören;  oder  * 
dass  die  gemeinschaftliche  Curve 

OT  (ft  + 1/  -F  e — 2)  — r 
Durchschnittspunkte  absorbiert. 

Auf  demselben  W’ege  lösen  wir  die  entsprechende  Aufgabe, 
wenn  die  gemeinschaftliche  Curve  insbesondere  in 
der  Fläche  p eine  Doppelcurve  ist.  Wir  haben  dann  von 
der  Zahl  (ftv  — w)  p die  Zahl  von 

2 {m  {(I  + V — 2)  — r} 

Punkten  zu  subtrahieren  und  finden,  dass  die  gemeinschaftliche 
Curve  die  Zahl  der  Durchschnittspunkte  um 

tn  (p-F2ft-F2v  — 4)  — 2r 

vermindert. 

Diese  Zahlen  mit  Hilfe  der  Anzahl  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte der  Curve  m ausgedrückt,  sind  rcspective 
(ft  + »'  + P — »I  — 1)  -F  2/< 
und  m (p  -F  2 ft  + 2 V — 2 m — 2)  + 4 A. 

93.  Der  letzte  Artikel  erlaubt  uns,  die  Frage  zu  beantwor- 
ten: Wenn  der  eine  Tbeil  des  Durchschnitts  zweier 
Flächen  eine  Curve  der  m'“  Ordnung  ist,  welche  eine 
Doppelcurve  in  einer  dieser  Flächen  ist,  in  wie  viel 
Punkten  durchschneidet  sie  den  andern  Theil  der 
Durchdringungs  curve? 
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Su  srhiD'idoii  sich  in  ilt'in  znlrlzl  lielrachleUMi  Keispipl  die 
FläcliPii  fl,  e in  einer  noiipelcnive  m und  einer  roinplenieiilären 
(iurvc  (fip  — 2 im),  lind  die  Zahl  der  llnrelisrhniUspnnkfe  der  drei 
Flächen  wird  erhalten,  indem  man  von  {fig  — 2m)  v die  Zahl  der 
Dnrchsrhniltspunkte  abzieht,  \i eiche  die  Doppelciirve  mit  der 
complementären  Cnrve  bestimmt.  Also  ist 

fftp  — 2»i)  V — t = fiep  — m (p  + 2fi  + 2v  — 4)  + 2r, 
lind 

« = m (p  4-  2 ft  — 4)  — 2 r. 

• Wir  können  diese  b'ormel  |)rnfen  , indem  wir  anneiimen,  die 
(äirve  m sei  der  vollständige  Durchschnitt  zweier  Flächen  U und  V 
von  den  respectiven  Ordnungen  k und  l.  Alsdann  ist  p von  der  Form 
.4U^  + BUV  + CV^,  wo  A vom  tirade  (p  — 2/f)  ist,  etc,;  und 
fl  ist  von  der  Form  DU  + EV,  wo  D vom  Grade  'ft  — k)  ist. 

Die  Durchschnitte  der  Doppelciirve  mit  der  complementären 
Gnrve  sind  die  Punkte,  für  welche  eine  der  Tangentenebenen  der 
einen  von  den  Flächen  in  einem  Punkt  der  Doppelcurve  mit  der 
Tangentenehene  der  anderen  F'läciie  ziisammeiirälll;  sie  sind  da- 
her die  DurchschiiitLspunkte  der  Carve  UV  mit  der  Fläche 
— 2 DDE  + CD\ 

w elche  von  der  Ordnung  {p  -f  2ft— 2{A  -J-  /)}  ist.  Die  Zahl  der  Durch- 
schnittspunktc  ist  somit  kl  {p  + 2/t  — 2 (A'  -F  /)},  welches  mit 
der  vorher  erhaltenen  Formel  übereinstinimt,  indem  man  darin  setzt 
kl  — m,  kl  {k  + l — 2)  = r. 

94.  Aus  dem  vorigen  Artikel  können  wir  endlich  ableiten, 
in  welcher  Weise  die  Singularitäten  einer  Curvc,  die 
den  t heil  weisen  Durchschnitt  zweier  Flächen  bildet 
und  in  der  einen  von  ihnen  eine  Doppelcurve  ist,  mit 
den  Singularitäten  der  complementären  Curve  ver- 
bunden sind. 

Die  erste  Gleichung  des  Artikel  84  hört  auf  anwendbar  zu 
sein,  weil  die  Fläche  + v — 2 die  Doppelcurve  ganz  enthält; 
aber  die  zweite  Gleichung  giebt  uns 

m'  (fi  + I'  — 2)  = 2t  -F  r'  = / -|-  2m  (ft  + 2v  — 4)  — 4r, 
also 

4 r — r = (2  m—  m')  (ft  -F  e — 2)  + 2 m (v  — 2). 

ln  gleicher  Weise  finden  wir,  dass  die  Anzalilen  der  schein- 
baren Doppelpunkte  beider  Giirven  durch  die  Relation 
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SA  — 2h'  = (2m  — m'j  (ft  — 1)  (v  — 1)  — 2m  (i'  — 1) 
veri>uti(l(!ii  siiiil. 

. Wenn  z.  II.  eine  Fläciic  zweiten  (irades  durch  eine  Dojipel- 
linie  einer  cu)>isrlien  Fläche  gellt,  so  ist  der  ührig  hieibende 
ltnrchschnitt  von  der  vierten  Ordnung,  vom  Range  seclis  und  liat 
drei  sdieinhare  Doppelpunkte.'*) 


III.  Abschnitt.  Nicht-projectivische  Eigenschaften  der  Curveu. 

95.  Da  wir  in  diesem  Abschnitt  wiederholt  Anlass  haben 
werden,  gerade  Linien  zu  betrachten,  welche  einander  unendlich 
nahe  sind,  so  erscheint  es  passend,  dass  wir  damit  beginnen  zu 
zeigen,  wie  einige  der  im  ersten  Kapitel  tU's  ersten  Randes  ge- 
rnndenen  Formeln  durch  die  Voran.ssetzimg  der  unendlichen  An- 
näherung niodificiert  werden.  Wir  bewiesen  (Artikel  1,3),  dass 
der  .Neigungswinkel  zweier  Linien  diircli  die  Formel 
sin^S  = (cos ß cos  y'  — cos  ß'  cos  y)'^  + (cos y cosa'  — cosy*  cos«)* 
+ (cos  a cos  ß"  — cos  a COS  ß)'‘ 

gegeben  ist.  \>’enn  die  Linien  einander  unendlich  nahe  sind,  so 
können  wir  für  cos  or'  substituieren  (cos«  -f-  <5  cos«),  etc.  und 
haben  sin  5 = erhalten  also 

di-  = (cos/S  dcosy  — cos  y dcos  ßp  + (cosy  6 cos«  — cos«  d cosy)* 
+ (cos«  d cos  ß — cosß  d cos«)^. 


*)  Besondere  Aiifincrksamkeit  ist  den  auf  dem  einfachen  Hyperho- 
loid  und  andern  Kegcltliichen  gelegenen  räumlichen  ('iirven  neuerdings 
gewidmet  worden;  das  Coordinatensystem  auf  dem  Hyperboloid  war 
schon  von  Plücker  („Crclle's  Journal“,  Itd.  34;  1847)  erörtert,  von 
Caylcy  (,. Philosophical  Magazin“,  .Iiili  1861)  eine  wichtige  Eigentbüm- 
lichkeit  der  darauf  bezüglichen  Gleichungen  entdeckt  worden,  als  Chas  - 
les  in  wiederholten  Mittheilungeu  („Comptes  rendus“,  t.  LII,  p.  1103, 
LIII,  p.  98.0,  1077,  1203)  dieselben  behandelte,  llic  Ergebnisse  lassen 
sich  mit  Leichtigkeit  aus  der  allgemeinen  Theorie  ahleiten,  welche  hier 
entwickelt  ist.  Vergleiche  besonders  L.  Cremona,  „Comptes  rendus“, 
t.  LII,  p.  1319. 

Eigenihümliche  Betrachtungen  über  die  Raumeurven  gab  noch  Cay- 
ley,  „Comptes  rendus“,  t.  LIV,  p.  55,  396. 
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-Wenn  die  Richlungscosinus  einer  geraden  Linie  durch 
l m n 

r r r 

ausgedrückt  sind,  wo  /*  + w*  + = r*  ist,  so  giebl  die 

vorige  Formel 

= (min  — + (nöl  — /dn)*  + — rad/)'^. 

Aus  den  Relationen 

COS^  tt  + cos-  ß + COS^  y =:  1 , 
cos  a d cos  a + cos  ß d cos  ß + cos  y d cos  y = ‘O 
ergieht  sich  durch  Quadrieren  der  letzteren  Gleichung  und  Addi- 
tion derselben  zu  dem  für  dS*  gefundenen  Ausdruck  die  nützliche 
Formel 

dS*  = (d  cos  «)*  -f  (d  cos  ß\'  (d  cos  y)*. 

Es  ward  im  Artikel  14  bewiesen,  dass 

cos  ß cos  y — cos  j3'  cos  y,  etc. 
den  Richtungscosinus  der  Senkrechten  zur  Ebene  zweier  Idnien 
proportional  sind;  wir  folgern  jetzt  daraus,  dass  die  Richtungs- 
cosinus der  Senkrechten  zur  Ebene  zweier  auf  einander  folgenden 
Linien,  wie  sie  eben  betrachtet  wurden,  zu 

md«  — nSm , ndl  — Idti , /dm  — mdl 
proportional  sind,  wobei  der  gemeinschaftliche  Divisor  = r^dö  ist. 
Endlich  ist  im  Artikel  43  bewiesen,  dass  die  Richtungscosiniis 
der  Linie,  welche  den  von  zwei  geraden  ünien  gebildeten  stum- 
pfen Winkel  halbiert,  proportional  sind  zu 

cos  a — cos  a,  cos  ß — cos  ß^,  cos  y — cos  y,  etc. 

Wenn  also  zwei  Linien  einander  unendlich  nahe  sind,  so 
sind  die  Richtungscosiniis  einer  Geraden  in  ihrer  Ebene  und 
senkreebt  zu  ihrer  gemeinschaftlichen  Richtung  proportional  zu 
d cos  a,  d cos  ß,  d cos  y mit  dem  entsprechenden  gemeinschaft- 
lichen Divisor  d9. 

96.  Wir  bewiesen  im  Artikel  .56  dieses  Randes,  dass  die 
Richtungscosinus  der  Tangente  einer  Gurvc  respective  gleich 
<lx  (ly  dz 
ds’  ds'  ds 

sind,  weil  dieselben,  wenn  die  Gurve  als  Durcbscbnittslinie  zweier 
Flächen  gegeben  ist,  den  Werthen 
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ü^ü\  — P'jPa.  U^ü\  — U^ü\  — V\V^ 

proportional  sind,  wo  U^,  ü^,  etc.  die  ersten  DiiTerentialcoefficien- 
ten  bezeichnen. 

In  jedem  Punkte  einer  Curve  können  zu  ihr  unendlich  viele 
Normalen  gelegt  werden.  Zwei  von  ihnen  sind  durch  speciellc 
Namen  unterschieden  und  hervorgehoben  worden;  nämlich  die  in 
der  Osculationsebenc  gelegene  Normale,  welche  gewöhnlich  die 
Ilauptnormale  genannt  wird,  und  die  zu  dieser  Ebene  senk- 
rechte Normale,  welche  als  normal  zu  zwei  auf  einander  folgen- 
den Elementen  der  Curve  von  de  Saint-Venant  die  Binormalc 
genannt  worden  ist. 

Alle  Normalen  liegen  in  der  zur  Tangente  senkrechten  Ebene 
(x  — x')  rfx  -1-  ly  — y')  dy  + {z  — i')  rfi  = 0 , 
nach  der  einen,  oder 

[U,ü\  - U\ü,)  (x-x)  + ly~y) 

-P  [z-z)  = 0 

in  der  anderen  Bezeichnung. 

Beispiel  1.  Finde  die  Gleicliungen  der  Tangente  von 


Beispiel  2.  Ebenso  diejenigen  der  Tangente  von 
y"^  ■=  ax  — X*,  — ox. 

Beispiel  3.  Die  Coordinaten  des  Fusspiinktes  der  vom  Anfang  der  Co- 
onlinalcn  auf  eine  Tangente  der  Curve  iu  (x,  y,  z)  gefrdllen  Normale  sind 

, dx  { dx  , *ly  , 

= •'^-dl  V rfs  + ^ " Ts)’ 


, dy  f dx  , dy  , dz\ 


, dz  ( 


dx 

ds 


+ y 


dy 

ds 


+ : 


)• 


Wie  l>cstiniml  man  den  Ort  dieser  Fusspunkle  für  eine  gegebene 
Curve  ? 

97.  Betrachten  wir  nun  die  Gleichung  der  Osculations- 
ehene.  Weil  sie  zwei  auf  einander  folgende  Tangenten  der 
Curve  enthält,  so  sind  ihre  Richtungscosinus  (Artikel  95)  propor- 
tional zu 

dytPz  — dz(Py , dzdPx  — dxdPz,  dxdPy  — dydPx, 
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Grössen,  weldie  wir  zur  Abkürzung  durcli  A',  V,  Z bezeiclinen 
wollen.  Die  Gleichung  der  osculierenden  Ebene  ist  daher 

A'  (a:  _ a')  + I'  {,j  - - ./)  + Z {z  - z'}  = 0. 

Dieselbe  Glcicliiing  würde  narb  Artikel  26  des  ersten  llandes 
erhalten  worden  sein,  indem  man  die  Gleichung  der  Ebene  bil- 
dete, welche  die  drei  auf  einander  folgenden  Dünkte 

{x,  tj.  z) ; (x  + <lx,  tj  -f  dtj,  z + dz') ; 

(a.'  + 2dx  + dV,  ,/  + 2dy'  + <ftj,  z + 2 dz  + (Pz') 

entbi'ilt. 

Bei  Anwendung  dieser  Formeln  kann  man  eine  Vereinfacliutig 
erreichen,  indem  man  willkürlich  eine  der  Goordiualen  als  unab- 
hängige Veränderliche  wählt  und  so  <Rr,  d-y  oder  (Pz  — 0 macht. 

Die  Verhiuduiig  dieser  (Gleichung  der  Osculationsehene  mit 
der  der  Normalebene  liefert  die  Gleichung  der  llauptuorinale. 

98.  Ein  im  Staude  zu  sein,  durch  ein  Beispiel  die  Anwen- 
dung der  Formeln  dieses  Abschnittes  zu  erläutern,  ist  es  passend, 
hier  die  Gleichungen  iler  Sehr auhenli nie  oder  Helix,  der 
durch  die  Schärfe  einer  Schraiihe  gehildeteu  (mrve,  aufzuslellen 
und  einige  der  Eigenschaften  dieser  Curve  zu  entwickeln. 

Din  Helix  kann  als  die  von  einer  geraden  Linie  in  einer  Ebene 
angenommene  Form  dcrmierl  werden,  wimn  diese  Ebene  um  die 
Fläche  eini'S  geraden  (N'liuders  aufgewickelt  wird.*) 

Nach  dieser  Denuilioii  werden  die  Gleichungen  der  Curve 
leicht  gefunden.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  y — m.v 
drückt  aus,  dass  die  Ordinale  dem  von  ihrem  Fusspiinkt  in  der 
Achse  der  x bczeichnelen  Abschnitt  proportional  ist.  Denken  wir 
die  Ebene  der  geraden  Linie  um  einen  geraden  Cylinder  so  auf- 
gewickelt,  dass  die  Achse  der  x mit  der  kreisförmigen  Basis  zu- 
sammen fällt,  so  wird  die  gerade  Linie  zur  Schraubenlinie,  und 
die  Ordinate  irgend  eines  Dunkles  der  Curve  ist  ilem  längs  des 
Kreises  gemessenen  Alischnill  proportional,  welchen,  von  einem 
festen  Dunkle  aus  gerechnet,  seine  Ordinale  in  der  kreisförmigen 
Basis  macht. 

Somit  sind  die  C.oordinaten  der  Drojection  irgend  eines  Dunk- 
les der  Schraubenlinie  auf  die  Ebene  der  Basis  von  der  Form 

*)  ITmgckelirt  verw.nndelt  sich  die  Helix  in  eine  gerade  Linie,  wenn 
der  Cylinder,  auf  welchen  sie  gezeichnet  ist,  in  eine  Kbene  abgowickelt 
wird,  sic  ist  daher  eine  geodätische  Linie  des  Cylinders.  (Art.  48.) 
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X — a cos  5,  1/  = a sin  9, 

wenn  « iler  Itadius  der  kreislörniigen  Basis  ist.  Die  Höhe  s ist 
aber  als  proportional  dein  Bogen  0 gezeigt  worden.  Die  Gleich- 
ungen der  Schraubenlinie  sind  daher 


cos 

h 


y =.  a sin 


2 

Ä’ 


also  auch  + 


!/’  = a^. 


Wir  erhalten  olTenhar  dieselben  Werthe  für  x und  y,  wenn 
der  Bogen  um  oder  wenn  2 um  2jrö  wächst:  d.  h.  das  Inter- 
vall zwischen  den  Gängen  der  Schraubenlinien  ist  2nh.  Weil 
wir  liabeii 


(Ar  = — 


sin  --  dz  = — — dz, 
h h 


dy  = — cos  — dz  = — dz, 
■ h n h 


so  haken  wir  auch 


ds^  = 
dz 


A2 


Es  folgt  daraus,  dass  conslant  ist,  oder  dass  der  von 
ds 

der  Tangente  der  Schrauhenlinie  mit  der  Achse  der  z,  d.  i. 
.mit  der  Itiehtung  der  Erzeugenden  des  Cylinders,  gebildete  W'in- 
kel  unveränderlich  ist.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die.ss  der- 
selbe Winkel  ist,  wie  der,  welchen  die  Erzeugenden  mit  der  ge- 
raden Linie  machen,  in  die  durch  die  Abwickelung  des  Cylinders 
in  eine  Ebene  der  Schraubenlinie  sich  verwandelt. 

Die  Länge  des  Curvenhogens  ist  olTenbar  in  einem  eonstan- 
ten  Verhältniss  zu  der  Steighöhe,  die  demselhen  entspricht. 

Die  Gleichungen  der  Tangente  sind  (Artikel  56) 

X — a"'  y — y 2 — z' 

y ,x  ~~  h 

Wenn  alsdann  .r  und  y die  Coordinaten  des  Punktes  sind, 
in  welchem  die  Tangente  die  Ebene  der  Basis  schneidet,  so  hahen 
wir  aus  den  vorigen  Gleichungen 

(X  — x f + {y  —y'f  = (a'»  ■+•  >p) 

oder  die  Entfernung  zwischen  dem  Eusspunkt  der  Tangente  und 
der  Projeclion  des  Berfihriingspiinktes  ist  dem  Bogen  gleich,  wel- 
cher längs  des  Kreises  von  dieser  Projeclion  bis  zum  Anfangs- 

S.tfmori,  Aiifil.  (iprim.  d.  II.  0 


Digiiized  by  Google 


130 


puiikt  gemessen  wird.  Diess  kann  auch  geometrisch  bewiesen 
werden;  denn  wenn  wir  den  Cylinder  in  die  Tangenlenebene  ab- 
gewickclt  denken,  so  fällt  die  Schraubenlinie  mit  der  Tangente 
zusammen  und  die  Verbindungslinie  des  Fussjuinktes  der  Tangente 
mit  der  I'rojection  des  ßerfihrungspunktes  ist  der  in  eine  gerade 
Linie  abgewickelte  Bogen  des  Kreises.  Somit  ist  der  Ort  der 
Punkte,  in  w elchen  die  Tangente  die  Basis  schneidet, 
die  In  Volute  oder  Evolvente  des  Kreises. 

Die  Gleichung  der  Normalebene  ist 

x'y  — yx  = h (z  — z'). 

Um  die  GIcicbung  der  osculierenden  Ebene  zu  rinden,  haben  w ir 

(Px  = — ^ xdz'^,  (Vy  ~ ydz"^,  d'z  = 0, 

so  dass  diese  Gleichung  ist 

h {t/x  — x'y)  — d-  {z  — i'j. 

Die  Form  der  Gleichung  zeigt,  dass  die  osculicrcnde  Ebene 
mit  der  Ebene  des  Grundkreises  einen  constanteu  tViiikcl  bildet. 

Wir  fiberlassen  es  dem  Leser  als  eine  Uebung,  die  Tangente, 
die  Normalebene  und  osculierende  Ebene  der  Durchschiiittscurve 
•Zweier  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  zu  bestinunen. 


Beispiel.  Die  sphärische  Ellipse  iiat  die  (■Icichutigcn 


_ o.  ^ 

"t* 


Wenn  man  z*  zwischen  beiden  Gleicliungen  eliininicrl  und  x, , y^ 
als  zwei  entsprechende  Werlhc  von  .r  und  y hclrachlct,  so  hat  man 

(?  “ p)  + (?  - p)  = p - 


und  daher 


r — .vi* 


a*  (b‘‘  — c^l  (c^  — a'*)  C"  (d^  — b^) 

eine  syninielrische  dcrOleichung  dcrGeradcn  analoge Gleicliungsform.  Die 
Gleichungen  der  Tangente  im  l‘unktc  x',  y,  z'  sind 

X {x  — x)  _ y {y  — y)  _ — z) 

d*  [b‘^  — C'*)  b'^  (c’  — a^j  c*  (a*  — b'^)  ’ 

oder 


.TX 


— 


i_  _ yy  — yi 
aä  {b^  —■  c»)  ■ (e*  — 


{a^  — 6'^j  ’ 
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die  der  Norm.ileliene 

«■'  (<>’  - c*)  - + _ a’)  + r2  {a‘‘  — 6’)  - = 0 

^ y z ^ 

— sie  gehl  iilso  durch  das  Ceiilruin  der  Kugel ; für 

«'  (t>-  — <!■)  = .4,  4*  — a'*)  = B'  c*  («■*  — b^'j  = C 

V,ß  — Ä:*  = - Bz^^  = £. 

— Cr*  = y<:i*  — Cr,*  = M , 

Ar*  — ^y*  Ar, 2 — ^y,*  = A 

ist  die  Gleichung  der  osculiereiiden  Ebene 

^ .r*  (a;'  — a:)  + ^ y*  (y'  — y)  + ^ (:'  — s)  = 0. 

99.  Wir  können  die  Gleichung  der  osculicrcnden  oder 
Schiniegnngselienc  in  einer  mehr  |)raktisrhen  Form  gehen, 
Indem  wir  die  Curvc  als  Durchschnitt  von  zwei  Flächen 
u = 0,  r = 0 

gegeben  betrachten.  Sic  rfdirt  von  0.  Hesse  her*]  und  wir 
heiiutzen  bei  ihrer  Entwickelung  und  für  das  ^achfolgeude  eine  ^ 
neuerliche  .4bhandlung  von  A.  CIchsch**),  um  uns  zugleicli 
der  liezeichnungsweise  zu  bedienen,  welche  sich  so  vorzüglich  den 
llill'smitteln  der  neueren  Algebra  anbequemt  und  auf  die  daher 
noch  mehrfach  zimück  zu  kommen  sein  wird.  Nach  ihr  sind 
w und  V homogene  l’olynome  ;n'™  und  Grades  in  vier  Ver- 
änderlichen a'i , a-j,  Xj,  a-^  — an  Stelle  der  x,  y,  z,  w die  sonst 
gebräuchlich  sind  — und  es  bezeichnen  u,  , r,,  «,*  , r,*  die  Grössen 

1 <Ih  1 (Iv 

‘ m ilx,'  n ilxi’ 

1 rf*K  1 rf*r 

«I  (»I — ij  dxjd.r/,'  *'**  « (n  — 1)  dXidx/,' 

so  dass  man  hat 

Ui  = u = ZukXk, 

Vi  = Zj^vn-xic,  t»  = Zvtx/,. 

Die  Gleichung  der  Schmiegungsebeue,  il.  h.  die  Ebene  der 
drei  auf  einander  folgenden  Ihmkte  x,  x + dx,  x -j-  2dx  + <Px, 
(Art.  97)  ist  durch 


*)  ,,Crello’«  Journal“,  Bd.  XL,  p.  283. 

**)  „Journal  f.  Math.“,  Bel.  XLIII,  p.  1. 

9* 
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^1. 

A'j, 

X3, 

^■4 

\ 

^1- 

dx,. 

^3. 

dXj, 

^4 

fia:, 

= 0 

d*x, , 

d^x,. 

d^x^. 

(Px^ 

(largeslellt.  Die  DilTcrentiatioii  von  « = 0,  r = 0 liefen  aber 
für  die  dx,  (Px  die  Relationen 

a)  0 = £uidxi,  0 = Uvidxi, 

0 = ZuidPxi  + (»/  — 1)  SXuikdXidXk, 

0 = £vi<Pxi  + (n  — 1)  VikdXidx/t 
und  nach  der  Relation 

k^x^  + A-ja-j  4-  4-3X3  + A‘4X^  = 1, 

welche  die  homogenen  Coordinalen  verbindet, 
a*)  Zkidxi  = 0,  Zki(Px;  = <J. 

Dalier  sind  die  dx  den  Determinanten  proportional,  welche 
das  System 


«1, 

l/j. 

1/3, 

“4 

*’l  > 

1-3, 

*’4 

A-.. 

^2  t 

A3, 

*4 

liefert.  Wenn  man  dann  die  Determinante  der  Gleichung  der 
•Schraiegungsebene  mit  der  Determinante 


U,  . 

«2. 

“4  1 

r,  , 

t’2. 

»3, 

«’4 

“t. 

Cfj. 

“3. 

“4 

ßx- 

ß1< 

ß»> 

ßx 

mulliplicicrt,  in  der  die  u,ß  beliebige  Grössen  bedeuten,  so  er- 
hält man 

ZuiXi  . ZviXi  , ZaiXi  , ZßiXi 
. 0 , 0 , ZttiXi  , ZßiXi 

0,0,  Zuidxi , ZßidXi. 

ZuidPxi,  ZvitPxi,  Zuid^Xi,  Zß,fPxi 

d.  h.  mit  Uebei^ehung  eines  überflüssigen  Factors 

ZviXi . Zuid-Xi  — ZuiXi . Zvi(Pxi  = 0 
oder  nach  den  obigen  Relationen 
(m  — 1)  ZZuiiidx,dx/t  . ZviXi  = {u — 1)  ZZvn,dXidXk  . Zu/X,-. 
Wenn  hier  an  Stelle  von  dx,,  dxt  die  ihnen  proportionalen 
Werthe  eingeführt  werden,  so  treten  an  die  Stelle  der  Doppel- 
suinmen  die  Determinanten 
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«II» 

«12» 

«13» 

«11» 

«1  » 

»1 » 

*1 

«21  ' 

«22» 

«23» 

«21» 

«2» 

»2» 

«31 . 

«32  • 

«33» 

«31» 

«3. 

»3» 

^3 

«II» 

«12  ' 

«43» 

«14- 

«4» 

»4. 

^■4 

» 

«1  » 

«2  . 

«3  » 

«4  - 

0 , 

0. 

0 

»1  . 

1^2  t 

»3  , 

»4  , 

0 , 

0 . 

0 

Ä-.  . 

Ä*2  , 

k^  , 

kl. 

0 , 

0 . 

0 

e,l» 

CI2, 

*’l3» 

»,4- 

»4» 

«1» 

kl  ' 

«'21» 

"22» 

»23. 

%1». 

»2. 

«2» 

k.,  1 

O-M’ 

1)32» 

®33i 

»31» 

»3- 

«3» 

^•3  1 

r„» 

»42, 

‘'43’ 

»4  4 > 

»4» 

«4» 

*4 

• 

»I  » 

»2  , 

»3  , 

»4  » 

0 

0 , 

0 

«1  » 

«0  , 

«3  , 

«4  » 

0 , 

0 , 

0 j 

kl  , 

k,. 

*3  » 

Ä-4  . 

0 , 

0 , 

0 1 

Wenn  inan  in  diesen  die  ersten  vier  Horizontal*  und  Verti- 
ralreilien  mit  x, , x.^,  ...  imiltiplicicrt,  und  die  Productc  von 
der  fünften  abzieht,  so  verschwinden  die  Reihen  der  i/,-  in  der  er- 
sten, die  der  »,  in  der  zweiten  Determinante,  an  Stelle  der  Nullen 
treten 

0,  0,  — 1, 

0.  0,  0, 

— 1.  0,  0 

und  die  Determinanten  werden  sonach  mit 


«II» 

«12» 

«13» 

«14» 

»1 

»M» 

»12  . 

»13. 

»II» 

«1 

«21» 

«22» 

«23  » 

«24» 

»2 

, »21  ’ 

»22  > 

»23» 

»24» 

«2 

«31» 

«32  ’ 

«33» 

«34» 

»3  - 

— ^31» 

»32 , 

»33» 

»34» 

«3 

«41» 

«42» 

«13  » 

«41- 

»4 

1 »41» 

»42» 

»43» 

»44. 

«4 

»1  • 

»2  , 

»3  , 

»4  » 

0 

«1  - 

«2  . 

«3  » 

«4  » 

» 

identisch  und  man  erhält,  wenn  man  diese  Determinanten  (Cova- 

rianten)  durch  — , — --  respective  bezeichnet,  die  Gieich- 
m — 1 n — 1 

ung  der  Schmiegungsebene  in  der  Form  von  Hesse 
U (v^X^  -f-  -|-  £>3X3  -)- 

= r{u^x^  -H  H3X3  + «3X3  -f-  u^x^). 

100.  Wenn  wie  früher  U^,  V^,  U^,  die  ersten  und  f/,,, 
£^32^  ££33,  £447  £^12*  £^13’  £^ii*  £^23*  ££34  zwcitcn  DüTe- 

rentialquotienten  der  Gleichung  der  ersten  Fläche  selbst  und 
VJ,  £,'2',  . . . die  entsprechenden  Diffei*entialquotienteu  der  Gleich- 
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ung  der  zweiten  Flüdie  bezeicimen , »o  erhält  man  die  Gleichung 
der  Schniicgungsebeiie  in  der  Form 

-^(  U.,y-\-  V3Z+  Cf^w)=— 


wobei  S und  die  Determinanten 


^I3> 

i/,,. 

^Vi 

i'-.3. 

lU 

Ul 

Usi. 

L's2> 

^33' 

thy 

u\. 

Uy 

U,'i. 

Vx  . 

V,'. 

v; , 

0 ! 

bezeichnen. 

Die  bezügliche  Del 

-1) 


,{U^’x+U,'y+V,'z+ü;v^). 


V ' V 

t 1 o , Ui 


l\  » 


t'27  ' 


, 


13  . P. 
LU.  U. 


"23  » 
rr  ' 
^33  » 


24  ' 

^3,' 


i , Uj  , , u, 


men  analog  der  oben  angegebenen.  Sie  gehen  ans 


41  > 


V. 


•^3 

0 I 


Uyy. 

> 

u- 

Uyy. 

^'4. 

*4 

Lji , 

Uy 

r 

*'  23  » 

Pj. 

u. 

Atj 

^34. 

Ll'yt . 

ü.„. 

^34  > 

P3, 

Vs. 

^3 

1^41. 

l'.z. 

Vys. 

Vu. 

P4. 

p/. 

*4 

Uy  . 

P3  , 

üy  , 

0 , 

0 , 

0 

Uy'. 

P/, 

P3'., 

P4'. 

0 , 

0 , 

0 

*1  f 

Aj  , 

^3  • 

A,  , 

fl  , 

0 , 

0 

und  der  enLspi’ecbenden  hervor. 

In  dieser  Form  und  für  Flächen  zweiten  Grades  ist  die  Gleich- 
ung in  einer  Anmerkung  des  Artikel  IGO  ini  ersten  Uande  verili- 
ciert  worden. 

Beispiel  1.  Mau  .soll  die  Schiniegungsebenc  von 
ax^  -F  hy'^  -f-  cz*  du^  = 0,  (t’x^  -f-  b'y"^  -|-  c z-  -{•  d'w'^  = 0 

bcsliiiimcn. 

Sic  ist  ' 

{ob' — ab){ac — ac){a{t — [ba — b’a)  [bc — b'c)  [bt( — b’d)y'^y 
-F  {ca — ca)  {cb' — cb)  (cd' — c'd)  z'^z 

(da' — d'a)  (db' — d'b)  (de' — ttc)  w'hv  = 0. 

Beispiel  2.  Die  Schmiegungselicne  der  Krümmungslinic 


T + 

n* 


<1*  b^ 
zu  bcstimincii. 
Sic  ist 


.i 

+ 7* 


1 = 0. 


, b'"‘yy 


^ 6'» 


1. 


101.  Die  Bedingung,  unter  svclclier  vier  Punkte  in  einer  Ebene 
liegen,  oder  in  anderen  Worten,  dass  ein  Punkt  der  Curve 
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der  Berührungspuukl  einer  8tationären  oder  Wende- 
berührebene sei,  wird  durch  die  SubstiluUon  der  Coordiualen 
eines  nächsten  vierten  Punktes  in  die  Gleichung  der  Osculations- 
ebene  oder  durch  die  V'ergleichuug  zweier  auf  einander  folgenden 
Schniiegungsebenen  ermittelt.  Ans  Artikel  79  folgt  die  geforderte 
Bedingung  in  der  Form 

tPx  {dydPz  — dz(Py)  -|-  d^y  [dziPx — dx(Pz)  d^z  [dxcPy—dyöPx)=(i\ 

oder  die  Schmiegungsebene  im  Punkte  x muss  mit  der  im  Punkte 
X + dx  zusammen  fallen,  d.  h. 

0 = -TAT.-  (ü»;  - Fui)  und 
0 = + dV)  [Vi  + dB.)  - (r+dV)(ui  + 

müssen  identisch  sein,  üie  bezüglichen  Bedingungen  sind  mit 
Hilfe  eines  willkürlichen  Differentials  dt  iir  den  vier  Gleichungen 
b)  Vidü  -f-  Vdvi  — UidV—  Vdui  ==  (Uvt  — Fm,)  dt 
enthalten,  welche  vier  lineare  Gleichungen  für  dx,,  dxj,  dxj,  dx^,  dt 
sind,  zwischen  denen  ausserdem  noch  die  Relationen  a)  und  a*) 
bestehen. 

Durch  Elimination  jener  fünf  Grössen  wird  man  daher  auf 
drei  Gleichungen  geführt,  welche  die  Lage  der  fraglichen  Punkte 
X völlig  bestimmen;  zwei  derselben  sind  aber 
M = 0,  e = 0 

selbst,  da  mit  Hilfe  derselben  sich  die  Gleichungen  b)  auf  zwei 
allein  verschiedene  reducieren.  Da  nämlich  aus 
£uidxi  — 0,  2’e.dx,  = 0 

auch  £xidui  = 0,  Zxidvi  =0 

folgen,  so  verschwindet  die  Summe  der  Producte  der  Gleichungen 
b)  mit  x^,  Xj,  Xj,  X,.  Die  analoge  Mulliplicalion  und  Addition 
mit  dx, , etc.  giebt 

0 = UZdXidVi  — V Zdxidui 
= U££  (n  — 1)  VikdXidXk  — V ££  (m  — 1)  Uikdxidxk, 
wo  die  Doppelsummen  zu  V und  V proportional  sind,  so  dass 
auch  diese  Combination  verschwindet.  An  Stelle  der  Gleichungen 
b)  dürfen  also  zwei  Corabinationen  derselben  gesetzt  werden. 

Wir  denken  V und  V geordnet  nach  Gliedern  einer  Reihe 
V = ZvkAk,  V = ZukBk. 
wo  EAjUi  = 0 , SAidUi  = 0, 

. ZBiVi  ==  0 , ZBidvi  = 0 
die  Coefßcienten  bestimmen. 


Digitized  by  Google 


Miilti|ilicierl  man  nun  di*'  (•leirlinuiigun  b)  bezichnngsMei.se 
iiiil  -Y| , . . . odfi’  niil  ll^,  11^,  . . . su  erbiill  inan,  niit  Weg- 

lassung je  eines  Factors 

(lU  + £A,(lvi  = Uilt, 

(IV  -F  £Bi(lui  = Vdl. 

Selzen  wir 

fj.  = 1 v=  ---  ^ ''J'- 

' ,‘{m  + 2«  — 8 da-'i’  ' l\n  + 2>n  — 8 do-'i' 

SU  erhallen  wir  aus  diesen  (ileicliungen  die  neuen 

£dxi  {(3m  -F  2«  — 8)  Ui  + (»—1)  = Udl, 

Zdxi  {(3«  -F2m  — 8)  F,  + (m  — 1)  2:.^*«;*}  = Vdl, 

und  können  nun  aus  diesen  mit  den  (ileieliungen  a)  des  vorigen  Ar- 
tikels d,L\,  dx.,. . , dt  eliminieren.  W'ir  erhalten  die  Deterininanlu 
(3m-F2«— 8)i/|+(«— (3«-F2m— 8)F, -F(m  — 1)2'ä*kh.,  v,,  A,| 

(3w-F2«  — 8)F.^-f  («— l)ar.-/*r._,*,  (3«-F2m— 8)  Fj+H  — «j.  «’j, 

(3//i  + 2f/—8)Uj+(/i  — l)2:Ai,pu,  (3«-F2m— 8)  F3-F(m— Mj.  fj.  Ajj 
(3m-F2«— 8)f/j  + (n— , (3«-F2m— 8)  F^-F(m— «4,  Ä ,! 

U , V ,0.0,0 

Sic  kann  durch  .Multiplicatiun  der  ersten  vier  rteihen  mit 
X/,  Xj,  X3,  .T4  respective  und  Suliti'aclion  von  der  mit  (3m-F3« — 9) 
mulliplicierlen  letzten  Heihe  in  folgende  l•in^a(•here  verwandelt  werden 
(3m-F2«— 8)F,-F(/i— (3/i+2m— S)F,  + (m  — 1)2:/?4.mu,  11,,  p,  ^ 
! (3m-F2«— 8)F2-F(«— {3«  + 2m— 8]  F3-F(m  — Mj,  Pj 
' (3««+2n— 8't^;)+f«— l)-S'-f<r3/,.  (3«+2m— 8)  F3-F(m  — 1/3,  r, 

! (3m-F2n— 8)ü^i  + («  — l)-2'.4*ru,  (3»  + 2m— 8)  Fj-F(m— «i.  »4 
! = 0. 

lU  c s s i s l die  ('•  I e i c h u n g einer  Fläche  (Om  -FC«  — 20)'"' 
Ordnung,  welche  die  F.urve  « = 0,  p = 0 in  den 
mn  (6m  -F  6«  — 2o)  Herührungspunkten  von  Wende- 
ber ü li  r e b e n e n durchs  c h n e i d e l.  (Man  vergleiclie  den  Werth 
von  X im  Artikel  80.) 

Für  Flächen  2'"  Ordnung  sind  die  Z.4i,vn,  ZB)tU,i,  von 
Ui,  Vi  nicht  verschieden  und  man  erhält  die  einfachere  Gleichung 
2-  + F,  V^u.,P,  = 0 
zur  Lösung  des  l'rohlcms. 

Ist  die  betrachtete  C.urve  eben,  so  ist  die  hier  betrachtete 
Hedingung  durch  die  Goordinaten  jedes  1‘unkles  in  ihr  erfüllt. 
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102.  Wir  brtradilen  hirrnucli  «len  «IuitIi  drei  auf  einander 
folgende  l'nnkle  der  Ciirve  beslimniten  Kreis,  \«elrlier,  wie  bei 
ebenen  ('.urren,  der  Kriiiiiiiiiin  gskreis  genannl  wird.  Kr  liegt 
offenbar  in  der  Osculalionsebene,  sein  Centrtnn  ist  der  Durcli- 
sebnitt  der  in  dieser  Ebene  durch  zwei  auf  einander  folgende 
Nornialebenen  bcstinnnlen  Spuren,  und  sein  Radius  wird  gewöhn- 
lich der  Radius  der  absoluten  Krfiininung  genannt,  um 
ihn  von  dem  Radius  der  sphärischen  Kri'immiing  zu 
unterscheiden,  welcher  der  Radius  der  durch  vier  auf  einander 
folgende  Punkte  der  Ein  ve  bestimmten  Kugel  .ist,  und  welcher 
alsbald  untersucht  werden  soll. 

Wenn  durch  das  Centruin  eines  Kreises  eine  zu  seiner  Ebene 
normale  Linie  gezogen  wird,  so  liegt  jeder  Punkt  in  ihr  von 
allen  Punkten  des  Kreises  gleichweit  entfernt  und  kann  als  der 
Pol  desselben  bezeichnet  werden.  Nun  ist  die  Durrh.schnittslinie 
zweier  auf  einander  folgenden  N'ormalebeucn  offenbar  senkrecht 
zur  Ebene  des  Krümmungskreist^s  und  geht  durch  seinen  Mittel- 
punkt. Monge  hat  deshalb  die  Durclischnittslinien  je  zweier  auf 
einander  folgenden  Normalebenen  die  Polarlinicn  der  Fläche 
genannt.  Es  ist  offenbar,  dass  alle  Nornialebenen  eine  abwickel- 
bare Fläche  unibüllen,  für  welche  diese  Polarliriieii  die  Erzeugen- 
den sind  und  welche  daher  auch  wohl  die  Polarfläche  genannt 
worden  ist.  Wir  werden  zunächst  einige  Eigenschaften  dieser 
Fläche  darlegen. 

Die  Polarlinie  ist  offenbar  zu  der  als  Binomiaie  bezeiclineten 
Linie  parallel.  (Artikel  96.) 

103.  Lin  den  Krümmungsradius  zu  erhalten,  berechnen  wir 
zuerst  den  Winkel  der  Rerülirung,  d.  h.  den  Winkel,  wel- 
cher von  zwei  auf  einander  folgenden  Tangenten  der  Curve  mit 
einander  gebildet  wird  (Contingenzwinkel  der  Tangenten).  Da  die 
Richtungscosinus  der  Tangente 

dx  dy  dz 
ds  ’ ds  ’ ds 

sind,  so  folgt  aus  Artikel  92,  dass  der  Winkel  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  Tangenten  dO  durch  eine  der  Formeln 

= ("  + ("  :i)’ + (•'  S)’- 

oder 

ds\m  = + z\ 
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wo 

X — ily  tPz  — dz  (Py,  elc.  isl.*) 

Die  Walirlieit  der  lel/lcren  Formel  kann  geometrisch  gezeigt 
werden:  Die  rechte  Seile  der  CleirliuDg  bezeichnet  das  Quadrat 
von  dem  Doppelten  des  InliaiLs  des  von  den  drei  auf  einander 
Tolgenden  Punkten  gebildeten  Dreiecks  (Band  I,  Artikel  27):  und 
da  zwei  seiner  Seiten  die  Länge  ds  haben  und  den  Winkel 
einsrhliessen , so  ist  sein  doppelter  Inhalt  ds^di. 

Wenn  nun  ds  das  Bogenelcinent  ist,  für  welches  die  Tan- 
genten in  den  Endpunkten  den  Winkel  mit  einander  bilden, 
so  gilt,  weil  der  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  eines  Kreises 
dem  von  ihren  Berührungspunkten  am  Centrum  bestimmten  Win- 
kel gleich  ist,  die  Kelaliou  fd9  = ds;  und  da  das  Bogenelemenl 
und  die  beiden  Tangenten  der  Curvc  und  dem  Krümmungskreis 
gemeinschaDlich  sind,  so  ist  der  Krümmungsradius  durch  die 
ds 

Formel  ^ =z  — bestimmt,  somit 


ds* 


Kt)’ +("S’ +(•'§)’■ 


oder 


p*  = 


ds* 


AT*  -F  T*  -f  Z* 


Beispiel.  Den  Knimroungsradius  der  SchraubcnliDic  zu  finden. 
Mit  den  Formeln  des  Artikel  ü8  finden  wir 


*)  Indem  man  die  in  der  ersten  Formel  angezeigten  Differentiationen 
vollzieht,  wird  ohne  Schwierigkeit  ein  anderer  Werth  für  rfS*  gefunden: 
rffirfS«  = 4-  (d»y)«  + (iPz)^  — (rf»s)*, 

welcher  geometrisch  abgeleitet  werden  kann. 

Sind  AH,  BC  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  der  Curvo  und 
bezeichnet  AB  eine  mit  BC  gleiche  und  parallele  Gerade,  so  folgt  aus 
den  Worthen  der  Projectionen  von  BC  auf  die  Achsen 
dx  "F  <P.T,  dy  -F  <By,  dz  + d*i, 

dass  die  Projectionen  der  Diagonale  BB  auf  die  Achsen  durch  fPx,rPy,d*z 
dargestellt  worden,  so  dass  man  hat 

Äfl*  = -F  {<Py)*  + (r/*:)». 

Aber  es  ist  BB,  auf  das  Bogeuclemcnt  projiclert,  = und  auf 
eine  zu  demselben  senkrechte  Linie  = dsdi;  man  hat  also 

(d»s)«  -F  (ds  (/«;«  = + ('/*.'/)*  + 
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Q 


+ 


{x—x) 


oder  der  KrinDmiingsradius  ist  constaiit. 

Die  Ebene 

ds^  + {y  y)  + (j  z) 
enlbäll  die  Diirclisrlinittslinie  zweier  auf  einander  folgenden  Nor- 
malebenen und  ist  selbst  normal  zur  ersten  derselben : der  Krüm- 
mungsradius ist  die  vom  ersten  Funkte  der  Curve  auf  sie  gefällte 
Normale. 

104-  Nachdem  wir  so  die  Grösse  des  Krümmungsradius  be- 
stimmt haben,  sind  wir  durch  die  Formeln  des  Artikel  95  auch 
im  Stande,  seine  Lage  zu  bestimmen.  Denn  die  Richlungscosinus 
einer  in  der  Ebene  zweier  auf  einander  folgenden  Tangenten 
senkrecht  zu  ihrer  gemeinschaftlichen  Richtung  gezogenen  Cera< 
den  sind  nach  diesem  Artikel 


oder 


1 

dx 
d --  . 

- 1 

ld'!l 

ds 

' di 

ds  ’ 

dO  ds 

d 

dx 

d 

d 

ds 

ds 

ds 

ds  * . 

9 - 

^ -df 

Wenn  x,  y,  z die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Curve 
sind,  und  x,  y,  z die  des  Krümmungscentrnms  bezeichnen,  so 
sind  X — x’,  y — y,  z — z'  die  Frojectionen  des  Krümmungs- 
radius auf  die  Achsen ; aber  sie  sind  auch  q cos  a,  ^ cos  ß,  q cos  y. 
Indem  wir  daher  für  cos  «,  cos  ß,  cos  y ihre  so  eben  gefundenen 
Werthe  einselzen,  finden  wir  die  Coordinaten  des  Krümmungs- 
centrums bestimmt  durch  die  Gleichungen 

, dx 


X — X = p' 


ds 


ds 


y — y = 9 


df 

ds 


''  -~dV 


Der  Ort  der  Krümmungscentra  der  Schraubenlinie  ist  eine 
Schraubenlinie  von  derselben  Achse;  ihre  Tangenten  bilden  die 
Folarfläche  der  ersteren.  Diese  Relationen  sind  gegenseitig. 

105.  Wenn  eine  Curve  als  der  Durchschnitt  zweier  sich 
rechtwinklig  schneidenden  Flächen  gegeben  ist,  so  kann  ein  Aus- 
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druck  fiir  den  Radius  der  Krüiniiiiiiig  leicht  erhalten  werden. 
Sind  r und  r'  die  Krümimiiigsradieu  der  NorniaLschnitte  jener 
zwei  Flächen,  welche  längs  der  Tangente  der  Ctirve  gelegt  sind, 
und  ist  q>  der  Winkel,  den  die  Osculationsebene  mit  der  ersten 
Nornialebene  macht,  so  haben  wir  nach  Meuuier’s  Theorem 
Q = r cos  (p  und  q = r sin  <p, 


1 = i + 1 . 

t *»  i ff 

Q*  r*  r* 

Itiesclhen  Gleichungen  bestimmen  die  Osculationsebene  durch 
die  Formel 

r 

tan  tp  = 

r 

Wenn  der  von  den  Flächen  mit  einander  gebildete  Winkel  o> 
ist,  so  wird  die  cnLsprechendc  Formel 
,.2 


Sill''  ü)  1 I ^ 

•»  l’ 

r ^ 


2 cos  M 
rr 

Wir  können  auch  einen  Ausdruck  für  den  Krümm iings- 
radius  einer  Giirve  erhalten,  die  allgemein  als  Durch- 
schnitt zweier  Flächen  gegehen  ist.  Wir  können  nach 
früheren  Bezeichnungen 

+ Vi  = K-,  £^,'*  + + UP  = K' 

setzen  und  haben 

v.v'  -H  V.V.:  + v.v: 

cos  w _ , 

sm  w _ - 

Wir  müssen  daher  in  die  Formel  des  Artikel  d3  die  Wertlic 

RR'  sin  oj 

_ UiV.;—_U{U^ 

RR'  sin  ta 


cos  a 


, , cos  ß 

RR  sm  OJ  ^ 


cos  y 


der 

Nenner 

der 

Formel 

verwandelt 

U,,. 

Vvi 

. Vx. 

f'n. 

, cr,j. 

Vn 

t ^2  ’ 

u,'- 

^;i3 

. 1^3. 

Vz. 

f/|  , 

. V,  , 

, 0 , 

0 ' 

, u.;. 

, 0 , 

0 1 
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welche  Determinante,  wie  ini  Artikel  100  redneiert,  auf 
gebracht  wird.  Wir  erltalten  so 


J1 

(«,-])’ 


s 


(m  — 1)*  R-*  sin*  oi 

r _ - 

und  in  gleicher  Art 

, (w  — 1)'*  Ä* fl'*  sin*  to 
^ ■ 


also 


fl* 


(m  — ij^fl^A'^  sin'’£o  {«  — 1)^  fl*  A'“  sin*' w 

2 SS'  cos  w 


fl'* 


(»I  — 1)*  («  — 1)*  Ä*  fl'*  sin*’  Q) 

106.  Wir  betrachten  ferner  den  Winkel,  welchen  zwei 
auf  einander  folgende  Osculationsebenen  mit  einan- 
derbilden, einen  Winkel,  den  wir  den  Torsionswinkel  nen- 
nen und  den  wir  mit  dt]  bezeichnen  tterden. 

Die  Richtnngscosinus  der  Oscnlationsebene  sind  proportional 
zu  A’,  F,  Z und  die  zweite  Formel  des  .Artikel  95  giebt 
(A-*  -I-  F*  + 2*)*  rfi)*  = {YdZ  — Zdrf  + (ZdX  — XdZf 
-1-  {XdV—  FdX)\ 

Nun  ist 

F = dz(Px  — dxd^z,  Z = dxd'y  — dt/d'x, 

dY  = dzd^x — rfard*i,  dZ  = dxd'y  — dyd'x; 


daher  (vergl.  „Vorlesungen“,  Artikel  17) 
YdZ  — ZdY  = Vdx, 
wo  M die  Determinante 

Xd^x  + Yd'y  + Zd'z 


bezeichnet.  Darnach  ist 

(.Y*  -1-  F*  -f  2*)*  = A/*Js* 

und 


dy 


Mds 


X-  + F*  -f-  2*’ 
eine  Formel,  welche  auch  eines  einfachen  geometrischen  Bewei- 
ses f.ihig  ist.  Denn  M bezeichnet  das  sechsfache  Volumen  der 
Pyramide,  welche  von  vier  auf  einander  folgenden  Punkten  der 
Curve  gebildet  wird,  während  Af*  -j-  F*  -|-  2*  das  vierfache 
Quadrat  der  Fläche  des  Dreiecks  ist,  welches  drei  auf  einander 
folgende  Punkte  der  Curve  bilden.  Wenn  nun  A die  dreiseitige 
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liasis  einer  Pyramide,  A'  die  anliegende  Fläche  derselben  unter 
dem  Winkel  tj  gegen  die  Basis,  s die  beiden  Flächen  geinein- 
schaflliche  Seite  und  p die  von  der  Spitze  auf  dieselbe  gefällte 
Senkrechte  bezeichnet,  so  dass  2A'=  sp  ist,  so  haben  wir  für 
das  Volumen  der  Pyramide  3 y ~ Ap  sin  rj  und 
6 Fs  = 2 Aps  sin  i/  = 4 AA"  sin 
In  dem  betrachteten  Falle  ist  aber  die  gemeinschaftliche 
Seite  ds  und  beim  Ucbergang  zur  Grenze  A — A,  so  dass  man 
erhält 

6 VdS  = iA'^dt], 

wie  zu  beweisen  war. 

ds 

Nach  Analogie  des  Krümmungsradius,  welcher  gleich  — ist. 

ds 

haben  neuere  französische  Schriftsteller  die  Grösse*)  — durch  den 

dl} 

Buchstaben  r und  mit  dem  Namen  Badius  der  Torsion  bezeich- 
net. Der  Leser  wird  jedoch  bemerken,  dass  diese  Grösse  nicht, 
gleich  dem  Badius  der  Krümmung,  den  Badius  eines  reellen 
Kreises  bezeichnet,  welcher  mit  der  Cnrve  eng  vereinigt  ist. 

Für  die  Schraubenlinie  ist  auch  die  Torsion  constant,  sie  ist 
in  sich  selbst  verschiebbar. 

Wenn  das  Maass  der  Torsion  — sein  Vorzeichen  wechselt, 

ds 

wenn  sein  Werth  Null  oder  Unendlich  wird,  so  erhält  man  be- 
sondere Punkte  der  (’.urve,  die  leicht  näher  zu  clraraclerisieren 
sind.  Der  Nullwcrlh  characterisiert,  wenn  er  für  alle  Punkte 
der  Curve  stattfindet,  die  ebene  Natur  derselben;  diess  Kenn- 
zeichen stimmt  mit  dem  in  Artikel  101  gegebenen  Kennzeichen 
zusammen. 

fiO 

In  gleicher  Weise  kann  man  das  Maass  der  Krümmung  — 
betrachten. 

Endlich  lassen  sich  an  die  Bemerkung,  dass  die  Gestalt  der 
Curve  von  ihrer  Lage  unabhängig  bestimmt  ist,  wenn  ihre  Krüm- 
mung und  Torsion  als  Functionen  ihres  Bogens  gegeben  sind, 
Untersuchungen  anknüpfen.**) 

*)  Die  Grösse  wird  ftuch  zuweilen  als  die  zweite  Kriimmnngr 
d.i 

der  Cnrve  bezeichnet. 

•*)  K.  Hoppe,  ..Journal  f.  Math.“  Bd.  LX.  p.  182.  LXIII,  p.  132. 
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107.  In  (lersrllien  Art  aber,  wie  wir  einen  Os^^llllion8k^ei^ 
als  durcli  drei  auf  einander  folgende  ,, Punkte  des  Systems"  be- 
stimmt angesehen  linben,  können  wir  einen  osc (liieren den 
geraden  Kegel  lielracliten,  welcher  durch  drei  auf 
ei  n a n d e r folgende  „ K h e ii  e n des  Systems“  bestimmt 
wrird  (Schmiegungskegel).  Denken  wir  von  dem  Punkte  des 
Systems,  in  welchem  die  drei  Ebenen  sich  schneiden,  als  Cen- 
tnim  eine  Kugel  beschrieben,  welche  von  den  durch  jenen 
Punkt  gehenden  Linien  des  Systems  in  A und  B und  von  den 
entsprechenden  Ebenen  des  Systems  in  AT,  BT  geschnitten  wird, 
und  beschreiben  wir  auf  dieser  Kugel  einen  durch  A und  B gehen- 
den und  von  AT,  BT  berührten  Kreis,  so  osculiert  nothwendig 
der  Kegel,  welcher  das  (Zentrum  zum  Scheitel  hat  und  der  über 
diesem  kleinen  Kreise  steht,  die  gegebene  Curve.  (Ins  ist  damit 
das  I'roblem  gegeben,  aus  dem  Winkel  dr\  zwischen  zwei  auf 
einander  folgenden  Tangenten  eines  kleinen  Kreises  einer  Kugel 
und  dem  enLsprechendeii  Dogen  des  Kreises  dO  den  Kadius  des- 
selben B zu  finden. 

Ist  C das  Centruin  des  Kreises,  so  liefert  das  rechtwinklige 
Dreieck  CAT  die  Delation 


sin  AT  = 


tan  AC 
tan  ATü ' 


ist  dann  q>  der  äussere  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  eines 
Kreises,  * die  Länge  derselben,  so  ist  der  Dadius  des  Kreises  H 
durch  die  Formel 

sin  l s 

tan  //  = f— 

tan  ^ g> 

gegeben.  Keim  L’ebergang  zur  Grenze  wird  s das  Bogeneleinent 
des  Kreises  und  somit 

j!i 

dep’ 

oder  nach  der  gebrauchten  Bezeichnung 

dO  _ 

dti  ~~ 

108.  Denken  wir  durch  jede  Linie  des  Systems  zur  ent- 
sfirechenden  Osculationsebene  eine  Normalebcne  gelegt,  so  erzeugt 
die  Vereinigung  dieser  Ebenen  eine  abwickelbare  Fläche,  welche 


tau  ff  = 


tan  ff  = 


*) 


♦)  Es  ist  durcti  Itcrtrand  bewiesen  wordou,  dass  für  ein  constan- 
tes  VerhältnUs  r : ff  die  Cnrve  nothwendig  eine  anf  einem  Cylinder  ver- 
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die  rectificierende  Abwickeluni^Äfläche  genannt  wird.  Die  Ver- 
anlassung dieser  Renennung  ist  der  Umstand,  dass  die  gegebene 
Ciirvc  eine  geodfitische  Linie  dieser  Abwiekeliingsnärlie  ist,  weil 
nacli  der  gegebenen  Constrnrtion  ilire  Osculationsebeiic  in  jedem 
l’imkte  normal  zu  dieser  Fläche  liegt.  Wenn  die  abwickelbare 
Fläche  in  eine  Ebene  ansgebreitet  wird,  so  verwandelt  sieb  in 
Folge  de.s.sen  die  gegebene  Curve  in  eine  gerade  Linie. 

Der  Durcliscbnitl  zweier  auf  einander  folgenden  Ebenen  der 
rectiliciereiiden  Abwickelungslläche  ist  die  rectifi  eieren  de 
Linie. 

Da  nun  die  durch  die  Kante  eines  geraden  Kegels  senkrecht 
zu  seiner  entsprechenden  Tangentenebene  gelegte  Ebene  noth- 
wendig  seine  Achse  enthält,  so  gehen  die  rectificierenden  Ebenen 
durch  die  Achse  des  zuletzt  hetrachlelen  osculicrenden  Kegels 
und  die  rectificicrcnde  Linie  ist  somit  die  Achse  des 
osculierenilen  Kegels.  Sie  kann  daher  construierl  werden, 
indem  man  in  der  reclificierenden  Ebene  eine  Linie  zieht,  welche 
mit  der  Tangente  einen  Winkel  H bildet,  wo  //  den  im  letzten 
Artikel  bestimmten  Werth  bezeichnet. 

Die  rectificierende  Fläche  ist  die  Fläche  derCen- 
tra  der  ursprünglichen  abwickelbaren  Fläche.  Denn  es 
ward  im  Artikel  47  bewiesen,  dass  die  Ncumalehenen  der  Origi- 
nallläche  längs  der  zwei  Ilau|tllangentcti  die  Fläche  der  Centra 
berühren ; da  nun  die  erzeugetide  Linie  selbst  in  jedem  ihrer 
Punkte  eine  der  Haupttangenten  ist,  so  berührt  die  rectiOcierende 
Ebene  die  Fläche  der  Uentra,  welche  die  Enveloppe  aller  dieser 
rectificierenden  Ebenen  ist. 

Das  Krümmungscentrum  irgend  eines  Punktes  für  den  an- 
dern zur  erzeugenilen  Geraden  rechtwinkligen  Ilaiiptschnilt  der 
abwickelbaren  Fläche,  ist  der  Punkt,  wo  diese  Ebene  die  ent- 
sprechende reclifiderende  Linie  schneitlet;  denn  die  Spuren  zweier 
auf  einander  folgender  reclificierender  Ebenen  in  dieser  Ebene 
sind  zwei  auf  einander  folgende  Normalen  der  Schnittcurve.  Wenn 


zcichnot«  Schraubenlinie,  uiirl  dureh  PuiHtMix,  dass  für  constantc 
Wortlic  von  r und  p sic  die  Schrauhcnlinie  specielt  eines  Krcisc)’lin- 
ders  sein  muss.  Immer  lässt  sich  eine  Schraubenlinie  finden,  die  mit 
einer  räninlichcn  Curve  eine  Bcrühruun:  zweiter  Ordnung  nach  Krüm- 
mung und  Torsion  bildet;  die  Schraubenlinio  ersetzt  in  diesem  Sinne 
den  Kreis  in  seiner  Kolle  als  Krümniungskrcis  ebener  Ciirvcn.  (Art.  106). 
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daher  l die  längs  der  Erzeugenden  gemessene  Enlfernung  irgend 
eines  Fnnktes  der  abwickelbaren  FInclic  von  der  Ciispidalkanle 
ist,  so  wird  der  Krümmungsradius  des  Iransvcrsalen  ScbniUes 
durch  l lau  H ausgedrürkl.  Wenn  l versclnvindet,  so  wird  auch 
dieser  Krümmungsradius  Null  oder  der  Punkt  ist  eine  Spitze. 

In  dem  Fall  der  Schraubenlinie  ist  die  rectiticierende  Fläche 
offenbar  der  Cylinder,  auf  welchem  die  Ciirve  gezeichnet  ist. 

109.  Man  soll  den  Winkel  zwischen  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Krümmungsradien  bestimmen. 

Seien  AB,  BC  die  in  einei'  Kugellläche  vom  Hadius  Eins  von 
zwei  zu  der  Usculations-  und  der  Normalebcne  parallelen  Ebenen 
gebildeten  Spuren,  so  gicbt  der  Itadius  des  Punktes  B die  Ilich- 
liing  des  Radius  der  Krnnnnung;  wenn  sodann  AB",  B'C  die 
nächstfolgenden  Positionen  der  Osculations-  und  der  ISormalebeiie 
bezeichnen,  so  liegt  W vom  Centrum  aus  in  der  Richtung  des 
dem  vorigen  nächstfolgenden  Krüminuiigsradins  und  der  Rogen 
BIf  misst  den  Winkel  zwischen  beiden.  Sei  <lann  0 der  Diircb- 
scliniltspimkt  der  Bogen  Alf,  BC,  so  haben  wir,  da  das  Drei- 
eck BOB'  ein  sehr  kleines  rechtwinkliges  Dreieck  ist, 

BB'-  = BO^  + OB"^. 

Der  Winkel  ABC  ist  aber  ein  rechter,  BO  misst  folglich 
BAB',  welches  drj,  der  W'inkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgen- 
<len  Osculalionseheneu  ist;  und  OB"  misst  OCB',  d.  i.  d9,  den 
Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Normalehenen.  Der 
geforderte  Winkel  ist  somit  durch  die  Formel 
BB"^  = dri'^  + t!0‘ 

gegeben,  in  welcher  di;  und  d9  die  früher  gefundenen  Werthe 
haben. 

Die  F(dgen  der  Krüminuiigsradien  in  allen  Punkten  einer  Curve 
erzeugen  eine  Fläche,  auf  deren  Eigenschaften  näher  einzugehen 
uns  hier  ilcr  Raum  nicht  erlaubt.  Sie  ist  offenbar  eine  wind- 
schiefe Fläche  (vgl.  Anmerkung  des  .Artikel  109  im  ersten  Bande), 
weil  zwei  auf  einander  folgende  Krümmungshalbmesser  .sich  im 
Allgemeinen  nicht  schneiden. 

Beispiel  1.  Die  Olcicliung  iler  Flfichc  der  Knumniiiigsrndicn  in  dem 
Fall  der  Scliraid>enlinie  zu  finden. 

Der  Radius  der  Krümmung  als  der  Durdischnilt  der  Osculations-  und 
der  Normalchene  hat  zu  seinen  rdeichungen  (Artikel  Ü8) 
x'y  = y'x,  z = z; 

Salmon,  Anal.  Geom.  d.  Raumes.  II. 
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wir  liaben  aus  denselben  mit  Hilfe  der  Gleichungen  der  Cui-vc  x’,  y,  z' 
zu  eliminieren.  Aus  den  Gleichungen  der  Schraubenlinie 

X = a cos  m,  y = n sin  nz 
folgt  so  die  Gleichung  der  verlangten  Fläche 

y cos  nz  =.  x sin  nz. 

Itie  Gleichung  ihrer  Tangenlcnebene  im  Punkte  {x‘,  y,  z')  ist 


sin  nz  ix' — x)  — cos  nz  {y  — ,v)  + « (■*  cos  «z  y .sin  nz)  (i'—  z)  = 0, 


oder  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Fläche  rediiciert 

•r  y — xy'  + n (n:*  + y*)  (i'  — z)  = 0. 

Beispiel  2.  Die  Gleichung  der  durch  die  Tangenten  einer  Schrnuhen- 
linie  erzeugten  abwickelbaren  Fläche  zu  linden. 

Die  Gleichungen  der  Tangente 

X — n cos  nz'  = — na  sin  nz'  [z  — z'), 
y — a sin  nz'  = na  cos  nz'  (z  — z') 
liefern  durch  Elimination  von  z'  das  Ergebtiiss 


X cos 


{ nz  + ± . + ,,  sin  „j  + L_ir ^ > = 

l ~ rt  I l — « J 


Da  diese  Gleichung  für  a:*  + y*  •<  o*  imagiii.’lr  winl , so  schliessen 
wir,  dass  kein  Theil  der  Fläche  innerhalb  des  Gyliuders  liegen  kann , auf 
welchem  die  Schraube  gezeichnet  ist. 

fhr  Schnitt  mit  der  Ebene  der  x,  y ist  die  Evolvente  des  Grundkrei- 
ses. Die  Neigung  ihrer  Tangenlcnebene  gegen  jene  ist  conslant,  der 
Cosinus  des  Neigungswinkels  nämlich 


(1  + n^a'‘)i 


Die  Schraubenlinie  ist  die  Rückkelirkanlc  der  Fläche.  Denn  der  Form 
der  Fläebengicicbung 

x cos  9 -f  y sin  0 = a < 

ent-spreeben  als  Derivierle  nach  .r,  y,  z rcspcclive 

, X ly  cos  6 — X sin  9]  . , y {(/  cos  9 — x sin  9) 

a (x^  -f-  y^  — « (x^  -f-  }ß  — 

n (y  cos  9 — x sin  9) , 

welche  alle  wegen 

y cos  9 — a:  sin  9 = (a:-  -f-  y^  — 

für  die  Punkte  der  Schraubenlinie  gleichzeitig  verschwinden  und  so  den 
Ort  singulärer  Punkte  bezeichnen.  Der  Tangentcnkcgel  jedes  Punktes  in 
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ihr  degenoriert  in  rin  Ebenonpnar,  denn  seine  Gleichung  ist  in  der  Form 
ItestimnU 

(.r*  + yi/')  (x'i/  — xi/  + = 0. 

110.  Wir  handeln  iin  Folgenden  von  der  abwickelbaren 
Polarfläche,  die  durch  die  Nornialebenen  der  gegebenen  Curvc 
erzeugt  wird.  Fourier  hat  bemerkt,  dass  der  ,, Torsionswinkel" 
des  einen  Systems  gleich  dem  ,, Winkel  der  Berührung"  des  an- 
dern ist,  wie  vollkommen  deutlich  wird,  weil  die  Ebenen  des 
neuen  Systems  senkrecht  zu  den  Linien  des  alten  sind,  und  um- 
kehrt. Der  Leser  wird  dagegen  bemerken,  dass  daraus  nicht 

folgt,  die  Grösse  ^ des  einen  Svslems  sei  gleich  der  Grösse  — 
ns  • rfs 

des  andern,  weil  ds  in  beiden  Fällen  nicht  dasselbe  ist. 

Weil  der  Durchschnitt  der  >'ormalebenen  iti  zwei  auf  einan- 
der folgenden  Punkten  A',  A"  der  (’.urve  die  Achse  eines  Kreises 
ist,  welchem  A',  A"  als  Pinikle  angehoren  (Artikel  102),  so  folgt, 
dass  die  Verbindungslinien  eines  beliebigen  Punktes  D in  ihr  mit 
A',  A''  gleich  lang  sind  und  mit  der  Achse  gleiche  Winkel  machen. 

OlTenhar  durchschneideu  sich  drei  auf  einander  folgende  Nor- 
malehenen  in  dem  (ieiitrum  der  osculierenden  Kugel;  Die  Cns- 
pidalkante  der  a h w ickcl  har  en  Polarfläche  ist  somit 
der  Ort  der  Centra  der  sphärischen  Krümmung. 

In  dem  Falle  einer  ebenen  Curve  redudert  sich  diese  ah- 
wickelbare  Polarlläche  auf  einen  über  der  Evolute  der  Curve  stehen- 
den Cylinder. 

Die  llauptnoruialcn  heider  Linien  sind  parallel; 
denn  sie  liegen  in  derselben  Ebene,  der  INormalehene  der  ersten 
Curve,  die  eine  osculierende  Ebene  der  zweiten  ist,  und  sind 
beide  rechtwinklig  zu  der  Polarlinie  der  ersten  Curve,  welch«! 
eine  Tangente  der  zweiten  ist. 

Beispiel.  Oie  Fblcbc  der  Tangenten  der  Schraubenlinie  B,  welche 
nach  Artikel  104  der  Ort  der  Knuninungsniilielpnnkte  einer  Schrauben- 
linie A ist,  ist  die  Polarlhlcbc  der  Curvc  A-,  die  Schraube  B ist  die  llück- 
kehrkanle  dieser  Polarlläche.  Zwischen  den  Cnrven  A und  B besteht  eine 
vollkommene  lleciproeität.  Oie  Osculationsebenen,  welche  entsprechen- 
den Punkten  der  beiden  Schraubenlinien  nngeliören , scheiden  sich  recht- 
winklig in  der  geineinschaftlichen  llauptnormalc.  Oie  Punkte,  in  welchen 
diese  die  beiden  Schraubenlinien  schneidet,  sind  jeder  das  KiTimmungs- 
cenlriim  der  Schraubenlinie  des  andern  für  ihn.  0er  geineinschaftlicbc 
Krümmungsradius  der  Schraubenlinien  A und  B ist  die  mittlere  geonic- 

10* 
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Irisclip  Proporlionalo  zwischen  ilircii  Radien  der  Torsion  nach  der  Erklä- 
rung des  Artikel  10(1. 

111.  Jede  Ciirve  hat  eine  iinend  liehe  Zahl  von  Evo- 
luten, die  in  der  abwickelharen  Polarfläche  liegen;*) 
d.  h.  die  gegoltene  (airve  kann  in  unendlich  vielen  Arten  erzeugt 
werden,  indem  man  einen  auf  eine  Curve  in  dieser  abwickelharen 
Fläche  aurgewundenen  Faden  abwickelt. 

Uezeichnen  MM',  M'M",  etc.  die  successiven  Elemenlt'  der 
r.urve,  K,  K',  etc.  die  Mittelpunkte  dieser  Elemente,  so  sind  die 

Fig.  1. 


durch  die  Punkte  K senkrecht  zu  den  Elementen  gelegten  Ebenen 
die  Normalebenen. 

Die  Linien  AB,  A’B',  etc.  sind  die  Linien,  in  welchen  jede 
Nornialebcne  durch  die  darauf  folgende  geschnitten  wird;  sie  sind 
die  Erzeugenden  der  abwickelharen  Polarlläche  und  daher  Tan- 
genten der  Cuspidalkante  SSS!'  dieser  Flüche.  Ziehen  wir  nun  will- 
kürlich eine  Linie  KD  in  der  ersten  Normalehene,  welche  die 
erste  Erzeugende  in  D schneidet , und  DK',  welches  als  in  der 
zweiten  Normalehene  die  zweite  Erzeugende  A B'  in  D'  schneidet ; 
ebenso  K" D",  welches  A" B"  in  D"  schneidet.  Dann  erhalten  wir 
eine  in  der  abwickelbaren  Polarlläche  liegende  Curve  DD'D", 
welche  eine  Evolute  der  gegebenen  Curve  ist.  Denn  die  Linien 
DK,  D'K',  etc.,  die  Tangenten  der  Curve  DD'D",  sind  Normalen 
der  Curve  KK'K",  und  die  Längen  DK  = Dli,  D'K'  — D'K", 
etc.  (siehe  Artikel  110).  Wenn  somit  DK  ein  Theil  eines  um 
DD'D"  aufgewnndenen  Dralhes  ist,  so  bewegt  sich  hei  seiner  Ah- 
windung  der  Punkt  K längs  der  gegebenen  Curve. 


*)  Siehe  Monge,  p.  396. 
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Wegen  der  Willkürlichkeit  der  ersten  Linie  DK  besitzt  die 
Cnrve  eine  imendliehe  Zahl  von  Evoluten.  So  hat  eine  ebene  • 
Curve  unendlich  viele  Evoluten,  welche  alle  in  der  Fläche  des 
Cylinders  liegen,  der  über  der  in  ihrer  eigenen  Ebene  gelegenen 
Evolute  steht.  In  dem  speciellen  Falle,  in  welchem  die  Evolute 
sich  auf  einen  Punkt  reduciert,  d.  h.  in  dem  des  Kreises,  sehen 
wir  in  der  That,  dass  die  Curve  durch  Abwickelung  eines  Urathes 
von  conslanter  Länge  ans  einem  beliebigen  Punkte  der  durch  das 
Centrum  des  Kreises  gehenden  Achse  beschrieben  werden  kann. 

Im  allgemeinen  Falle  sind  die  sämmtlichen  Evoluten 
DD'D",  etc.  geodätische  Linien  der  abwickelbaren  Po- 
lar f 1 ä c h e. 

rienn  wir  wissen  (Artikel  48),  dass  eine  Curve  eine  geodäti- 
sche Linie  ist,  wenn  zwei  ihrer  auf  einander  folgenden  Tangen- 
ten mit  dem  Durchschnitt  der  entsprechenden  Tangentenehcnen 
der  Fläche  gleiche  Winkel  bilden,  und  es  ist  so  eben  (Art.  110) 
bewiesen  worden,  dass  DK,  DK',  welches  zwei  auf  einander  fol- 
gende Tangenten  der  Evolute  sind,  mit  AB,  d.  i.  dem  Durchschnitt 
zweier  auf  einander  folgenden  Ebenen  der  abwickelbaren  Fläche, 
gleiche  Winkel  einschliessen.  Eine  Evolute  kann  daher  gefiindeu 
werden,  indem  man  einen  Faden  als  tangierend  zur  abwickelba- 
ren Polarlläche  von  K aus  legt  und  die  Fortsetzung  dieser  Tan- 
gente um  die  abwickelbare  Fläche  auf  windet. 

112.  Der  Ort  der  Krümm iingscentra  ist  eine  in  der 
abwickelbaren  Polarfläche  gelegene  Curve,  aber  nicht 
eine  solche,  welche  dem  System  der  Evoluten  ange- 
lt ort.*) 

Die  erste  osrulierende  Ebene  MM'M"  schneide  die  ersten 
zwei  Normalehenen  in  KC,  K'€,  so  ist  C das  erste  Krüm- 
mungscenlrum ; in  gleicher  Art  ist  C’,  der  Durchschnittspunkt  von 
K'C  und  K"C,  den  Durchschnittslinien  der  zweiten  osculieren- 
di-n  Ebene  mit  der  zweiten  und  dritten  Normalchene, 


*)  Das  „Resume  ilcs  leijons  d’analyse"  von  Na  vier  giebt  (t.  I, 
n.  247  der  Ausgabe  von  W i 1 1 s t e in)  falsche  Vorstellungen  von  dem  Zu- 
sammenhang dieser  Polarfliiche  mit  der  Abwickelangsfläcbe  der  Curve 
und  der  Linie  der  Kriimmungsceutra.  Man  vergleiche  die  soeben  er- 
schienene treffliche  neue  Ausgabe  dieses  Werkes  von  de  Saint- 
V e n a n t. 
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(las  zweile  Kriiiiiniun^'sceiilnim.  Nim  sind  die  Kadien  K'C,  K'Cf 
• versrliicden . weil  sie  die  Üurdisclinille  derselben  Nornialeben«  ' 

mit  zwei  versdiiedeneii  oscuüerenden  Ebenen  sind;  K'C  schnei- 
det daher  die  Linie  AB  in  einem  Punkte  J,  welcher  von  C ver- 
schieden ist.  Die  zwei  Krümmungsradien  KC,  K'C  in  den  Ebene» 
l\  V haben  keinen  gemeinschalllichcn  Punkt  in  der  Dnrchsdinitls- 
linie  AB  dieser  Ebene;  zwei  anf  einander  folgende  Krümmnngs- 
radien  schneiden  sich  daher  nicht,  ausser  in  dem  specielien  Falle, 
wo  zwei  anf  einander  folgende  osculierende  Ebenen  sich  decken. 

Da  somit  die  Leutra  der  Knnnmnng  nicht  als  die  Durch- 
schnitte der  auf  einander  folgenden  Itadien  gegeben  sind,  so  sind 
diese  auch  nicht  Tangenten  des  Ortes  der  Centra.  Irgend  ein 
Kadins  KC  ist  daher  nicht  die  Fortsetzung  eines  um  CC'C"  auf- 
gewundenen  Dralhes  und  die  Abwickelung  eines  solchen  Drathes 
hringt  nicht  die  Lurve  K k” K"  hervor,  ausgenommen  in  dem 
Falle,  wo  diese  l.etztere  eine  ebene  Lurve  i.st.*) 

Man  kann  ferner  zeigen,  dass  bei  der  Entwickelung 
der  Polarfläche  der  Lurve  in  eine  Ebene  der  Ort  der 
Krümmungscentra  sich  in  die  einem  bestimmten  Ur- 
sprung 0 entsprechende  Fiisspnnktencurve  der  Ah- 
w ickeluiigsgestalt  der  Uückkehrkante  transformiert; 
so  dass  die  Entfern nngen  entsprechender  Punkte  den 
Radien  der  Schmiegungskugcl  und  des  KrümiDungs- 
kreises  respective  gleich  sind,  welche  dem  entspre- 
chenden Punkte  der  Originalcurve  angehören. 

Denn  wenn  ss's" ccc”...  die  transformierten  von  SKS"... 
(Rückkehrkante  der  Polarlläche)  und  CC'C’'  ...  (Ort  der  Krüm- 
mungscentra) sind,  so  geht  die  Lurve  DD'D"  . ..  (Evolute)  in  eine 
gerade  Linie  über  und  daher  fallen  alle  die  Punkte  K,  K',  K",... 
in  einen  Punkt  O zusamincn.  Die  Punkte  C findet  man  vor  der 
Entwickelung  aber  durch  Normalen  MC  von  den  M auf  die  ver- 
längerten Elemente  SS'  und  die  Entfernungen  MC,  MS  sind  von 
den  Ilalbinessern  des  Krüminungskreises  und  der  Schniiegungs- 
kugel  unendlich  wenig  verschieden;  und  da  die  MC  und  MS  in 


Die  Charactere  der  abwickelbaren  Polarftäche  können  durch 
einfache  8chlÜ8Ke  untersucht  werden;  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die 
Klasse  dieser  abwickelbaren  Fläche  ist  m + r»  wo  m und  r die  im 
Artikel  C4  ihnen  beigeleptc  Bedeutung  haben. 
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der  Kbeiie  von  zwei  INadiharelemenlen  der  llückkelirkanle  liegen, 
so  ist  die  Entwickelung  der  Linie  der  Cenlra  eine  Fusspunklen- 
enrve  der  Itürkkelirkantc  nach  dem  obigen  Gesetze. 

Auch  die  Umkehrung  des  Satzes  ist  wahr. 

113.  Den  lladius  der  durch  vier  auf  einander  fol- 
gende Punkte  bestimmten  Kugel  zu  finden.  (Schmie- 
gungskugel.) 

Ist  R der  lladius  einer  Kugd , p der  lladius  des  von  ihr  mit 
einer  Ebene,  die  gegen  die  Normalebene  in  irgend  einem  Punkte 
den  Winkel  bildet,  bestimmten  Schnittes,  so  ist  nach  dem  Satze 
von  Meunier 

fi  cos  »j  = 

lind  ffir  eine  darauf  folgende  Ebene,  welche  den  Winkel  '+  dij 
macht , 

dp  = — R sin  ijöi). 

Also  ist 


In  diesen  .\usdruck  sind  nun  die  frfiher  (Artikel  103,  106)  ge- 

j - 

fundenen  Werthe  von  p und  dt)  einzusetzen.  ^ ist  offenbar  die 

Länge  der  senkrcditen  Entfernung  des  Kiigelmittelpiinktes  von 
der  Ebene  des  Krunimungskreiscs. 

114.  Die  Cnordiiiaten  des  Centrums  der  osculie- 
renden  Kugel  zu  finden. 

Sei  die  Gleichung  einer  Normalebene 

(a  — x)  d.r  -I-  iß  — y)  (ly  -h  {y  — z)  dz  = 0, 
für  {x,  y,  z)  als  einen  Punkt  der  Curvc  und  (of,  ß,  y)  als  einen  ver- 
änderlichen Punkt  in  der  Ebene,  so  giebt  die  Gleichung  der  dar- 
auf folgenden  Nornialebene  durch  ihre  Verbindung  mit  der  vorigen 
(a  — x)  (Px  + iß  — y)  d^y  -P  (y  — z)  d*z  = ds^\ 
und  die  Gleichung  der  dritten  Ebene  giebt 

(a  — x)  d?x  -I-  [ß—y]  d^y  + iy  — z)  = ddsfPs. 

Bezeichnen  wir  nun  wie  vorher  dyd'^z  — dt<Py,  etc.  durch 
X.  Y,  Z\  dydh  — dzd'y,  etc.  durch  X\  Y\  Z'  und  die  Deter- 
minante 

xd^x  ^ Yd^y  -I-  Z(pz 

durch  M,  so  giebt  die  Auflösung  der  vorigen  Gleichungen 
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M (rt — .r)  = — X'ih  ' + Xiisd  ’s , 

M iß  — y)  — — Y'ds’  + 3yds(Ps, 

M iy  — j)  = — Z' ds‘  + 'iZdsfPs. 

Indoni  wir  diese  Gleidiungen  ijuadrieren  und  addieren,  er- 

liallen  wir  für  einen  andern  Aiisdriirk,  welclier  mit  dem  des 

leUleii  Artikels  übereinslimnil , wenn  man  darin  für  o und  ~ ihre 

dt] 

Werllie  snhsliluierl. 

Dieselben  (ileichungen  von  drei  auf  einander  folgenden  Nor- 
malebenen bestimmen  die  Rürkkebrkante  der  Dolarfläcbe  und  lie- 
fern durrb  die  leirbt  daraus  enLspringenden  Relatinncn 
dxda  -f-  dydß  -f-  dzdy  = (),  dxd-n  -|-  dycPß  -J-  d:(Py  = 0, 
dx  dytPß  — dßd'y  dy  datPy  — dyd'^a 

dz  dß  d^a  — da  d-’ß ' dz  dß  d'^a  — da  d'ß 

die  Sätze  wieder:  Die  Tangenten  in  entsprerbenden  Punktender 
läirvc  und  der  Rürkkebrkante  ihrer  Pularfläche  sind  orlbogonal. 
Die  Tangente  der  einen  und  die  Osculalionsebene  der  andern 
Cairve  in  entsprerbenden  Punkten  sind  orlbogonal. 

Wir  fügen  eine  Reibe  anderer  Ausdrürke  liinzu,  deren  grös- 
serer Tbeil  einfacher  geometrischer  beweise  fähig  ist,  deren  De- 
tails wir  der  Raumersparniss  wegen  unterdrücken. 

Urispiel  1.  Wenn  o den  Bugen  der  (lurvc  bczcicliiiel,  die  den  Ort 
der  Centra  der  abscdiiten  Krüniinung  bildet,  so  ist 

dd^  (/g-  -f-  Q^dtj‘ , oder  da  = Jidij. 

Urispiel  2.  Ist  Z die  L.änge  des  Bogens  des  Ortes  der  Centra  der 

spliärisclien  Kiüinniung,  so  bat  mau  dZ  = — j—,  wo  d = ~ die 

Distanz  zwischen  den  Centren  des  osculierenden  Kreises  und  der  osculie-  * 
renden  Kugel  ausdrückt.  Wir  erhalten  aus  diesem  Ausdruck  unmittelbar 
Wertlie  der  Radien  der  Krümmung  und  Torsion  dieses  Ortes,  indem  wir 
erinnern,  dass  der  Torsionswiiikel  desselben  der  Winkel  der  Berübrimg 
des  Originals  ist  und  umgekehrt. 

Beispiel  3.  Der  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  recti- 
Ocierendcu  Geraden  ist  dH. 

Beispiel  ■).  Der  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Lagen  von  R ist  durch  die.  Formel 

= ds-  + dZ-  — 

bestimmt.  *) 


*)  Vgl.  W.  Itesant,  „Quarterly  Journal  of  Mathem.‘‘,  Vol.Vl,  p.l40. 
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Beispiel  Kie  kürzeste  Enlfernung  zwischen  den  Tangenten  zweier 
auf  einander  folgenden  l’iinkte  der  Ciirve  ist 

AR  ' ‘ 

115.  Und  eine  andere  an  den  vorigen  Abschnitt  anknnpfendc 
Seite  der  Untersuchung  sei  bezeichnet  durch  folgende  Sätze:  1)  Die 
entwickelbare  Folarlläche  der  DurchschnilLscurve  zweier  Flächen 


•)  Der  Leser  wird  weitere  Details  über  die  in  diesem  Abschnitt 
behandelten  (iegensülndo  in  einem  Memoir  von  de  Saint-Venant  im 
„Journal  de  l'dcole  polytcchnique“,  C'ah.  XXX  finden,  welcher  in  einer 
Tafel  an  hundert  Formeln  der  Transformation  und  Reduction  der  Be- 
rechnungen in  Bezug  auf  die  Theorie  der  nicht  ebenen  Curven  ver- 
einigt hat;  und  in  einer  Abhandlung  von  Freuet,  ,,Lioaville's  Journ.*‘, 
t.  XVII,  p.  437.  Ich  entnehme  dio  folgende  hi.storischo  Skizze  dem  Mein, 
von  de  Saint-Venant:  Unebene  krumme  Linien  sind  nach  einander  studiert 
worden  durch  Clairaut  (,,liecherches  sur  les  courbes  h double  Cour- 
bnre,“  1731),  welcher  den  zu  ihrer  Bezeichnung  gebräuchUebsten  Na- 
men in  Anwendung  brachte  (den  jedoch  vorher  schon  Pitot  in  Ge- 
brauch hatte)  und  für  die  Projectionen  dieser  Curven,  für  ihre  Tangen- 
ten, Normalen,  Bögen,  etc.  Ausdrücke  gegeben  hat;  durch  Monge 
(„Me'moir  sur  les  ddveloppccs,“  etc.  1771  vorgelegt  und  im  t.  X,  1785 
der  „Savants  etrangers“  aufgenommen;  auch  in  seinem  „Applications 
de  l’Analyse  k la  Ge'omdtrie“),  welcher  Ausdrücke  gab  für  die  Normal- 
ebene,  das  Centrum  und  den  Radius  der  Krümnmng,  die  Kvoluten,  die 
Polarlinien  und  abwickelbaren  Polarilächeii,  das  Ccntrnm  der  osculie- 
renden  Kugel,  für  das  Kriterium  der  Punkte  einfacher  Inflexion,  in 
welchen  vier  auf  einailder  folgende  Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  und 
der  Punkte  doppelter  Inllexion,  wo  drei  auf  einander  folgende  Punkte 
einer  geraden  Linie  angehören;  durch  Tinseaii  („Solution  de  quelques 
problfemes“.  etc.  vorgclegt  1774,  „Savants  etrangers“,  Vol.  IX,  1781), 
der  zuerst  die  Osculationscbene  und  die  durch  die  Tangenten  erzeugte 
Abwickelungslläche  betrachtete;  durch  Lacroix  („Calcnl  difl'erentiel“), 
der  der  erste  war,  welcher  den  Formeln  durch  Einfnhmiig  der  Differen- 
tiale der  drei  Coordinaten  symmetrische  Gestalt  gab  ; und  durch  Laueret 
(„Me'moire  sur  les  courbes  k double  courbure,“  gelesen  1802  und  im 
t.  I,  1805  der  „(Tavants  dtrangers  de  l’Institut“  veröffentlicht),  wel- 
cher den  Torsionswinkel  berechnete  und  die  Betrachtung  der  rectificic- 
renden  Linien  und  der  rcctificicrendcn  Fläche  einführtc.  In  neuester 
Zeit  sind  zwei  besondere  Werke  über  diese  Theorie  erschienen,  welche 
man  mit  Vorthcil  studieren  mag,  nämlich  W.  Schell,  „Allgemeine 
Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung  in  rein  geometrischer  Dar- 
stellung“, Leipzig  18.50.  und  P.  Serret,  „Theorie  nouvelle  gdometrique 
et  mecanique  des  lignes  a double  courbure“,  Paris  IStk». 
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von  der  ot'*"  und  Ordnung  ist  dnrrb  eine  Gleirliung  vom 
Grade  mn  (3»i  + 3«  — 1)  dargeslcllt. 

Diese  Gleichung  entstellt  durch  Kliininatiun  z\MSciien  den 
Gleichungen  der  Fläche  und  den  Gleichungen  von  zwei  unendlich 
nahen  ^or^lalebenen,  die  von  den  Graden  (m  + n — 1)  und 
(2m  + 2»  — 3)  sind. 

2)  Die  Gleichung  der  durch  die  Tangente  der  Gurve  und  die 
Normale  ihrer  Osculationsehenc  im  Derfihrungspunkt  bestimmten 
Khene  ist  vom  Grade  (3  m + 3«  — 5):  sie  umhüllt  eine  abwickel- 
bare Fläche,  deren  Gleichung  vom  Grade  3mn  (2m  -f-  2n  — 3)  ist. 

3)  Die  Fläche  der  llanptnormalen  ist  eine  Hegelfläche  von 
der  Ordnung  2m;i  (2  m -f-  2«  — 3);  ebenso  die  Fläche  der  Nor- 
malen zu  den  Osculationsehenen  in  den  Uerühruiigspunkten. 

4)  Die  Hückkehrkante  der  abwickelbaren  Polarfläche  ist  auf 
einer  Fläche  gelegen,  deren  Gleichung  vom  Grade  mn  (5  m 5 « — 8) 
ist. 


IV.  Absclmitt.  Die  Curveu  auf  den  Flächen. 


116.  Es  bleibt  uns  übrig.  Einiges  von  den  Eigensebaflen 
der  Curveu  zu  sagen,  insofern  man  sie  ul.s  auf  einer  besondern 
Fläche  gelegen  befrachtet. 

Wir  wissen,  dass  die  Kugel  ihre  eigene  Geometrie  hat,  in 
welcher  die  grössten  Kreise  die  Stelle  der  geraden  Linien  in  einer 
Ebene  vertreten;  in  derselben  .Vrt  bat  jede  Fläche  ihre 
eigene  Geometrie,  in  welcher  die  geodä  tischen  Li  nie  n 
der  Fläche  den  geraden  Linien  entsprechen. 

Wir  haben  früher  durch  .\nticipation  die  Fundamentaleigen- 
schaft der  geodätischen  Linien  gegeben  (Artikel  48).  Aus  dieser 
Eigenschaft,  nach  welcher  die  Normale  der  Fläche  in  der  Ebene 
zweier  auf  einander  folgender  Elemente  der  Curve  liegt  und  den 
Winkel  zwischen  ihnen  halbiert,  ergiebt  sieb  die  Differentialgleich- 
ung der  Curve;  Ul,  Uj,  Uj,  welche  den  Richtungscosinus  der  Nor- 
male proportional  sind,  müssen  nach  ihr  zu 


d_ 
ds  ’ 
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proportional  sein,  die  die  Itielituiif'scosiniis  der  lialhierungsiinie 
sind  (Artikel  95)-  Wenn  daher  die  Tangenten  einer  geo- 
dätischen Linie  mit  einer  festen  Linie  gleiche  Wink el 
bilden,  so  sind  die  ^o^lnalen  längs  derselben  einer 
festen  Ebene  parallel,  und  umgekehrt.*)  Denn  aus  der 
Gleichung 

d.v  du  dz 

n — b 4-  c ~ = cunst., 
ds  ds  ds 

»eiche  ausdrückt,  dass  <lie  Tangenten  mit  einer  festen  Litiie  einen 
constanten  Winkel  bilden,  können  »ir  die  andere 
o f/|  bU^  -|-  = 0 

ableiten,  welche  den  l’arallelismus  der  Normalen  mit  einer  festen 
Ebene  bezeichnet. 

117.  Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer 
Fläche  zwei  unendlich  nahe  und  gicichlangc  geodäti- 
sche Linien  gelegt  sind,  so  ist  die  Verbindungslinie 
ihrer  Endpunkte  rechtwinklig  zu  beiden.**) 

Sind  AB  — AC  die  beiden  unendlich  nahen  gleichen  geodä- 
tischen Linien,  und  ist  dem  Satze  entgegen  der  Winkel  bei  B nicht 
ein  rechter,  sondern  = 9,  so  nehme  man  auf  BA  einen  Punkt 
SC 

D so  an,  dass  BD  — ist;  dann  darf  man  das  Dreieck  BCD, 

cos  9 

da  alle  seine  Seiten  unendlich  klein  sind,  als  ein  ebenes  Drei- 
eck behandeln,  so  dass  L DCB  ein  rechter  ist.  Daher  haben 
wir  DC  < DB,  AD  DC  < AB  und  daher  < AC,  d.  h.  AC 
ist  nicht  der  kürzeste  Weg  auf  der  Fläche  von  A nach  C,  was 
der  Voraussetzung  von  der  geodätischen  Natur  der  beiden  Gurven 
entgegen  ist. 

Oder  der  Beweis  kann  auch  geführt  werden,  wie  folgt;  Die 
kürzeste  Linie , weiche  man  von  einem  Punkte  A nach  einer  ge- 
gebenen Gurve  in  einer  Fläche  ziehen  kann,  schneidet  diese  Cnrve 
rechtwinklig.  Denn  wenn  sie  es  nicht  thäle,  so  nehmen  wir  in 
dem  Radius  vector  von  A und  unendlich  nahe  der  Curvc  einen 

*)  Dickaon,  „Cambridge  and  Dublin  Mathrmatical  .Tournal",  Vol. 
V,  p.  168. 

**)  Dioas  Theorem  gebührt  Gauaa,  welcher  es  durch  die  yariationa- 
rechnnng  bewiesen  hat;  siehe  den  Anhang  zu  I.iouville’s  Ausgabe 
von  Monge,  p.  528. 
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Punkt  D und  fnllcn  von  ihm  eine  Senkredite  zur  Curve  (indem 
«ir  längs  BC  ein  Stück  = BD  cos  S abtragen  und  den  so  ge- 
fundenen Punkt  mit  D verbinden).  Wir  können  dann  von  D auf 
kürzerem  Wege  zur  Curve  gelangen,  indem  wir  längs  der  Senk- 
rechten gehen,  als  indem  wir  den  angenommenen  Radius  vector 
verfolgen,  welcher  daher  nicht  die  kürzeste  Linie  ist. 

Wenn  also  jede  geodätische  l.inie  durch  A die  Curve  recht- 
winklig durchschneidet,  so  ist  die  Länge  der  geodätischen  Linie 
von  A bis  zu  ihr  constant.  Es  ist  auch  mechaidsch  offenbar,  dass 
der  auf  einer  Fläche  von  einem  festen  l’unkt  aus  durch  einen  ge- 
spannten F'adeii  heschrieheiic  Kreis  überall  rechtwinklig  zur  Rich- 
tung des  Fadens  ist. 

JIS-  Per  eben  bewiesene  Satz  ist  das  .\nalogon  des  Funda- 
mentalsalzes  der  Methode  des  unendlich  Kleinen  in  ihrer  Anwen- 
dung auf  gerade  Linien  („Analyt.  Geum.  der  Kegelschnitte“  .\rt. 
219);  alle  die  am  angeführten  Orte  mit  Hilfe  dieses  Princips  be- 
wiesenen Sätze  hleihen  daher  wahr,  wenn  wir  in  ihnen  von  geo- 
dätischen l.inien  auf  irgend  einer  Fläche  statt  von  geraden  l.inieii 
in  der  Ebene  sprechen.  R.  Wenn  wir  auf  irgend  einer 
Fläche  die  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  entsprechende 
Curve  construieren,  d.  h.  den  Ort  eines  Punktes,  für  wel- 
chen die  Summe  oder  DilTerenz  seiner  geodätischen  Entfernungen 
von  zwei  festen  Punkten  der  Fläche  constant  ist,  so  halbiert 
die  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  des  Ortes  den 
Winkel  zwischen  den  geodätischen  Linien,  w elche  den 
Rerührungspunkt  mit  deti  beiden  festen  Punkten  ver- 
binden. Die  tJinkehrung  dieses  Satzes  Lsi  nicht  minder  wahr. 

Ferner,  wenn  zwei  geodätische  Tangenten  einer 
Curve  durch  irgend  einen  Punkt  P mit  der  Tangente, 
einer  Curve,  längs  welcher  sich  P bewegt,  gleiche 
Winkel  bilden,  so  ist  die  Differenz  zwischen  derSnmme 
dieser  Tangenten  und  dem  von  ihnen  auf  der  berühr- 
ten Curve  begrenzten  Bogen  constant.  (Vergl.  a.  a.  0. 
Artikel  262.) 

Oder,  wenn  man  in  den  geodätischen  Normalen 
einer  Curve  gleiche  Stücke  ah  trägt,  so  schneidet  die 
Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte  alle  diese  recht- 
winklig. Wenn  zwei  verschiedene  Curve n ein  System 
geodätischer  Linien  gleichzeitig  rechtwinklig  sciinei- 
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(len,  so  fassen  sie  auf  jedem  Veclor  der  Ffeibe  eine 
eonslanle  I,änge  zwischen  sich. 

Wir  weiden  zunäciist  diese  Principien  auf  die  Theorie  der 
gcodäüschen  Linien  auf  Fläciien  zweiten  Grades  an- 
wenden. 

119-  So  wie  die  Krümmung  einer  ebenen  Ciirve  durcli  das 
Verhältniss  gemessen  wird,  in  welchem  der  Winkel  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  Tangenten  zum  Bogcnelement  steht,  so 
wird  auch  die  geodätische  Krümmung  einer  auf  einer  P'läche 
verzeichneten  Curve  durcli  den  Grenzwertli  des  Verhältnisses  ge- 
messen zwischen  dem  Element  des  Bogens  und  dem  Winkel  zwi- 
schen zwei  auf  einander  folgenden  geodätischen  Tangenten.  Die  fol- 
gende Bestimmung  desitadius  der  geodätischen  Krüm- 
mung verdankt  man  Liouville;*)  sie  enthält  gleichzeitig  einen 
Beweis  von  Meunier's  Theorem. 

Seien  mn,  np  zwei  auf  einander  folgende  und  gleidie  Ele- 
mente der  (äirve,  so  verlängere  man  mn  nach  nl  = mn  und 
fülle  die  Senkrechte  tq  auf  die  Ebene  mnp\  ist  dann  9 der  Win- 
kel der  Berührung,  so  ist 

tp  = $ds. 

' Nun  ist  nq  das  zweite  Element  des  Nurmalscliniltes  und  für 

tnq  = 9' 

ist  9"  der  Winkel  der  Berührung  des  Normalscbnitles  und 

Iq  =z  6'ds. 

Der  Winkel  qlp  {=  <p)  ist  aber  der  Winkel  zwischen  der 
Osculationsebcne  der  (nirvc  und  der  Ebene  des  Norinalsriiniltes, 
und  da 

tq  = Ip  COS  q> 

ist,  so  haben  wir 

9'  = 9 cos  q> 
und 

1 cos  q> 

d.  i.  Meunier’s  Theorem;  R ist  der  Krümimingsradiiis  des  Nor- 
mal.scimittes  und  g der  der  gegebenen  Curve. 

*)  Siehe  den  Anhang  zn  Monge,  p.  676. 
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ln  derselben  Art  haben  wir,  da  pnq  = 9"  der  geodätische 
Winkel  der  Berührung  ist, 


oder 


pq  = und  pq  = tp  sin  <p, 

1 sin  <p 
r ~~  e 


Der  geodätische*)  Radius  der  Krümmung  ist  also 

sieht  leicht,  dass  dieser  geodätische  Radius  mit  dem  Radius  der 
absoluten  Krümmung  derjenigen  ebenen  Gurre  übereinstimmt,  in 
welche  die  gegebene  Gurre  transformiert  wird,  wenn  die  längs 
derselben  der  gegebenen  Fläche  umschriebene  Abwickelungsiläche 
in  eine  Ebene  ausgebreitet  wird. 

120.  Man  Jiann  die  Theorie  der  geodätischen  Linien  auf  den 
Flächen  zweiten  Grades  von  Joachimsthal’s  Fundamentalsatz 
abhängig  machen,  nach  welchem  in  jedem  Punkt  einer 
solchen  Gurre  die  Grösse  pD  constant  ist,  wo  p wie  im 
Artikel  174  des  ersten  Bandes  die  Senkrechte  auf  die  Tangenten- 
ebene des  Punktes  und  D den  zur  Tangente  der  Gurve  in  dem- 
selben Punkt  parallelen  Durchmesser  der  Fläche  zweiten  Grades 
bezeichnet. 

Derselbe  kann  von  folgenden  zwei  Principien  aus  bewiesen 
werden : 

1)  Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  aus  an  eine  Fläche 
zweiten  Grades  zwei  Tangenten  zieht,  so  sind  ihre  Längen  den 
parallelen  Durchmessern  proportional  (rergl.  Art.  70,  Bd.  1); 

2)  Wenn  man  von  zwei  Punkten  A,  B einer  Fläche  zweiten 
Grades  von  einem  auf  die  Tangentenebene  des  jedesmaligen  an- 
deren Pei'itendikel  fällt,  so  sind  die  Längen  derselben  denen  der 
senkrechten  Abstände  des  G.entrums  von  denselben  Ebenen  pro- 
portional. Denn  die  Länge  der  Senkrechten  von  (x",  y",  z")  auf 
die  Tangentenebene  in  {x',  \j,  z']  ist 


/ x'x" 
\ a* 


+ 


y y 

Ö-’ 


; z 


-■) 


*^)  Ich  habe  den  durch  O.  Rönnet  eingefUhrton  Namen  „zweite  geo- 
dätische Krümmung“  nicht  angenommen.  Ks  ist  beabsichtigt^  die  Grenze 
des  Verhiiltnisses  auszudrückcii,  welches  durch  das  Bogenclement  und 
den  Winkel  der  Normale  des  einen  Endpunktes  gegen  die  Ebene  des 
Klemcntcs  und  der  Normale  anderen  Endpunkte  beatimmt  ist. 
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nnd  die  der  Senkrechten  von  (x’,  y,  z")  auf  die  Tangenlenebene 
in  (x",  y",  z") 


Wenn  nun  von  den  l’unkten  A,  B nach  irgend  einem  Punkte 
in  der  Durchschnittslinie  der  Tangentenebenen  in  A und  B die 
Geraden  AT,  gezogen  werden  und  AT  m\i  jener  Durchschnitts- 
linie den  Winkel  i bildet,  während  die  Tangentenebeuen  selbst 
einen  Winkel  <o  einschliessen,  so  ist  die  Senkrechte  von  A auf 
die  Durchschnitlslinie  der  Ebenen  AT  sin*  i und  die  von  A auf 
die  Tangentenebene  in  B AT  sin  i sin  tu;  ebenso  ist  die  Senk- 
rechte von  B auf  die  Tangcnteneheiie  in  A BT  sin  t sin  w. 

Wenn  nun  die  Linien  AT,  BT  mit  der  Durchschnittslinie 
iler  Ebenen  gleiche  Winkel  hihlen,  so  sind  ihre  Längen  den  senk- 
rechten Entfernungen  der  Punkte  A und  B von  beiden  Ebenen 
proportional.  AT  und  BT  sind  aber  proporlinnal  zu  7)  und  D' 
und  die  bczeichneten  senkrechten  Entfernungen  sind  proportional 
zu  den  Senkrechten  vom  Centrum  p und  p'.  Also  ist 
Dp  = D’’  p. 

In  Artikel  48  ward  aber  hewieseii , dass  die  successiven  Ele- 
mente AT,  BT  einer  geodätischen  Linie  mit  der  Durchschnitls- 
linie der  Tangentenehcnen  in  A und  B gleiche  Winkel  bilden;  in 
Folge  dessen  bleibt  die  Grösse  Dp  unverändert,  wenn  wir  in 
einer  geodätischen  J.inie  von  Punkt  zu  Punkt  gehen ; q.  e.  d.*) 

Diese  Bemerkung  des  Artikel  48  kann,  genauer  fesigestellt, 
eine  andere  Betrachtung  begründen.  Wenn  die  Normalen  der 
Fläche  in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  der  Curve  gegen 
die  hetrelTende  Schmiegungsehene  derselben  gleich  geneigt  sind, 
so  bilden  sie  auch  gleiche  Winkel  mit  jener  Geraden  und  die 
Winkel,  welche  derselbe  Theil  dieser  Liftie  mit  ihnen  oiler  den 
Elementen  selbst  bildet,  sind  gleich  oder  supplementär,  je  nach 
dem  die  Normalen  auf  derselben  Seite  der  Sebmiegungsebene 
liegen  oder  nicht.  Liegen  sie  auf  der.selbcn  Seile,  so  durchschnei- 
den  sie  sich  unil  die  betrachteten  Elemente  gclMireu  einer  Krüm- 
mungslinie an.  Ihre  Lage  auf  verschiedenen  Seiten  wird  beim 
l'ebergang  zur  Grenze  zur  Lage  in  der  Schmiegungsehene  selbst 


•)  Dieser  Beweis  rührt  von  (traves  her,  „Cr  eile ’s  Journal“,  Bd. 
XLII,  p.  279. 
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uiul  die  Ciirve  zur  genialischen  Linie.  Auf  einander  folgende 
Elemcnle  einerKrümniungslinie  machen  also  mit  den- 
selben Seilen  der  Schnittlinie  der  bezüglichen  Tangen- 
tenebenen der  Fläche  gleiche  Winkel,  solche  einer 
geodätischen  Linie  supplementäre  Winkel.  Daraus  er- 
giobt  sich  die  Bündigkeit  der  Schlüsse  dieses  Artikels  für  beide 
Fälle.  Aber  auch  so: 

Sind  also  MN,  NP  auf  einander  folgende  Elemente,  NO  die 
Schnittlinie  der  Tangentenebenen,  so  hat  man  entweder 

L ONM  = L ONP,  oder  L ONM  -f  L ONP  = 180": 
ist  dann  Cn  der  zu  NO  parallele  Halbmesser  des  Flllipsoids  und 
legt  man  durch  n parallel  zur  Schmiegungschcnc  MNP  eine  Ebene, 
so  schneidet  diese  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse,  weldlie  der  in 
der  Schmiegnngsebene  enthaltenen  ähnlich  ist  und  die  auf  einan- 
der folgenden  Tangenten  derselben  mn,  tip  sind  zu  MN,  NP  re- 
spective  parallel,  also 

l_  Cnm  = [_  Cnp  oder  L Cnm  L Cnp  = 180". 

Daher  sind  die  Perpendikel  von  C auf  mn,  np  gleich  lang 
und  wenn  man  also  parallel  der  Tangentenebene  in  einem  Punkte 
der  Curve  eine  Ebene  durch  das  Centnim  legt,  so  ist  die  Senk- 
rechte vom  Cenlrum  auf  die  der  Tangente  der  Curve  parallele 
Tangente  des  Centralscbnilts  constant  = q.  Dann  ist  pdq  das 
Volumen  des  umhüllenden  Parallelepipcds,  d.  h.  constant  und 
somit  pd  auch  eine  constanle  Cirösse. 

121.  Aber  einige  andere  Folgerungen  ergehen  sich  mit  Leich- 
tigkeit für  F’lächen  jeder  Ordnung.  Wenn  eine  Krüni- 
niungslinie  eben  ist,  so  bilden  die  Normalen  der  Fläche 
längs  derselben  mit  einer  festen  Geraden  denselben 
Winkel.  Denn  die  auf  einander  folgenden  Normalen  sind  gleirh- 
geneigt  zur  Ebene  der  (äirve,  al.so  auch  zu  ihrer  Normale,  und 
schneiden  sich. 

Wenn  die  Normalen  einer  Fläche  längs  einer  geo- 
dätischen Linie  einer  festen  Ebene  parallel  sind,  so 
bilden  die  Tangenten  der  Curve  mit  einer  festen  Ge- 
raden gleiche  Winkel.  Denn  eine  Normale  jener  Ebene  ist 
zu  allen  Tangentenebenen,  also  auch  zu  ihren  Schnittlinien  parallel, 
zu  denen  ja  die  Elemente  der  geodätischen  Linie  supplementäre 
Winkel  bilden. 
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Wenn  die  Durclischnittslinie  zweier  Fl n dien  eine 
Krntn in ungslinie  für  Leide  ist,  so  sdiiieiden  sich  die$>e 
unter  constantein  Winkel.*) 

Sind  IU.\  und  NP  auf  einander  folgende  Elemente  der  Durcli- 
driiigungseurve,  so  Leselireihe  inan  aus  N mit  NM  = NP  als 
Hallimesser  eine  Kugel,  welche  die  llurchschnittslinien  der  Tan- 
gentenebenen beider  Flächen  in  0 und  Q respective  durchschnei- 
det. Dann  sind  naeh  der  Natur  der  krüinmungslinic  die  ßogeii 
OM  = OP,  QM  - - (>/',  mul  da  OQ  den  sphärischen  Dreiecken 
OMQ  und  OPQ  gemeinsam  ist,  so  ist  L OMQ  = L OPQ,  d.  h. 
der  Winkel  der  TangeiUenebcnen  beider  Flächen  durch  dasselbe 
Element  ist  constant.**) 

Das  Nämliche  gilt  für  eine  geodätische  Linie,  aber  die  Flä- 
chen berühren  dann  einander  oder  schneiden  sich  in  einer  Ge- 
raden. 

Denn  dann  sind  die  Dogen  OM  und  OP,  QM  und  QP  sup- 
plementär; liegen  dann  die  Linien  /V,V,  NO  und  NP  nicht  in 
einer  Ebene,  d.  h.  ist  MNP  nicht  gerade,  so  fallen  nothwendig 
NO,  NQ  zusammen  und  die  Flächen  berühren  einander.  Wenn 
aber  die  Elemente  MN,  NP  in  dieselbe  Gerade  fallen,  .so  decken 


*)  Derselbe  Satz  kann  auch  .ms  der  Gleichung 
{dx  -f-  pdi)  dq  = Qly  qdz)  dp 
des  Artikel  50  geschlossen  werden.  Denn  für 

z = df  {x,y)  , z ==  <I>,  (x,  y) 

sind 


somit 


dz  =1  pdx  -F  qdy,  dz  — Pidx  -F  q,dy. 


•>y  _ P—JP}. 

' 9 — Vi’ 

durch  Kinsetzen  in  die  obige  Gleichung  von  Monge 

('/I  — 9 + P‘9\  — VP\9)  <^9  + (/>i  — P + P)7*  — V99i  ) »'P  = 'L 
(v  — 9\  + Pi*'/  — PPi'/|)'/'/i  + (p  — Pi  + P'/i*  ~ Pi<?'/i)  <‘Pi  =>  0.  . 
Aus  ihrer  Addition  erkennt  man  aber  das  Verschwinden  des  voll- 
ständigen Differentials  von 


1 + PPi  + 99t 

Kl  -f  p*  -F  . Kl  -F  Pi’  + ?i*  ’ 
d.  h.  die  Unveränderliclikeit  des  AVinkels  der  beiden  Flächen. 

**)  Man  kann  daraus  sclilicssen,  dass  für  jede  Krümraiingslinie  die 

Grosse  den  Werth  Null  hat.  (Vergl.  Artikel  106.) 


Saltiion,  Ausl.  Crom.  <t.  Haunies.  (I. 
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sich  auf  einander  folgende  Tangcnlenebenen  jeder  Fläche  und 
die  Flächen  schneiden  einander  in  einer  Geraden  nnler  conslan- 
teni  Winkel. 

Als  specielle  Fälle  treten  hinzu  die  Sätze: 

Wenn  eine  Krüiiinuingslinie  einer  Fläche  el>en  oder  sphärisch 
ist,  so  schneidet  die  Fläche  die  Ebene  oder  Kugel  längs  dersel- 
ben unter  coustunleiii  Winkel  und  umgekehrt. 

Für  eine  kretsfürmigu  krüiimnuigsliiiie  bilden  die  an  ihr  auf- 
stclicnden  Norinalen  der  Fläche  und  ebenso  die  Tangenteneheneu 
derselben  einen  Drehungskegel. 

Wenn  zwei  Flächen  sich  unter  eonstanleni  Winkel  dnrchschnei- 
den,  während  die  Durchschnittscnrve  eine  kcnmmuiigslinie  der  einen 
ist,  so  ist  sie  auch  eine  Krüinniiiugslinie  der  andern.  (Art.  45.) 

Wenn  zwei  Flächen  einander  herüliren,  während  die  Uerüiir- 
ungscnrvc  eine  geodätische  l.init^  der  einen  ist,  so  ist  sie  auch 
eine  geodätische  Linie  der  andern. 

Dieselbe  Grundidee  gieht  norli  zu  rolgenden  allgenieinen  Er- 
gebnissen Anlass. 

Die  Durclischnittslinie  der  auf  einander  folgenden  Taiigenteii- 
ebenen  der  Fläche  in  Funkten  der  Giirvc  und  die  Tangente  der 
Gurve  selbst  sind  conjugierte  Tangenten  der  Fläche.  (Vergl.  Ar- 
tikel 7.)  Sie  alle  bilden  eine  der  Curve  zugehörige  .Ahwickel- 
ungsfläche.  Für  eine  geodätische  Linie  ist  sie  von  solcher  Ue- 
schalTenheit,  dass  diese  hei  ihrer  Abwickelung  gerade  wird  oder 
die  geodätische  Linie  ist  auch  für  diese  abwickelbare  Fläche  eine 
geodätische  Linie. 

Die  Itückkehrkante  der  entwickelbaren  Fläche  der  conjugier- 
ten  Tangenten  in  riinkten  einer  Krüininuiigslinie  ist  eine  geodä- 
tische Linie  auf  der  entwickel baren  l’olarlläclie  derselben. 

- 122.  Wegen  der  Wichtigkeit  des  Joacliinisthal'schen  Satzes 
wollen  wir  nherdiess  zeigen,  wie  er  aus  den  DilTerentialgleich- 
ungen  einer  geodätischen  Linie  abgeleitet  werden  kann.*) 

Indem  mau  diu  Gleichung 

.. 


/<*  • R- 


4-  = 

^ R‘ 


in  welcher  U.^,  f/jdie  DilTerenlialcocffic.ienten  sind,  diderentiiert 


*)  Si«lio  Joncli iinstlial,  .,Crcllo'g  Journal'*,  Bit.  XXVI,  p.  lö.*». 
B onn c t,  ..Journal  ile  I'tk'ole  polytocliniqne,“  t.  XIX,  p.  t.'JS.  llicksou, 
„Cambrülgu  and  Dublin  Matlioinntical  Journal“,  Vol.  V,  p.  1G3. 
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dx 


und  dann  für  U^,  elr.  d elc.  (Art.  116)  subsliluierl,  erhall  man 


Wir  bemerken  dabei,  dass  diese  Gleichung  auch  für  eine 

Krüminungsiinie  wahr  ist,  denn  da  elc.  die  Ilicblungscosinus 

H 

der  Normale  sind,  so  sind  die  Hirhlungscosinus  einer  Linie  in 
derselben  Ebene  mil  zwei  auf  einander  folgenden  Norinalen  und 

senkrecbl  zu  ihnen  (Arlikel  95)  zu  d (-7-),  elc.  (»ropoiiional:  es 
dx  \ '1  / / U \ 

sind  also  die  — , elc.  einer  Krüminungsiinie  den  d ( ' ),  elc. 

ds  ° \Ii  / 

proporlional. 

Wenn  wir  aber  ferner 

dx-  , dy-  , dz‘- 

+ - 4-  — =1 

ds-  ds-  ^ ds- 

dillerenliieren  und  für  den  eben  gegelienen  Werth  einführen, 
so  erhallen  wir  die  Gleichung 


Durch  wirkliche  Ansrührnng  der  angedeulelen  Din'ercnlialionen 
und  llednclion  des  Itesullals  millelsl  der  Differenlialgleichung  der 
Fläche 


U^dx  + U.^dy  + V.^dz  = 0 
ihrer  Conseqiienz 

dU^dx  + dU.^dy  + dU.^dz  = — [Uyd-x  + + U./h) 


erhallen  wir 

[dU^dx  + dU.^dy  + dU.^dz)  {dRds  — R(Ps) 

+ {dU^d'^x  + dU.^d-y  f dV.ß-z)  Rds  = 0, 

oder 

+ dU./-z  dR  _ d‘s  _ 

dil^dx  + dU.^dy  + dÜ^dz  R ds 

Diese  Gleichung  isl  das  I’roducl  der  beiden  folgenden 
{U.,dz  — U.^dy)  d^x  + [U.ßx  — V^dz]  (Py  + U.^dx)  (fh  = 0, 

{Ujdz  — U-jdy)  dUi  -|-  {U.^dx  — l/,rfi)  dV^  + [U^dy — l\dx)  dU^  --  0, 
von  denen  die  ersle  die  Gleichung  der  geodälischen  Linien,  die 
andere  die  Gleichung  der  Krümmungslinien  isl ; da  jene  ausdrückl, 
dass  die  Ilauplnorraale  in  der  durch  die  Tangenle  geleglen  Nor- 
% 11» 
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inalebene  der  Fläche  liegt,  oder  du»s  zwei  auf  einander  folgende 
Elemente  und  die  Fläelieiiiiorniale  in  einer  Ebene  liegen,  «ährend 
diese  sagt,  dass  zwei  auf  einander  folgende  Normalen  in  einer 
Ebene  liegen.  (Vergl.  Artikel  43-) 

123.  Die  vorige  (ileicliiing  ist  also  für  eine  geodäti.sche  oder 
eine  Krünmuingslinie  in  einer  beliebigen  Fläche  wahr;  wenn  aber 
die  Fläche  nur  vom  zweiten  Grade  ist,  so  kann  ein  erstes  Integral 
der  Gleichung  gefunden  werden.  In  der  That,  wir  haben 
dl\d'‘x  + dU.^(Py  + dL\dh  ~ ^d  {dL\dx  + dV^dy  + dü^d:), 
wie  man  leiciit  durch  .\nwendung  der  allgemeinen  Gleichung  der 
Flächen  zweiten  Grades  oder  einfaclier  durcii  die  der  Gleichung 


bestätigen  kann;  im  letzteren  Falle  ist 


dü^ 


X 


dx 


= dU, 


dz 


und  durch  Substitution  dieser  Werthe  ist  die  obige  Gleichung  be- 
gründet. Somit  besteht  die  Gleichung  des  vorigen  Artikels  aus 
Theilen,  welche  einzeln  inlegrierbar  sind.  Die  Integration  liefert 
IO  {dV^dx  + dllßy  -f  dU.ßz)  = Cds'. 

Nach  den  vorhergehenden  tVerthen  ist  aber 


dU^  dx  ^ dy  ^ 

ds  ds  ds  ds  ds  ds 


= i ^ 4.  1 4-  1 

fl*  Js*  lO  ds^  c*  ds* 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  l)ezeichnet  nun  den  reci- 
proken  Werth  von  dem  Qnadrate  eines  Centralradius,  dessen 

Richtungscosinus  durch  die  Grössen  , — gegeben  sind. 

ds  ds  ds  ^ ° 

Die  geometrische  Redeiitung  des  Integrals  be.stelit  daher  darin, 
dass  pl)  einer  Constanten  gleich  sei.*) 


*)  Hart  beweint  ilen  Satz  folgeinlertiiasaeii : Itetracliten  wir  irgeiiil 
einen  ebenen  Sciinitt  eines  Ellipsoids , bezcielinen  diircb  tu  die  Senk- 
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124.  Die  Conslantc  p!>  hat  für  alle  geodätischen 
Linien,  welche  durch  denselben  Kreispunkt  gehen,  den 
nämlichen  Werth. 

Denn  in  dem  Kreispiinklc  ist  die  Grösse  |»^llen  gemein  und 
hat  den  Werth 

ac 

T’ 

da  aber  überdiess  der  der  Tangentencbenc  des  Kreispunktes  paral- 
lele Gentralschnitt  ein  Kreis  ist,  so  ist  der  der  Tangente  der  geo- 
dätischen Linie  parallele  Durchmesser  conslant,  nämlich  stets  gleich 
der  mittleren  Achse  b.  Wir  haben  daher  für  eine  durch  einen 
Kreispunkt  gebende  geodätische  Linie 

pD  = ac. 

Denken  wir  nun  einen  helichigen  Punkt  der  Fläche  zweiten 
Grades  mit  zwei  Kreispunkten  derselben  durch  geodätische  Linien 
verbunden,  so  muss,  weil  wir  zeigten,  dass  pl)  für  beide  geodä- 
tische Linien  das  nämliche  ist,  und  weil  in  ihrem  Durdischnitts- 
punkt  die  Grösse  p für  beide  denselben  Werth  hat,  auch  das  D 
für  beide  den  nämlichen  Werth  haben;  d.  h.  die  Durchmesser, 
welche  den  Tangenten  der  geodätischen  Linien  in  ihrem  Durch- 
schnills[iiinkte  parallel  gezogen  sind,  haben  gleiche  Länge.  Zwei 
gleiche  I)iirchme,sser  eines  Kegelschnitts  machen  aber  gleiche 
Winkel  mit  den  Achsen  desselben,  und  wir  wissen  anderseits, 
dass  die  Achsen  eines  der  Tangentenebene  eines  gewissen  Punktes 
parallelen  Cenlralschnittes  einer  Fläche  zweiten  Grades  den  Rich- 
tungen der  Krüimnungslinien  in  diesem  Punkte  parallel  sind.  Oder: 
Die  geodätischen  Linien,  welche  irgend  einen  Punkt 
in  e i n e r F I ä c h e z w c i t e n G r a d e s mit  z w e i K r e i s p u n k t e n 


rechte  vom  Ceiitrum  des  Schnittes  auf  die  T.nigentc,  mit  d den  zu  die- 
ser Tangente  iiarallelen  Durchmesser  des  Schnittes  und  mit  / den  Win- 
kel, welchen  die  ächnittebe.ne  mit  der  Taugentcuebene  in  einem  seiner 
Punkte  bildet;  so  ist  längs  des  ganzen  Schnittes  (od  constaut  und  es 
ist  offenbar,  da.ss  pd  in  einem  festen  Verhältniss  zu  tod  sin  i ist.  Die 
Oriisse  pd  variiert  also  längs  der  Schnittcurve  wie  sin  i und  ist  da  ein 
Maximum,  wo  die  Kbene  die  Fläche  rechtwinklig  schneidet.  Eine  geo- 
dätische Ijinic  osculiert  aber  eine  Ueihe  von  Normalschnittcn,  deshalb 
ist  für  eine  solche  Linie  pd  constaut  und  seine  Differentiale  verschwin- 
den. „Cambridge  and  Dublin  Mathcmatical  Journal,“  Vol.  IV,  p.  84. 
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derselben  verbinden,  bilden  iiiit  den  durch  diesen 
l’unkl  gehenden  Krümniungslinien  gleiche  Winkel.’*) 

Es  folgt  daraus,  dass  von  den  beiden  geodätischen  Linien,  welche 
irgend  einen  Puiikt  der  Fläche  mit  den  beiden  entgegengesetzten 
Kreispunkten  verbinden,  welche  in  demselben  Durchmesser  liegen, 
die  eine  die  Fortsetzung  der  andern  ist;  denn  die  Scheitelwinkel  sind 
gleich  gross,  welche  diese  geodätischen  Linien  mit  jeder  Krüin- 
mnngslinie  durch  diesen  Punkt  bilden. 

Nach  Artikel  119  ergiebt  sich  auch,  dass  die  Summe  oder 
Differenz  der  geodätischen  F^ntfernungen  von  zwei 
kreispunkten  für  alle  Punkte  derselben  Krümmungs- 
liiiie  con stant  ist.  Die  Summe  ist  constant,  wenn  beide  Kreis- 
|)unkte  in  Bezug  auf  die  Krümniungsliuie  innerhalb  gewählt  sind, 
die  Differenz,  wenn  durch  Einführung  des  entgegengesetzten  für 
einen  der  Kreispunkte  der  eine  derselben  innerhalb,  der  andere 
ausserhalb  der  Krümmungslinie  ist. 

Sind  A,  A'  zwei  entgegengesetzte  Kreispuuktc  und  bezeichnet  li 
einen  andern  Kreispunkt,  so  folgt  aus  der  (’.onstanz  der  Summe 
PA  + PB  und  <lei’  der  DilTercnz  PA'  — PB 
auch,  dass  PA  + PA'  constant  ist,  d.  h.  alle  geodätischen 
Linien,  welche  zwei  entgegengesetzte  Kreispunkte 
vereinigen,  sind  von  gleicher  Länge.  In  der  Thal,  es  ist 
offenbar,  dass  zwei  imendlidi  nahe  geodätische  Linien,  welche 
dieselben  beiden  Puiiklc  in  irgend  einer  Fläche  verbinden,  von 
gleicher  Länge  sein  müssen. 

Die  geodätischen  Tangenten  PQ,  PH  einer  Krümnmngslinie 
vom  Punkte  P ans  machen  mit  den  durch  P gehenden  Kiüm- 
mungslinien  gleiche  Winkel. 

Denn  das  Product  pD  ist  für  die  Krümmnngslinie  (JR  und 
die  geodätischen  Linien  PQ,  PH  von  gleichem  Werlhe.  Lm  Punkte 
P ist  aber  p für  beide  geodätischen  Linien  dasselbe  und  daher 
auch  D für  beide  gleich  gross  oder  die  Tangenten  zu  PQ,  PH  in 
P sind  gleichen  Durchmessern  des  Diametralschnitts  des  Ellipsoids 
parallel,  machen  also  mit  den  Krümmungslinien  durch  P,  welche 
den  Achsen  dieses  Centralschuitts  parallel  sind  (vergl.  Band  I, 
Artikel  171),  gleiche  Winkel. 

•)  Diosa  Theorem  und  aeiiie  in  den  folgenden  Artikeln  entwickelten 
Conaequenzeu  gabMictiacl  Kuberts,  „Liouville’a  Journ.“,  t.  XI,  p.  1. 
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125.  l^ic  Consta  nie  pl)  hat  für  alle  geodätischen 
Linien,  ^vclclic  die  näniliclic  Krüninuingslinic  berüh- 
ren, denselben  Werth. 

Iin  Artikel  174  des  1.  Bandes  ward  gezeigt,  dass  pl>  längs  einer 
ganzen  Krüininnngsliiiie  den  nämlichen  Werth  behalte;  in  den 
Punkten,  in  denen  eine  Krüinmungslinie  von  irgend  welchen  geo- 
dätischen Linien  berührt  wird,  haben  beide  Grössen  p und  D für 
die  geodätische  und  für  die  Krüininungslinic  denselben  Werth. 

In  Folge  dessen  hat  ein  System  von  Krüinmungslinien  in 
einer  Fläche  zweiten  Grades  Eigenschaften,  welche  vollständig 
denen  eines  Systems  confocaler  Kegelschnitte  in  einer  Ebene  ana- 
log sind,  indem  die  Kreispunkte  den  Brennpunkten  entsprechen. 
Z.  B.  Zwei  geodätische  Tangenten,  die  von  irgend 
einem  1* unkte  der  einen  an  eine  andere  gezogen  sind, 
machen  mit  der  Tangente  der  ersteren  in  diesem 
l’unkte  gleiche  Winkel.  Auch  der  Satz  von  Graves  für 
ebene  Kegelschnitte  (,, Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte", 
Artikel  262)  bleibt  für  ein  System  von  Krümmungslinien  gültig: 
Der  Ueberschuss  der  Summe  zweier  Tangenten  einer  Krümmungs- 
linie über  den  von  ihnen  gespannten  Bogen  derselben  ist  coii- 
stant,  so  lange  der  Üurchschnittspunkt  derselben  eine  Krümmuiigs- 
linie  der  nämlichen  Art  durchläuft. 

126.  Ilie  Gleichung  p7>  = const.  ist  von  Liouville  in  einer 
anderen  vorlheilhaften  Form  geschrieben  worden.*) 

Seien  a,  u"  die  jirimäi  cn  Halbachsen  zweier  confocaler  Flä- 
chen durch  irgend  einen  Punkt  der  Curve  und  bezeichne  i den 
Winkel,  welchen  die  Tangente  der  geodätischen  Linie  mit  einer 
der  llaupttangenten  macht,  so  ist,  weil  nach  Baud  I,  Artikel  172 
„2  _ „'2,  „2  _ „"2 

die  Halbachsen  des  zur  Tangentenebene  parallelen  Gentralschnil- 
tes  sind.  Jeder  andere  Halbdurchmesscr  dieses  Schnittes  durch 
die  Gleichung 

1 cos®  I I sin®  I 

tT*  ~ ^«"®  «®'=T72 


gegeben,  und  üherdiess 

1 __  (u®  - o'®)  (o®  - o"®) 

p®  a'b'c} 

*)  S.  , .Journal  etc  JlatUem.“,  t.  IX,  p.  401. 


(Bd.  I,  Art.  173.) 
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Die  Gleichung 

pD  = const. 
ist  dalier  mit  dcc  anderen 

(o^  . — o’*)  cos^  j (n*  — a"^)  sin*  i = const. 

oder 

cos*  i + a"^  sin*  i = const. 

identisch. 

127-  Der  Ort  des  Durclischnittspunktes  zweier  geo- 
dätischer Tangenten  einer  Krümmiingslinie,  welche 
sich  rechtwinklig  schneiden,  ist  ein  sphärischer  Ke- 
gelschnitt. 

Dieser  Salz  kann  in  derselben  Art,  wie  der  entsprechende 
Satz  für  ebene  Kegelschnitte  bewiesen  werden.  Wir  haben  für 
a,  a"  als  die  dem  Durchschnittspunkt  entsprechenden  Halbachsen 
n'*  ros*  I -|-  «"*  sin*  i = const. , 
a'*  sin*  I -j-  n"*  cos*  f ==  const. , 

also  auch 

fl'*  -f-  a"*  = const. 

In  Folge  dessen  ist  die  Entfernung  des  Diirrhschnittspunktes 
vom  Ceutrum  der  Fläche  constant  (Hd.  1,  Art.  169):  und  der  Ort 
desselben  ist  die  Durchschiiitlscurve  der  gegebenen  Fbäche  zwei- 
ten Grades  mit  einer  conccntriscben  Kugel. 

Der  Beweis  bleibt  gültig,  wenn  die  geodätischen  Linien  Tan- 
genten rerschiedeiier  Krünimungslinien  sind;  und  als  einen  spe- 
ciellen  Fall  erhalten  wir  den  Satz,  da.ss  der  Ort  des  Fusspunktes 
der  geodätischen  Senkrechten  von  einem  Kreispunkt  zu  den  Tan- 
genten einer  Krümmungslinie  ein  sphärischer  Kegelschnitt  ist. 

12S.  Den  Ort  d es  D u rchsch  ni t tspii nk  tes  derjeiiig eii 
geodätischen  Tangenten  einer  Krümmun  gslinie  zu  be- 
stimmen, welche  sich  unter  einem  gegebenen  Winkel 
schneiden.*) 

Die  Tangenten  einer  gegebenen  Krümniungslinie  von  irgend 
einem  Punkte  n,  a”  aus  sind  durch  die  Gleichung 
</*  cos*  I -}-  n"*  sin*  i = ß 

bestimmt,  und  da  sie  mit  jedem  der  durch  den  Punkt  gellenden 
Hauptradien  gleiche  Winkel  bildet,  so  ist  der  Winkel  i,  den  sie 
mit  dem  einen  dieser  lladien  einschliessl,  die  Hälfte  des  von 

*)  Hosge,  ,,Lioiivillc’s  Journal“,  t.  XIV,  p.  -Ji'. 
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beiden  mit  einander  gebildeten  Winkels.  AVir  haben  daher 

2 Viß  - «"*)  - ß) 


, , Yiß  - 
tan  i 9 == 

V{a^  — ß) 


Un  9 = 


„'^  + a"*  — 2ß  ’ 
(a*  + a"*  - 2ßf  tan^  9 = 4iS  + a"*)  — 4a'*o''2  — 4ß\ 
Durch  die  Gleichungen  (Band  1,  Artikel  168,  169) 

+ a"*  ==  a:*  + y*  + **  + ^*  + <^*  — <**» 

,,  x’  (n^  — 6’)  (a*  — e*) 


wird  diese  Gleichung  auf  gewöhnliche  Coordinaten  reduciert  und 
man  erkennt , dass  der  fragliche  Ort  der  Durchschnitt  der  gege- 
benen Fläche  zweiten  Grade.s  mit  einer  Fläche  vierter  Ord- 
nung ist. 

Michael  Roberts  hat  („Liouville's  Journal",  t.  XV,  p. 
291)  durch  die  Methode  des  Artikel  197  im  Bande  I bewiesen, 
dass  die  Projection  dieser  Curve  auf  die  Ebene  der  Kreisschnitte 
der  Ort  des  Durchschnitts  der  unter  constantem  Winkel  sich 
schneidenden  Tangenten  für  den  Kegelschnitt  ist,  in  welchen  die 
Krümmungslinie  pntjicieil  wird. 

AVenn  man  also  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Ellipsoids 
zwei  geodätische  Tangenten  an  eine  Krümmungslinie  zieht,  so  ist 
der  von  ihnen  gebildete  AVinkel  demjenigen  AVinkel  gleich,  wel- 
chen die  von  der  Projection  des  Punktes  durch  Parallelen  zur 
kleinsten  Achse  auf  die  cyclische  Ebene  an  die  entsprechende 
Projection  der  Krüiinutingslinic  gehenden  Tangenten  bilden. 

Da  die  Kreispuukte  als  Duichsdinilte  der  Fläche  mit  einer 
Grenzfläche  der  Familie  ronfocalcr  Hyperboloide  (Band  I,  Artikel 
166)  eine  Krümmungslinie  repräsentieren,  so  überträgt  sich  die- 
ser Satz  auf  die  geodätischen  Linien,  welche  einen  Punkt  mit 
zwei  Kreispunkte  verbinden,  und  ihre  Projeclionen.  Für  die  Con- 
.stanz  des  AVinkels  wird  der  Ort  der  Projection  des  Punktes  idn 
Kreis;  insbesondere  für  den  Fall  des  .Artikel  127  der  Hauptkreis 
der  Projection  der  Krümmungslinie.  Auch  ist  der  AVinkel,  «ei- 
chen die  geodätische  Tjngente  einer  Krünmmngslinie  aus  P mit 
der  geodätischen  A’erbindungslinie  des  Punktes  P mit  einem  Kreis- 
puukl  bildet,  gleich  .seiner  I’rojection;  und  der  AA'inkel,  welchen 
die  geodätischen  Tangenten  zweier  Krümimmgslinien  aus  einem 
Punkte  bilden,  dem  AVinkel  gleich,  welchen  die  von  der  Projec- 
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tion  des  Punktes  an  die  Projeclionen  dieser  Krümmungslinien 
gehenden  entsprechenden  Tangenten  bilden. 

129.  Ini  Artikel  186  Hand  I,  w urde  bewiesen,  dass  xw  ei  confocale 
Fläciien  existieren , w eiche  eine  gegebene  gerade  Linie  berühren ; 
dass,  wenn  die  Achsen  der  drei  durch  iigend  einen  Punkt  der 
Linie  gehenden  confocalen  Flächen  durch  a,  a,  a"  und  die  Win- 
kel , welche  die  Linie  (nit  den  drei  Normalen  in  diesem  l‘unktc 
bildet,  durch  u,  ß,  y bezeichnet  werden,  die  grosse  Achse  der 
berührten  conrucalen  Flüche  durch  die  quadratische  Gleichung 


cos'  a 


+ 


cos-  ß 


+ 


cos' 
r,"z  -I 


= 0 


bestimmt  wird. 

Setzen  wir  nun  voi’ans,  die  gegebene  Linie  sei  eine  Tangente 
der  Fläche  von  dei’  Achse  «,  so  ist  cos  a = 0,  weil  die  Linie 
dann  zur  Normale  der  ersten  Fläche  senkrecht  ist  und  wir  haben 


cos  ß = sin  y, 

weil  die  Tangenleneheue  der  Fläche  a ebensowohl  die  Linie  als 
auch  die  beiden  andern  Normalen  enthält.  Der  Winkel  y ist 
derselbe,  den  wir  in  den  unmittelbar  vorhergehenden  Artikeln  » 
genannt  haben.  Die  Achse  der  zweiten  von  unserer  geraden 
Linie  berührten  conrucalen  Fläche  wird  durch  die  Gleichung 

n2 


Sin'  I 


a 


a” 


+ 


cos'  » 
— a'^ 


= 0 , oder  « ^ cos-  » -f-  u"^  sin- 1 = a* 


bestimmt.  Wenn  wir  nun  die  Gleichung  einer  geodätischen  Linie 
nach  Artikel  127  in  der  Form 


«'*  cos*  I + «"*  sin*  I = a* 

s<'hrcihen,  so  erhellt  aus  diesem  Artikel,  dass  diese  Gleichung 
den  Satz  auss])richt:  Alle  Tangenten  längs  der  nämlichen 
geodätischen  Linie  berühren  eine  confocale  Fläche 
von  der  primären  .Achse  a.*) 

Die  geodätische  Linie  seihst  berühi  t die  Krüniimingslinic,  in 
welcher  diese  confocale  die  urs])rüngliche  Fläche  durchsclnieidet; 
denn  die  Tangente  der  geodätischen  Linie  in  dem  Punkte,  in 
welchem  sic  die  confocale  Flüche  schnefdet,  berührt  nach  dem 
eben  Dewiesenen  auch  die  confocale  Flüche  seihst  in  diesem 


*)  Diu  Sätze  diese»  Artikels  sind  einem  Memoir  von  Chiisles, 
,,Liouvillc’s  Jouru.“,  t.  XI,  ji.  6,  cutuomnicii. 
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Piiiiktc.  Somit  haben  die  geodälisrlie  Linie  und  die  Durdischiiitts- 
cnrve  der  tirspi'üiigliclien  mit  der  conroralen  Fläche  eine  gemein* 
schaniichc  Tangente. 

Die  osculierenden  Ebenen  der  geodätisclien  Linie  sind  olTen- 
bar  Tangentenehcnen  derselben  confoealen  Fläelie,  weil  sie  die 
Ebenen  zweier  auf  einander  folgenden  Tangenten  die.ser  Fläche 
sind. 

Nach  Artikel  129  ist  der  Werth  von  ph,  welcher  einer  durch 
einen  Kreispnnkt  gehenden  geodätischen  Idnie  enLsprichl  ^ ac 
lind  die  entsprechende  Gleichung  ist  daher 

cos^  I -|-  rt"®  sin’  i = a’  — 

Die  confocale,  Fläche,  deren  primäre  Achse  = y(a'^  — fc’) 
ist,  lednciert  sich  aber  auf  den  durch  die  Kreispunkte  gehenden 
Focalkegelschnitt.  Wir  erhallen  somit  als  einen  speciellcn  Fall 
des  eben  bewiesenen  Salzes  den  folgenden:  Alle  Tangenten 
einer  geodätischen  Linie,  die  durch  einen  Kreispunkt 
gehl,  durchschnciden  den  Focalkegelschnitt,  welcher 
d i c K r e i s p u n k t e enthält. 

Wenn  umgekehrt  von  irgend  einem  Punkte  0 dieses  Focal- 
kegelschnills  an  die  Fläche  geradlinige  Tangenten  gezogen  und 
dieselben  auf  der  Fläche  geodätisch  verlängert  werden,  so  gehen 
die  so  erzeugten  Linien  durch  den  entgegengesetzten  Kreispunkl 
und  die  Gesummtlängen  derselben  von  0 bis  zu  diesem  letzteren 
gerechnet,  sind  gleich  gross. 

i:}0.  Aus  dem  in  Hand  I,  Artikel  1S6  bewiesenen  Satze,  da.ss  die 
Tangentenebenen,  welche  durch  irgend  eine  gerade  Linie  zu  den 
zwei  sie  berfihrenden  confoealen  Flächen  gelegt  werden,  zu  ein- 
ander rechtwinklig  sind,  hätten  wir,  genau  so  wie  im  Artikel  40 
direct  erkennen  mögen,  dass  die  Tangenten  einer  geodätischen 
Giirvc  eine  confocale  Fläche  berühren.  Denn  da  die  Ebene  zweier 
auf  einander  folgender  Tangenten  einer  geodätischen  Linie  zur 
FläcIie  normal  ist,  so  berührt  sie  die  confocale  Fläche,  welche 
von  der  ersten  jener  Tangenten  berührt  wird.  Die  zweite  Tan- 
gente der  geodätischen  Linie  berührt  in  Folge  dessen  diese  näm- 
liche confocale  Fläche  und  in  derselben  Art  Ihun  es  alle  folgen- 
den Tangenten  derselben.  Von  dieser  Begründung  des  im  letzten 
Artikel  gegebenen  Satzes  aus  hätten  wir  durch  Umkehrung  der 
Schritte  des  Beweises  zu  einem  unabhängigen  Beweis  des  Salzes 
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pD  = consl. 

gelangen  können. 

131.DieeinerFlächezweilenGradcslängsoinergoo- 
dätischen  Linie  unigeschriebene  abwickelbare  Fläche 
bat  ihre  Cuspidalkanle  in  einer  andern  Fläche  zwei- 
ten Grades,  welche  für  alle  dieselbe  Krüiiiniu ngslinie 
berührenden  geodätischen  Curven  die  nämliche  ist. 

Denn  jeder  l'unkt  der  Cuspidalkanle  ist  der  niirchschnitt  von 
drei  auf  einander  folgenden  Tangentenebenen  der  gegebenen  Fläche 
zweiten  Grades  und  die  drei  Iterübrnngspnnkte  besliinmen  nach 
der  Voraussetzung  eine  0.seulHlionsebene  einer  geodätischen  Ciirve, 
welche  nach  .Artikel  129  eine  feste  confocale  Fläche  berührt.  Der 
Punkt  in  der  Cuspidalkante  ist  der  Pol  dieser  Ebene  in  Bezug 
auf  die  gegebene  Fläche  zweiten  Grades  und  der  Pol  der  Tan- 
geiitenebenc  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  eine  an- 
dere Fläche  zweiten  Grades  liegt  in  einer  dritten  festen  Fläche 
vom  zweiten  Grade. 

132.  Chasles  hat  an  das  im  Artikel  124  gegebene  Theo- 
rem von  Michael  Hoberls  die  folgende  Erweiterung  angc- 
schlosscn;  AVennein  in  zw  ei  festen  Punkten  einer  Fläche 
zweiten  Grades  A befestigter  Faden  durch  ein  längs 
einer  confocalen  Fläche  zweiten  Grades  /?  sich  be- 
wegendes Gewicht  gespannt  wird  (sodass  derselbe  in  geo- 
dätischen Linien  aufgewunden  ist,  wo  er  die  Flächen  berührt 
ntid  in  g(!raden  Linien  in  <lem  Baume  zwischen  beiden),  so  be- 
schreibt der  schwere  Punkt  desselben  eine  Krüni- 
mu ngslinie  der  Fläche  zweiten  Grades  B. 

Denn  die  zwei  geodätischen  Liincn  der  Fläche  B,  welche 
sich  in  dem  zum  Orte  gehörigen  Punkte  P schneiden,  machen 
daselbst  mit  dem  Orte  von  /'  gleiche  AVinkel;  diese  geodätischen 
l.inien  haben  aber  die  geradlinigen  Thcile  des  Fadens,  welche 
beide  dieselbe  confocale  Fläche  berühren,  zu  Tangenten  und  in 
Folge  dessen  ist  nach  Artikel  129  die  Grösse  pB  für  beide  geo- 
dätischen Linien  dieselbe  und  die  llalbieningslinie  des  von  ihnen 
gebildeten  Winkels  demnach  eine  Krüminuiigslinie. 

Ein  speeieller  Fall  dieses  Satzes  ist  derjenige,  nach  welchem 
die  Focalellipse  einer  Fläche  zweiten  Grades  mittelst  eines  in  zwei 
Icsleii  Punkten  in  entgegengesetzten  Zweigen  ihrer  Focalhyperbel 
hefestiglen  iindehubarcn  Fadens  beschrieben  werden  kann. 
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133.  EllipliscliH  Coordinalen.  Die  in  den  Artikeln  127, 
128  an"CH endete  Metliodc,  in  welclitr  die  Lage  eines  Punktes 
auf  dem  KIlipsoid  durch  die  primären  Achsen  der  beiden  Hyper- 
boloide bestimmt  wird,  welche  sich  in  ihm  schneiden,  wird  die 
Methode  der  elliptischen  Coordinaten  genannt.  (Vgl.  Artikel  197, 
Hand  I.)  Um  Accente  zu  vermeiden,  folge  ich  Lioiiville  in  der 
Hezeichnung  der  bisher  durch  a,  «"  ausgedrnckten  Grös.sen  durch 
die  Duchstaben  p,  v.*) 

In  dieser  Be/eichnnng  ist  die  Gleichung  einer  Krüm- 
ln ungsli  nie  des  einen  Systems  von  der  Form 
u = const., 

und  die  einer  Krüinmungsliiiie  des  andern  Systems  von  der  Form 
t>  = const. 

Die  Gleichung  einer  geodätischen  Linie  (Artikel  126) 

wird 

ft*  cos*  I -f-  V*  sin*  »■  = fl'*, 

und  für  eine  geodätische  Linie,  welche  durch  einen  Kreispunkt 
geht,  hat  man  speciell 

fl'*  = fl*  — 6*  = /.*. 

Man  erinnert  sich  (Artikel  166,  Hand  I),  dass  fi  zwischen 
den  Grenzen  /i  unil  A-,  v zwischen  den  ('.renzen  A und  0 enthal- 
ten ist. 

Indem  man  die  Gleichung  einer  geodätischen  Linie  in  die 
Form 

ft*  -F  V*  tan*  I = ft'*  (1  -f-  tan* ») 
bringt,  erkennt  man,  dass  die  Werthe 

fl*  = V*.  tan*  I — — 1 

unabhängig  von  ft' ihr  genügen;  es  folgt  daraus,  dass  das  näm- 
liche Paar  von  einem  Kreispunkte  ausgehe^nder  imagi- 
närer Tangenten  alle  K r ü m m u n g s I i n i c n berührt  — 
worin  eine  weitere  Analogie  dieser  Punkte  mit  den  Hrennpunkten 
ebener  Kegelschnitte  erkannt  ist.**) 


*)  Ich  kuon  ihm  dagegen  nicht  darin  nachahmen,  die  Achse  des 
Ellipsoids  Q lind  die  Grössen  «*  — 6’,  li*  — c*  (die  ich  /<*,  A*  neunen 
werde),  A*  nud  c*  zn  nennen,  weil  ich  das  verwirrend  finde. 

**)  M.  Roberts,  „Liouvillc’s  .Toiirnal“,  t.  XV,  p.  289. 


Digitized  by  Google 


174 


134.  Man  soll  »las  llogencicineiit  irgend  einer  Curvc 
in  derFlürlie  in  elliplisclien  Fourdinatcn  ansdri'icken. 

Wir  helradilen  zuerst  das  Pdenienl  einer  krünimungs- 
1 i n i e 

ft  = consl. 

Sei  diese  Linie  um  den  beiden  auf  einander  fulgenden  Hy- 
perboloiden mit  den  Achsen  v und  (v  dt')  gesrbuilten , so  ist, 
weil  sie  von  denselben  rccbUunklig  dni'cbselinitten  wird,  das  z\\i- 
scbcn  ibnen  liegende  Klenienl  derselben  zugleich  die  IHlfprenz 
zwischen  den  centralen  .Senkrechten  auf  die  Tangentenebenen  der 
beiden  Hyperboloide.  Nach  Artikel  1<JU,  Hand  I ist 
(p"  -f  <///']*  — /)"-  = (i<  -h  dl')-  — v'^, 

oder 

p"  dp"  = vdv. 


Da  aber  nach  dem  Vorigen 

dp"  da 

dein  Element  des  betrachteten  Kogens  ist,  so  haben  wir 

_ {h'‘  - e^)  (A-  - v^) 

— («'-  — a'"‘) 


also 


da-  = 


« 


(«■■*  — V-)  (fl''  — v‘) 

V*)  (fl*  — 


(/..  _ ^2^  (k"-  - 


dv-. 


In  derselben  Art  finden  wir  das  Element  des  ßogens  der 
Krfimmnngslinic 

V = const. , 

durch  die  Formel  gegeben 


/ *» 

»/a'*  = 


fl*)  (ft*  - e*) 


dp-. 


(f*2  _ A'i)  (/,i  __  fi2) 

Wenn  man  nun  dnreb  die  Endpunkte  des  üogcnelemeiils 
irgend  einer  (^nrve  Krümmungslinien  beider  Systeme  legt,  so 
entsteht  ein  elementares  Ilecbteck,  von  welchem  da,  da'  die  Sei- 
ten sind,  uäbrend  ds  die  Iliagonale  ist. 

Man  erhält  daher  für  das  Hogenelement  irgend  einer 
C n r V e 

.,  _ («*  — P*)  ip"-  — e*)  2 , («*  — v‘)  (fl*  -^*)  , 

(fi'i  — A'.')  (kt  _ ft'ij  + (ht  — v't)  (/t*  - V*)  ■ 

135.  In  gleicher  Art  können  wir  den  ln  halt  irgend  eines 
dureil  vier  Krünimnngslinien  fi,,  p.^;  v^,  Vj  begrenzten 
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Fläciieiillieils  ausdrüiken.  Für  (las  Flächenelement  erhält  man 
_ (f**  — ;/{(«*  — — V*)} 


- /'•)  (*■'  - (Ar-'  - r'O} 

und  das  Integral  dieses  Ausdrucks  ist 

i • (i-  F(“^  — /*-)  dft  / * — V*)  ili> 

./  f"{ *<*■  ~ ~ } J y{^  ~~  ''')  ~ •'’)} 

_ /* /''(«'•’  — f^V  >¥ l‘_  v-F(«-  — 

. / F'  { (f‘ ’ ~ — f*’) } j F'  { (/(*  — v‘)  [k‘  — V*)  r 

Ml  e» 

So  kfiimeu  v\ir  ferner  die  Differentialgleichung  der 
orthogonalen  Trajectorie  einer  tlurve  (indun,  deren  Dif- 
ferenlialgleichung 

+ iV(/e 
ist. 

Denn  die  orthogonale  Trajectorie  zu 
Pda  + Oi/a' 

i.st  olfenhar 

da  da' 

P ~ Ij’ 


weil  da,  da'  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten  bilden;  wenn 
man  also 

Mdft  + Ndv 

durch  die  Formeln  des  letzten  Artikels  in  die  Form 


Pda  + Odo' 

bringt,  so  wird  die  Cleichnng  der  orthogonalen  Trajectorie  ge- 
funden; wir  erhalten  sic  in  der  Form 

a*  — d(i  ar  — V*  dv 

(P  — Ä'f  (A-J— 7’1  M ~ [k‘—v‘)  N ^ 

136.  Das  erste  Integral  einer  geodätischen  Linie 
ft*  cos*  I V*  sin*i  = ft'* 

kann  in  eine  Form  gebracht  werden,  in  weither  die  Veränder- 
lichen getrennt  sind  und  aus  der  sich  das  zweite  Integral  ableiten 
lässt. 


’)  So  ward  der  Inh.att  der  FlHclie  des  Ellipsoid»  zuerst  durch  Lc- 
gendre  ausgedrüekt,  „Traitu  des  Fonctions  elliptiques“,  t.  I,  p.  352. 
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Diese  Gleidiuii^’  giebt 
Anderseits  ist  aber 


tan 


da  _ //{(«•  — fi*)  (/<»- 

’ .j,  / I /'_i  ..5\  (..  J 

mail 
Glcicluing 


</(j  fi'*'  — — f**)}  ' 

und  man  erliäll  somit  durrb  V'ergleiiliung  beider  Werllie  die 


y(a^  — f**)  dft 


— r*)  di’ 


— fl*)}  — /{(fl'*—''*)  (/<*—>'*)  (**—>'*)} 

= 0. 

deren  Glieder  getrennt  integriert  werden  können.*) 

AVenn  die  gcodätisclic  Linie  durch  die  Kreis|junktc  geilt,  so 
liaben  wir 

,i'*  = A’  (Artikel  133) 
und  die  Gleicinnig  derselben  wird 

/V-fi*)  , ^ K(«*— '*) 


— A*)  — fl-)  — (A^ — V*)  y[k'  — 1'^) 


de  = 0. 


sin  1 


137.  Einen  Ausdruck  für  die  Länge  eines  Tbeils  einer 
geodätisclien  Linie  zu  entwickeln. 

Das  Element  der  geodätischen  Linie  ist  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Galbelci)  da,  da'  sind  niiil 
welches  i zum  Basiswinkel  bat.  Wir  haben  daher 
ds  = sin  I da'  + cos  i da, 
und  erhalten  durch  Einführung  der  W'erthe 

K(ft^-/^)  _ ?V*—  V*) 

LV— V*)’  Hfl*-*'*) 

und  der  iin  .Artikel  137  gegebenen  Werthe  von  da,  da' 

■ y ± y ((//i_v*)(Aw^).r 

Wenn  q das  Element  einer  durch  die  Kreispunkte  gehenilen 
Linie  bezeichnet,  so  ist  ferner 

*)  Dio  Gleichung  einer  geodätischen  Linie  ward  zuerst  dnreli  J a - 
cobi  ,,C'rcIle's  .Journal“,  Bd.  XI.K,  p.  30‘J  integriert. 
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und  es  mag  bemerkt  werden , dass  wir,  wenn  dem  Radical  im 
letzten  Artikel  das  Zeirlien  + gegeben  ist,  dem  Radical  dieses 
Artikels  das  Zeichen  — geben  müssen;  diess  erbeilt,  indem  man 
nach  Artikel  135  die  DilTcrentialglcicliung  der  orthogonalen  Tra- 
jectorie  einer  durch  einen  Kreis|iunkt  gehenden  geodätischen  Linie 
bildet,  eine  (llcichung,  welche  mit  rfjj  ~ 0 äquivalent  sein  muss. 
(.Artikel  118.) 

138-  Anstatt  die  Lage  eines  Punktes  auf  einem  Ellipsoid 
durch  die  elliptischen  Coordinateii  v zu  bezeichnen,  können 
wir  geodätische  Polarcoordinaten  an  wenden  und  einen 
Punkt  durch  seine  geodätische  Eiitrernung  q von  einem  Kreispunkt 
und  den  Winkel  a>  bestimmen,  welchen  der  Radius  vector  mit 
der  Verbindungslinie  der  Kreispunkle  bildet. 

Die  Gleichung  einer  durch  einen  Kreispunkt  gehenden  geo- 
dätischen Linie  (.Art.  136)  gieht  die  Summe  zweier  Integrale  gleich 
einer  Constanten.  Diese  Constanle  kann  nicht  eine  Funcliun  von  ^ 
sein,  weil  sic  längs  derselhen  geodätischen  Linie  sich  nicht  än- 
dert; sie  muss'  also  eine  Function  von  w allein  sein,  und  wenn 
wir  von  irgend  einem  Punkte  zu  einem  unendlich  nabe  gelegenen 
übergehen,  der  nicht  in  dem  nämlichen  geodätischen  Radius  vector 
liegt,  so  haben  wir 

= 0'  („) 

(ft-  — A*)  y (k-  — ft'-'i  (/(-  ~ »»■•')  j/[k^  — 

Wir  bestimmen  die  Form  der  Function  durch  Rerechnung 
ihres  Werthes  für  einen  Punkt,  der  dem  Kreispimkt  ft  = v = A 
unendlich  nahe  ist;  dann  wird  die  linke  Seite  der  Cieichnng 

und  für 

fi  = A-|-i/.  V — h — £ 
ist  die  Grösse,  deren  Grenze  wir  zu  linden  wünschen. 

(Itl  ili 

2W+  ~ 2//£  — £'^’ 

welches,  wenn  if  und  t imbegrenzt  abnebmen,  in 

1 /(D)  ili\ 

2h  \~i  't  ) 

übergeht,  dessen  Grenze 

Saltnün,  Anal.  Gcoin.  tt.  naiimi*«  II.  12 


/ (/ft  dv  \ 

W_7,i  /?— W’ 
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isL 

Da  nun  der  Anssenwinkel  des  Srheilehnnkels  in  dem  von 
den  Verbindungslinien  eines  beliebigen  Punktes  mit  zwei  Kreispunk- 
Icn  gebildeten  nreicek  dnreli  die  fticblnng  der  Krüininungslinie  hal- 
biert wird,  so  ist  derselbe  das  Koppelte  des  Winkels  i in 
cos^  f -f-  V*  sin^  I =: 

Wenn  beim  llebergang  zur  Grenze  die  Spitze  des  Dreiecks 
sieb  dem  Kreispnnkt  nfdiert,  so  wird  der  Anssenwinkel  desselben 
gleirli  b)  und  im  Kreispunkt  gilt  die  Gleicliung 

(A  -[-  cos^  w -}-  [h  — sin^  ^ a = }r, 
also  für  verscliwindende  t 

tan^  A M = — . 

■*  £ 

Die  linke  Seite  der  Gleidiung  ist  somit  in  der  Grenze 

AVir  haben  daher 

y(a^ — p*)  da  y (d‘  — v*)  dv 

— (A5_v’) 

1 1/ 

h ' \A* — AV  sin  w 

Und  die  Gonstantc,  welelie  in  der  integrierten  Gleicliung  der 
durch  einen  Kreispunkt  gebenden  geodätisclien  Linie  anftritt,  ist 
von  iler  Form 

h,  i 

I39.  AVenn  P,  Q zwei  auf  einander  folgende  Punkte  einer 

Gurve  sind,  und  wenn  PP'  zu  dem  geodätisclien  It.idins  vector 
OQ  rerlitwinklig  ist,  so  ist  olTenbar 

PQ"-  = PP'-i  -f  pQ'i. 

AV’eil  aber  nach  Artikel  117 

OP  = OP' 

ist,  so  ist  anrii 

P'Q  = f/p. 
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wührcntl  PP'  als  <las  Bogenelcmcnt  einos  gcmlälisclien  Kreises, 
fftr  welrlieii  q coiistanl  tl.  Ii.  (Iq  = 0 ist,  von  der  Form 

Pdu 


sein  muss.  Das  Hogenelement  einer  Ciirve  in  irgend 
einer  Fläche  kann  .somit  durch  eine  Formel 
(Is^  = (Iq-  + P'^dta^ 

aiisgedrückl  werden.  Wir  untersuchen  die  P’orm  der  Function  P 
für  den  Fall  der  durch  den  Kreispunkt  eines  KIlipsoids  gehenden 
Radien  vectoren , indem  wir  die  Krümmiing.sliiiie 

p.  ft' 

betrachten.  Wir  haben  dann  (Artikel  137) 


f/s* 


(A*  -r^)  — t-»)’ 


und  nach  demselben  Artikel 


dg-  = dv 


also 


Aber  nach  Artikel  13S  ist  für  p als  eine  Constante 

j/(«-  — V*)  dv  1 l/ 

(A-  — v2)  ~ h ' \A’^  — AV  shTö' 

und  man  erhält  somit  durch  Suhstitiitiou 

^ — A^)  (p  '^  — A^)  _ A*A'’A"2 

A"'*  (A*  — h‘)  sin*  tü  (A*  — a*}  (A* — c'**J  sin*  m 


(Baud  I,  Artikel  108):  daher 


P = 


_ y 


sin  0) 


Es  ist  hei  dieser  Untersuchung  nicht  unumgänglich,  das  Re- 
sultat des  letzten  Artikels  vorauszusetzen.  Wenn  wir  für  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  desseihen  eine  unhestimmte  Function 
von  w substituieren,  so  wird  in  derselben  Art  bewiesen,  dass 
P = (oj) 

ist.  Wir  bestimmen  dann  die  Form  der  Function  durch  die  Be- 
merkung, dass  in  der  Nachbarschaft  des  Kreispunktes  die  Oher- 

12* 
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flärlie  sich  ilcr  Form  einer  Kugel  milierl;  da  für  di«  Kugel  die 
Formel  der  Heclilicalion 

<ls‘  = + sin’  P (/cd’ 

ist,  so  muss 

P = sin  Q 

sein  und  da  für  dieselbe  nberdiess 

. ;/  = sin  p sin  co 

ist,  so  hat  die  y midliiilieierende  Function  den  \Verth 

1 

sin  Cd 

HU.  |{etrarhten  wir  nun  das  durch  Verhiudiing  eines  l'unktes 
P mit' den  heideii  Kreis|iunklen  0,  0'  gebildete  llreieck,  so  haben 
wir  für  den  Uogeti  OP  die  Ftmelion 

P= 

sm  cii 

und  für  den  P mit  dem  andern  Kreis|ninkt(!  vereinigenden  Bogen 
0' P die  Funclioii 

P'  — '' 

sin  Cd 

d.  i. 

P : P'  = sin  Cd  : sin  cd'; 

eine  ('■leichung  analog  derjenigen,  welche  ausdiückt,  dass  die 
Sinus  der  Seilen  eines  sphärischen  Dreiecks  den  Sinns  der  Gegen- 
winkel proportional  sind,  da  P und  P'  in  der  Becliticalion  der 
elliptischen  Bogen  den  sin  p,  sin  p'  auf  dei-  Kugel  enisprecheii. 

141.  Ist  ferner  P ein  Punkt  einer  Krümmungslinie,  so  haheii 
wir  (Arlikcl  124) 

<Iq  + iIq'  = 0, 

wo  p und  p'  die  Fntfernungen  von  den  Ki'eispiinkten  hezeichnen ; 
ist  dann  0 der  Winkel  , welchen  der  Badius  veclor  OP  mit  dei- 
Tangente  bildet,  so  ist  das  normale  Klemenl  Ptho  olfenhar 

c/p  tan  0. 

Da  aber  der  Badius  veclor  O'P  auch  den  Winkel  fl  mit  der 
Tangente  bildet,  so  haben  wir 

</cü  . du 


Pdto  jF  P'du'  — 0, 
oder  lau  w . tan  ^ co'  ist  constant,  wenn  die  Summe  der  Seiten 


d-  i.  + . , = 0 : 

sin  CO  sm  CO 
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des  rireieeks  gegeben  ist,  und  liin  | w isl  /u  tan  ^ m in  einem 
gegebenen  Verbidlniss,  «enn  die  Idflerenz  der  Seiten  gegeben 
ist.  Wird  die  Entfernung  /.«iseben  zwei  Kreispunkten 
als  Uasis  des  Dreiecks  gcnoniincn,  so  ist  der  Ort  sei- 
nes Scheitels  eine  K r Q in  in  ii  n g s 1 i n i e , eben  so  w o b 1 wenn 
das  Product  als  w enn  der  Quotient  der  Tangen  teu  sei- 
ner halben  liasiswinkcl  gegeben  ist.*) 

Ans  diesem  Satze  cnlspringeii  mehrere  Zusätze,  z.  11.  Wenn 
eine  geodätische  Linie  durch  einen  Kreis|iunkl  0 eine 
Krüiii  niiingslinie  in  Punkten  P,  P'  schneidet,  so  ist 
je  nach  der  Ai’l  der  Krüinniiingslinie  entweder  das 
Product  oder  der  Quotient  von  tan  ^ Pü'O  und  tan  \ P' 0' 0 
consta  n t. 

Ferner ; W c n n d i e g e o d ä l i s c h e n L i n i e n , w c 1 c h e zwei 
Krcis[iunktc  mit  irgend  einem  Punkte  P einerKi'fiin- 
miingslinie  verhinden,  dieselbe  fiberdiess  in  den 
Punkten  P’,  P"  scbneideii,  so  ist  der  Ort  des  Durch- 
schnittspunkts der  transversalen  geodätischen  Linien 
O'y*',  OP'’  eine  Ivrümniungslinie  derselben  Art. 

142.  M.  Hoberls’  .Vusdruck  für  das  Element  des  zu  einer 
iimbilicaleii  geodätischen  Linie  normalen  Bogens  ist  von  Hart 
in  folgender  Art  erweitert  worden;  Sind  OT,  OT' zwei  auf  einan- 
der folgende  geodätische  Linien,  welche  die  im  Durchschnitt  der 
Fläche  mit  einer  confocalnu  Fläche  li  gehihlele  Krüinmungslinic 
herühren,  und  ist  da  der  Winkel,  unter  welchem  sie  sich  durch- 
schneiden,  so  berührt  die  Tangente  in  dem  Punkte  T einer  von 
ihnen  die  Fläche  li  in  einem  Punkte  P {.Vrtikel  129),  und  wenn 
TT'  als  conjiigiert  zu  TP  genommen  ist,  so  geht  die  Tangentcn- 
ebeiie  in  T'  durch  TP  (Artikel  7),  und  die  Tangente  der  geo- 
dätischen Linie  in  T'  berührt  die  confocale  Fläche  B in  dem- 
selben Punkte  P.  Wir  wünseben  nun  die  normale  Entfernung 
von  T'  und  TP  in  der  Form  Pda  auszudrücken.  Vorausgesetzt, 
dass  die  Tangenten  der  geodätischen  Linien  in  den  nächstfolgen- 
den l’iiiikten  sich  in  P,  unter  einem  Winkel  c/qo,  schneiden,  dass 


*)  Dieser  Satz  ebenso  wie  die  in  Art.  1S8  u.  (.  enthaltenen  Sätze, 
von  denen  sein  Beweis  abbiinpt,  gehört  M.  Koherts,  welchem  dieser 
Theil  der  Geometrie  so  viel  verdankt.  (,,LiouvUlo’s  Journal“,  t.  XIII, 
p.  1 und  t.  XV,  p.  275.) 
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ferner  die  Normalen  in  den  l'unktcu  Ty,  Ty  die  Taiigenlen  PT,  PT 
in  den  Tunkten  schneiden , so  sind , da  die  Differenz  zw  i- 

Fig.  2. 


sehen  Ty  Ty,  T.y  ein  uncndlidi  Kleines  der  drillen  Ordnung  ist, 
PT^dq>  uikI  PyTy(l<fy  mit  deniselhen  Grade  der  Aniiilherung  ein- 
ander gleich,  und  da  PTy,  PyT^  den  Durchmessern  D,  Dy  der 
Kläclie  B proportional  sind,  welche  den  zwei  auf  einander  fol- 
genden Tangenten  der  geodätischen  Linien  parallel  laufen,  so  ist 

D(l(p  = Dy  d(fy  , 

d.  i-  diese  Grösse  hleiht  unverändert,  wenn  wir  längs  der  geo- 
dätischen Linie  vorwärts  gehen.  Nun  ist  in  dem  Punkte  0 

dtp  = da; 

wenn  also  i)„  den  Durchmesser  der  Fläche  B bezeichnet,  welcher 
der  Tangente  der  geodätischen  Linie  in  0 parallel  ist,  so  hat 
man 

Dd(p  = Dg  da, 

und  daher  die  auszudrückende  Entfernung  ' 

PTdip  — ^ tda, 

wenn  t (=  PT)  die  Länge  der  von  T au  die  confocale  Fläche  R 

gehenden  Tangente,  oder  l das  Mittel  zwischen  den  Segmenten 

einer  durch  T parallel  der  Tangente  in  O gehenden  Sehne  von 
B ist. 

Wenn  die  geodätische  Linie  durch  einen  Kreispunkl  geht,  so 
reduciert  sich  die  Fläche  B auf  die  Ebene  der  Kreispunkle  und  — t 


Digitized  by  Google 


183 


ist  die  durcli  T panillel  der  Tangente  in  0 bis  zum  Durchschnitt 
mit  dieser  Ebene  gezogene  (Gerade,  d.  h.  man  erhält  den  Aus- 
druck von  Roberts  wieder. 

Durch  einen  Beweis,  der  mit  dem  für  die  entsprechende 
Eigenschaft  der  Kegelschnitte  („.\nalylische  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte“, Artikel  264]  übereinstiinmt,  erhält  man  von  hier  aus 
den  Satz:  Wenn  eiu  geodätisches  Polygon  einer  Krüm- 
mungslinie umgeschrieben  bleibt,  während  alle  seine 
Ecken  bis  auf  eine  sich  in  Krüiuiuungslinicn  bewegen, 
so  durchläuft  auch  diese  eine  Krümmungslinie  und 
der  üinfang  des  Polygons  ist  unveränderlich,  wenn 
diese  Krümmungslinicn  von  derselben  Art  sind. 

143.  Wenn  eine  geodätische  Linie,  die  einen  Kreispunkt  mit 
dem  diametral  entgegengesetzten  verbindet,  und  einen  Winkel  u 
mit  der  Ebene  der  Kreispunkte  macht , fortgesetzt  w ird , bis  sie  zu 
ihrem  .\usgangspunkt  zurückkehrt,  so  geht  sie  damit  nicht  zugleich 
wie  in  dem  Fall  der  Kugel  auf  ihren  ersten  Weg  zurück,  d.  h.  .sie 
bildet  bei  ihrer  Rückkunft  einen  von  ta  verschiedenen  Winkel  mit 
der  Ebene  der  Kreispunkte. 

Um  diess  zu  beweisen,  werden  wir  einen  .\usdruck  für  den 
Winkel  0 untersuchen,  den  die  Ebene  der  Kreispunkte  mit  der  oscu- 
lierenden  Ebene  in  irgend  einem  Punkte  dieser  geodätischen  Linie 
macht. 

Dabei  Ist  es  nützlich,  das  folgende  Lemma  voranszuschicken. 

Wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  eine  Seite  und  der  an- 
stossende  Winkel  endlich  bleiben,  während  die  Basis  unbegrenzt 
abnimmt,  so  kann  die  Grenze  des  Verhältnisses  der  Basis  zur 
DilTerenz  der  in  demselben  Sinne  gemessenen  Basiswinkel  bestimmt 
werden.  Die  Formet 

cosiM-|-ß)=siniC^"^^^ 


der  sphärischen  Trigonometrie  giebt  in  der  Grenze,  also  für  das 
Dreieck  von  den  Seiten  a,  dq>  und  dem  eingeschlossenen  Winkel 
0,  in  welchem  der  Winkel  der  Seite  dq>  gegenüber  liegt  und 
(0  -j-  dO)  den  der  Seite  a gegenüber  liegenden  Aussenwinkel  be- 
zeichnet 


cs  ist  aber  auch 


dO  = cos  ad^i>; 
sin  adtj)  = sin  6dq>, 
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also 

<10  dtp 

sin  0 lau  « 

Nun  «issfii  wir  (Arlikrl  120),  dass  die  Tangenle  in  einem 
l’tiiikle  der  dnrdi  einen  Kreis|iinikl  petieiideii  gendälisdien  Linie 
die  Ebene  der  kreispnukte  in  einem  Punkt  der  Foralliyperbel  schnei- 
det, und  die  osrnliercnde  Ebene  der  geodätischen  Linie  in  die- 
sen l'unkt  ist  daher  die  durch  den  Punkt  und  die  entsprechende 
Tangente  der  Focalliyj)erhel  bestimmte  Ebene. 

Wir  wissen  auch,  dass  der  einem  Ellipsoid  ans  einem  Punkt 
der  Focalhyperhel  nnigeschridtene  Kegel  ein  gerader  Kegel  ist. 
(Baud  1,  Artikel  194.) 

Sei  dann  PP’  ein  Element  der  geodätischen  Linie  durch 
einen  Kreispunkt,  welches  verlängert  in  //die  Focalhyperhel  schnei- 
det, und  schneide  die  Verlängerung  des  nächstfolgenden  Elements 
P'P’’  dieselbe  in  //',  so  sind  /'//A,  P'Il'h’  zwei  auf  einander 
fulgende  osciilierende  Ebenen,  wenn  ///i,  Hh'  die  zwei  entsj>re- 
chenden  auf  einander  folgenden  Tangenten  der  Focalhyperhel 
sind.  Denken  wir  jetzt  uni  //'  eine  Kugel  beschrieben  und  be- 
trachten das  sphärische  Dreieck , welches  die  Uadien  nach  den 
Funkten  h,  h',  P'  bestimmen,  so  ist,  wenn  dtp  den  Winkel  hU'U', 
den  Berfihrungswinkel  der  Focalhyperhel,  und  6 den  Winkel  zwi- 
schen der  oscnlierenden  Ebene  und  der  Ebene  h U'U  der  Kreis- 
punkte bezeichnet,  während  hU' P'  der  halb  Winkel  a des  Kegels 
ist,  das  sphärische  Dreieck  das  in  dem  Lemma  betrachtete  und 
wir  erhalten 

</5  dtp 

sin  9 tan  tt 

Um  diese  (lleichnng  zu  inlegrieren , innsseii  wir  dtp  in  Func- 
tion von  « ausdrfickeii  und  diess  können  wir  als  ein  Problem  der 
ebenen  Geometrie  hetrachlen;  denn  « ist  die  Hälfte  des  zwiscljen 
den  von  //  an  den  in  der  Ebene  der  Kreis|innkle  enthaltenen  llau|)t- 
schnitt  gelegten  Tangenten  enthaltenen  4\'inkels,  während  dtp  der 
Berfihrungswinkel  der  Focalhyperhel  in  denisclhen  Punkte  ist. 
Wenn  nun  a,  ft';  n",  W die  Achsen  je  einer  durch  11  gehenden 
zu  einer  Ellipse  von  den  Achsen  a und  h confocaleii  Ellipse  und 
Hyperbel  sind,  und  wenn  2«  der  von  den  Tangenten  der  letzte- 
ren Ellipse  von  II  aus  eingeschlossene  Winkel  ist,  so  haben  wir 
(vgl.  „Aiialyl.  Geometrie  der  Kegelschnitte“,  Art.  228,  Aufg.  10) 
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, a‘  — a ^ 

tan'  a = „5 . 

n ' — «• 

Durch  ÜilTerenliiereii  unter  der  Voraussetzung,  dass  n"  con- 

slant  sei  (da  «ir  zu  einem  benachbarten  Ihiiikte  der  Focalhyper- 

bel  forlschreilen),  erhalten  wir 

, (t  da 

da  = — tan  a -77,  • 

a ‘ — o ' 

Wenn  aber  p,  p'  die  vom  Ceiilrum  auf  die  Tangenten  der 
Elli|)sc  und  Hyperbel  in  FI  gefällten  Senkrechten  sind,  so  haben 
wir  (Artikel  134) 

u'da'  = jnlp\ 

dp  ist  das  Bogenelenient  der  Focalhyperbel,  und  es  ist,  wenn  q 
den  Krümmungshalbmesser  in  demselben  Funkt  bezeichnet, 

dp  Z=  Qdif, 


Q = 
da  = 


tan  a 


da  = tan  a 


pdep 

' f » 

P 

« 6 d(fi 

~a'ir  ■ 


cot*  a,  //'  = //'  -(-  («*  — cot*  a 


a"  h"  da 


und 
also 
oder 

Da  alter 

n'*  = «5  + («2 

ist,  so  hat  man 

dq>  

tan  a }/{h^  — o"2  -|-  «'->  F ('*^  — lan^  a) 

In  tlem  betrachteten  Falle  sind  die  Achsen  der  bernhrlcn 
Ellipse  a,  c,  während  die  (Jnadrale  der  Achsen  der  confocalen 
Hyperbel  sind  («2  — [l>^ — c*):  wir  haben  also  die  (ileichnng 

y («2  — y (f/2  : — c*)  da 

- sin  9 “■  y[b^J^+yr^^^~y^r-^-■! 

Indem  wir  sie  integrieren  und  die  eine  Grenze  des  Integrals 
in  dem  Kreispunkt  wählen,  wo 

0 — CO,  a = ^ n 


ist,  so  erhalten  wir 
tan  ^ 9 


log 


=j 


j/(«2  — b‘‘]  yijr  — c*)  da 


tan  J 0)  tJ  y^b'‘  -F  «*’  li'ii'  a)  y [ii‘  + t"  tan'  o) ' 


\JZ 
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und  wenn  J den  Wcrlh  dieses  Integrals  bezeichnet,  so  haben  wir 

tan  ^ d = A tan  ^ lo, 
wo  r 

k — e 
ist. 

Jenes  Integral  behält  zwischen  den  Grenzen  + ^ re  und 
— ^ re,  d.  h.  beim  Uebergatig  von  einem  Rreispiinkt  zum  an- 
dern, sein  Vorzeichen. 

Ist  also  «'  der  Werth  von  0 für  den  Kreispunkt,  welcher 
dem  entgegengesetzt  ist,  von  welchem  wir  ansgingen,  so  hat  an 
dieser  Grenze  das  Integral  J einen  von  Null  und  k einen  von 
Eins  verschiedenen  Werth,  und  wir  erhalten 

I 

tan  o>'  ,=  k'  tan  ^ u, 

d.  h.  <»'  ist  stets  von  w verschieden.  Ebenso  kehrt  die  geo- 
dätische Linie  zu  dem  ursprünglichen  Kreispunkt  zu- 
rück linier  einem  Winkel  w",  für  welchen 


tan  ^ u"  = Ar’  tan  ^ oj; 

sie  geht  und  kehrt  zurück,  indem  sie  eine  Reihe  von 
Winkeln  bildet,  für  welche  die  Tangenten  ihrer  Hälf- 
ten in  stetiger  Proportion  sind.*) 

144.  Für  alle  Kanten  desselben  Tangcntenkegels  aus  einem 
Punkt  H in  der  Eocalhyperbel  ist  a und  daher  k conslanl,  die 
Gleichung 

tan  ^ 6 = A:  tan  ^ w 

giebt 

M dm 

sin  9 sin  0) 

Da  nun  die  osculierende  Ebene  der  geodätischen  Linie  nor- 
mal zur  Fläche  ist,  somit  auch  normal  zum  Tangentenkegel,  so 
gehl  sie  durch  die  Achse  dieses  Kegels  und  wenn  wir  den  Kegel 
durch  eine  zur  Achse  normale  Ebene  schneiden,  so  ist  der  Schnitt 
ein  Kreis  vom  Radius 

y 

sin  9 


*)  Die  .*liitzc  diese»  Artikel»  ftcliörcii  Hart  an,  „Cambridpe  and 
Dublin  Malbematical  Journal“,  Vol.  IV,  p.  82;  in  der  llewcisinethodc  bin 
ich  W.  Roberts  Darstellung,  „Liouville’s  Journal“,  t.  II  (1857)  p 213, 
gefolgt. 
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und  das  liugciicicmcnl  ist 


y 


sin  0 


oder 


dm 
sin  m 


Diess  Element  aber,  als  die  Entfernung  zweier  auf  einander 
folgenden  Seiten  des  Berührnngskcgels  iin  Berührungspunkt,  ist 
das,  was  wir  iiu  Artikel  139  durch 

Pdm 

bezeichnet  haben  und  wir  haben  so  aus  der  Untersuchung  des 
letzten  Artikels  einen  unabhängigen  Beweis  des  für  P dort  ge- 
fundenen Werthes. 

145.  Niveaulinien.  Die  Verschiedenheiten  der  Höhe  eines 
Landes  können  in  einer  Karle  durch  eine  Reilie  von  Curven  dar- 
ge.stelll  werden,  welche  die  Dünkte  von  gleicher  Höhe  verbinden. 
Wenn  eine  Reihe  solcher  Curven  verzeichnet  sind,  welche  gleichen 
llöhendilTeren/.en  cnls|>rechen , so  bezeichnet  die  dichtere  Znsani- 
inendrängung  dieser  Curven  die  Stellen,  wo  die  Höhe  des  Lan- 
des am  schnellsten  wechselt. 

Allgemein  sind  die  Niveaulinien  einer  Fläche  die  Durchschnitte 
derselben  durch  eine  Reihe  von  Ilüiizontalebcnen,  welche  wir 
der  Ebene  der  xy  parallel  voraussetzen  dürfen.  Die  Cleichnngen 
der  Horizonlalprojectioiien  einer  sulchen  Reihe  erhält  man  durch 
die  Substitution 

z = c 

in  die  Gleichung  der  Fläche;  und  eine  Differentialgleichung, 
welche  allen  diesen  l’rojcctionen  gemein  ist,  entspringt  aus  der 
Annahme 

dz  = 0 


in  der  Differentialgleichung  der  Fläche,  d.  i.  man  hat 


, d(/  . 
-7-  rf-c  -F  — dl/ 
dx  dy 


0. 


Man  kann  sic  auf  eine  Function  von  x und  y allein  redu- 
cieren,  indem  man  die  in  den  Differentialquotienten  enthaltene 
Veränderliche  z mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Fläche  eliminiert. 

146.  Linien  der  grössten  Neigung.  Die  Liire  dfl  grössten 
Neigung  durch  irgend  einen  Punkt  ist  die  Linie,  welche  alle 
Niveaulinien  normal  durchschneidel,  die  Differentialgleichung  ihrer 
Drojeclion  ist  somit 
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Die  Linie  der  grössten  Neigung  wird  geHölinlirli  als  diejenige 
Linie  denniert,  für  welche  die  Tangente  in  jedem  l’iinkte  den 
grössten  Winkel  inil  ilein  Horizont  inarht;  es  ist  in  der  Thal 
oirenhar,  dass  die  Kaillinie  der  1'a  ngeiitenehene,  d.  h. 
die  Mnie  in  ihr,  welche  die  grösste  Neigung  gegen  den  Hoiizonl 
hat,  normal  ist  zur  horizontalen  Spur  dieser  Khcne.  Wir  erhal- 
ten die  iiamliehe  Cleiehung  wie  vorher,  indem  wir  ausdrüekeu, 
dass  die  l'rojeetion  des  Lurvenelenieiits,  dessen  Itiehtungsrosiniis 
zu  dx,  dy  proporlioual  sind,  normal  zu  der  Spur  ist,  deren 
(ileichung  durch 


dü 

~dx 


Ix  — X 


+ 


dU 

'/y' 


(y  — y)  — 


’B- 

dz 


dargestellt  wird. 


0 *) 


flrispicl.  Die  Kalllioie  der  Kläciic  zweiter  Ordmmg 
dx-  -K  f}y^  + Cz-  = J) 

zu  linden. 

Die  llitlercntialgleichung  ist 

dxdy  — liydx, 
wefelie  diirr.li  Integration  gieht 


wo  die  Cunstante  durch  itie  Itedinginig  heslinmil  ist,  das.s  die  l.inie  durch 
den  Punkt 


X = x\  y — y 


gehl.  Somit  ist  die  K.illlinic  die  Durclischnitlslinie  der  Kl.äehc  zweiter 
Ordniiiig  mit  <lcm  Dvlinder,  di'sscii  (ileicliung  so  ehen  gcschrielten  ward, 
ist  also  eine  Curve  doppelter  Krüniniung,  so  lange  nicht  der  Punkt  (x  y) 
in  einer  der  llauptehencn  liegt,  als  wodurch  ilie  eben  gefundene  (deich- 
ung  sich  auf  a:  = 0 oder  y = (*  reduciert. 


*)  Die  Diffcrcntiulgleiclmiig  der  Curve,  die  immer  normal  ist  zur 
DurchschniUslinie  derTangontenehene voiiden Kichtiingscosiuus4/',,f,'j,6'3 
mit  einer  festen  Khcne  von  den  Kichtiingseo.sinu8  0,  h,  c,  i.st  olfeiibar 


dx , dy , dl 

i\,  r„  r\ 

a , h , r 


--  0. 
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V.  Abschnitt.  Die  Theorie  der  Krümmung  und  Deformation 
der  Flächen  und  die  der  geradlinigen  Strahlensysteme. 

147.  Wir  werden  dicss  Kapitel  beendigen,  indem  wir  einen 
Abriss  von  Ganss’  Theorie  der  Krüminnng  der  Klaclien 
und  von  den  mit  ihr  eng  verbundenen  Leliren  von  der  Defor- 
inalion  der  Flächen  und  von  den  geradlinigen  St ralilen- 
systeinen  geben.*) 

In  elienen  Gurven  mcs.sen  wir  die  Krünimiing  eines  Bogens 
von  gegebener  Länge  durch  den  Winkel  zwisrhen  den  Tangenten 
oder  den  Normalen  in  seinen  Endpunkten;  in  andern  Worten, 
wenn  wir  einen  Kreis  vom  Hadins  Eins  und  in  ihm  lladien  parallel 
den  Normalen  in  den  Endpunkten  des  Bogens  denken,  so  bietet 
das  Verhältniss  des  von  ihnen  begrenzten  Kreisbogens  zu  dem 
Bogen  der  Curve  ein  Maass  der  Krümmung  des  Bogens  dar. 

Wenn  wir  einen  durch  eine  geschlossene  Gurve  begrenzten 
Theil  einer  Fläche  haben , und  parallel  ilen  Normalen  in  den 
l'unkten  der  begrenzenden  Gurve  Badicn  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer Eins  ziehen,  so  ward  in  gleicher  Art  der  Inhalt  iles  ent- 
sprechenden Theils  der  Kiigelllächc  durch  Gauss  als  die  totale 
Krümmung  des  betrachteten  Flächentheils  bezeichnet,  l'nd  wenn 
wir  in  einem  Punkte  der  Fläche  die  totale  Krümmung  des  an- 
liegenden Flächcnelements  durch  den  Inhalt  des  Elements  selbst 
dividieren,  so  ist  der  Quotient  das,  was  als  das  Maass  der 
Krümmung  für  diwscn  Punkt  bezeichnet  wird. 

14S.  Wir  gehen  dazu  über,  das  Maass  der  Krümmung 
durch  eine  Formel  au szu drücken. 

Weil  die  Tangentenebenen  in  irgend  einem  Punkt  der  Ober- 
lläche  und  in  dem  entsprechenden  Punkt  der  Kugel  vom  Halb- 
messer Eins  der  Voraussetzung  gemäss  parallel  sind,  so  sind  die 
Flächen  irgend  welcher  elemeularen  Theile  von  beiden  ihren  Pro- 
jectionen  auf  eine  der  Goordinatenebenen  pro|)oi'tional.  Betrachten 
wir  also  ihre  Projeclionen  auf  die  Eheiie  der  xy  und  setzen  wir 
ilie  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

*)  Der  Le.sor  findet  seine  .\))handliinp;  wieder  (jedruckt  im  .tiiliang 
zu  Liouvillc'a  Ausg.ibe  von  Monge.  Audi  in  ..Xoiivdlc»  Aniiules  de 
Mfithcmatiuues“,  1.  XI,  p.  19."> — 2iV2  in  fratizö.sischer  lTrbersetzmi(j  auf 
(iriind  dieses  Abdrucks. 
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z = <I>  (.T,  tj) 

gegeben  voraus. 

Wenn  dann  x,  >j,  z die  Coordinalen  eines  beliebigen  Punktes 
der  Fläche  und  X,  Y,  Z die  des  entsprechenden  Punktes  der 
Kiigeleinhcit  sind,  und  x + dx,  x + 6x,  .Y  (/.V,  .Y  + d.Y,  etc. 
die  zweier  benachbarter  Punkte  in  jeder  bezeichnen,  so  sind  die 
Flächen  der  durch  die  betrachteten  Punkte  gebildeten  elementaren 
Dreiecke  olTenhar  in  dem  Verhältiiiss 


(d.Ydl'  — (lYÖX)  : {(Ixdy  — dyÖx). 

Da  aber  dX,  dY,  d.Y,  d l'  mit  dx,  dy , etc.  durch  dieselben 
linearen  Transformationen  vereinigt  sind,  nämlich 


rf.Y  = dx  + dy,  dY 
dx  dy 


— dx  + ^ dy, 
dx  dy 


dA  = d.r 
dx 


dX 


Sy,  SY 


dY 

dx 


Sx 


+ -r 
d'/ 


so  erhält  man  nach  der  Theorie  der  linearen  Transformationen 
oder  durch  wirkliche  Multiplicalion 


d.Yd  I'  — dl'dA' 


.:={dxSy-dy6x) 


dX  dY\ 
dy  dx  ) ’ 


und  die  Grösse 


dX  dY  dX  dl' 


dx  dy  dy  dx  ’ 

ist  somit  das  Maass  der  Krümmung. 

Da  aber  A',  Y,  Z die  Projcctionen  der  der  Normale  paral- 
lelen Lineareiiiheit  auf  die  Achsen  sind,  so  sind  sie  den  Cosinus 
der  Winkel  proportional,  welche  die  Normale  mit  den  Achsen 
bildet;  wir  haben  daher 


X ~ 

P 

Y = 

q 

VH+ 

J/(1  + + ?') 

dX 

(1  + q'‘)r  — pys 

dX 

_ (1  + y*)  s — pqt 

dx 

(1  + + r)^  ' 

"(1  + P-  + f)^  ' 

dY  __ 

(1  + />^)  — pqi 

dY 

— jh.  < — pq^ . 

dx 

(1  + P^ 

■ dy 

(1  + P'  + 

also 

dX  dY  dX  dY 

(rl  — S*) 

dx  dy  dy  dx 

^ (1 

+ P^  + qr 

Damit 

geht  aus  einer  Gl 

eichun 

g des  Artikel  51  her' 

dass  der  f 

ür  das  Maass  der  h 

. r fl  m m u n g gefundene  W e 
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^ J_ 

RR' 

ist,  wo  R und  R'  die  beiden  Hauptkrümniungsradien 
des  Punktes  bezeichnen. 

119-  Es  ist  leicht,  den  so  gefundenen  Werlb  geonie- 
triscb  zu  bestätigen. 

Wir  bctracblen  dazu  das  elementare  Heehteck,  dessen  Seiten 
die  nieliliingen  der  Ilaiipttangenten  iiabcR.  Seien  die  Längen  der- 
selben 1,  1',  so  dass  sein  Inlialt  diircii  lA'  ausgedrückt  ist.  Die 
Norniaieii  in  den  Endpunkten  von  A diirrlisclmciden  sieb,  und 
wenn  9 den  von  ihnen  gebildeten  Winkel  bezeichnet,  so  ist 


wo  R den  entsprechenden  Krümmungsradius  ausdrückt. 

Die  entsprechenden  Normalen  der  Kugel  bilden  mit  einander 
denselben  Winkel  und  ihre  I.änge  ist  die  Einheit;  für  die  Länge 
fl  des  dem  Element  A entsprechenden  sphärischen  Elements  haben 
wir  daher 


ebenso  ist 


also  auch 


was  zu  beweisen  war. 


A 


_ 1 
AA'  RR” 


lüO.  Gauss  bat  bewiesen,  dass,  wenn  eine  biegsame 
aber  niclit  ausdehnbare  Fläche  auf  irgend  eine  Weise 
deformiert  wird,  d.  i.  wenn  die  Form  der  Fläche  so 
verändert  wird,  dass  die  längs  der  Fläche  gemessene 
Distanz  zw  ischen  irgend  z w' ei  Pn n k ten  d i es cl be  bleib t, 
das  Maass  der  Krümmung  in  jedem  Punkte  unverän- 
dert bleibt. 

Wir  haben  ein  Beispiel  einer  solchen  Veränderung  in  dem 
Falle  einer  abwickelbaren  Fläche  in  ihrer  Ansbreiinng  in  eine 
Ebene  kennen  gelernt  (Artikel  .'j 7):  und  das  Maass  der  Krümmung 
verschwindet  sowohl  für  die  abwickelbare  Fläche  als  für  die  Ebene, 
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da  in  jedem  Fall  einer  der  Hanplkrünimung.sradien  unendlich  gross 
isl  (Artikel  108). 

Um  den  Satz  allgemein  zu  beweisen,  setzen  wir  voraus,  dass 
ein  Pnnkt  der  Fläche,  anstatt  durch  drei  durch  die  (ilcirhung  der 
Fläche  bedingte  Coordinaten  gegeben  zu  sein,  durch  zwei  unab- 
hängige Coordinaten  bestimmt  ist.  Sei 

ilx  = ndu  -F  adv,  dy  = hdu  b'dv,  dz  = cdu  -J-  c'dv, 
so  ist 

ds'^  — dx^  -|-  dtß  -F  dz' 

= («’  -F  b-  -F  C‘)  du  ' -F  2 {uh  -F  bb'  -F  cc  \ diidv  -F  {u‘  -F  b"*  -F  c'^)  f/e*. 
Wir  scbreiben  diese  Gleicbiiiig  in  der  Form 
. ds-  = -F  2Fdudv  -F  Gdv'‘ 

und  haben  zu  beweisen,  dass  das  .Maass  der  krnniniiing 
oder  das  ['rodnct  der  Ilauptkrüiumuiigsradien  eine 
Fnnctiuii  von  E,  F,  G ist. 

Sei  (a.',  y',  z')  der  Punkt  der  deformierten  Fläche,  welcher 
dem  Punkt  (a\  y,  z)  der  gegebenen  Fläche  entspricht,  so  sind 
x',  y,  z'  gegebene  Functionen  von  x,  y,  z und  können  somit 
auch  in  Gliedern  von  u und  v ausgedrückt  werden.  Das  Hogen- 
eleinent  der  deformierten  Fläche  kann  in  der  Form 

ds  - = -F  2F’dudv  + G'dv- 

dargestellt  werden,  und  die  Hedingung,  dass  dasselbe  dureb  die 
Transformation  nicht  verändert  sei,  fordert  ollenbar 

E = K',  F — F',  G — G'. 

Jede  Function  von  K,  F,  G bleibt  somit  bei  einer  Deforma- 
tion, wie  die  von  uns  betrachtete,  unvet ändert. 

Nun  sind  in  Artikel  34  die  Hauiitkrümmungsradien  durch 
eine  quadratische  Cileichung  gegeben  worden,  in  welcher  der 
Coeflirieiit  von  T- 

(fV  + fV-  + 

und  das  absolute  (llied 

[UnVss-l’,^)  Vc  + - U,3’)  U,*  -F  (Vu  Vn~  Ihz')  t'a* 

+ 2 U,U,  -F  2 TVjU,,)  U,U, 

+ 2(U,3f7,3-U,,,U,.J  IhU, 

ist.  Wir  werden  jede  die.ser  (Irössen  einzeln  in  Funetion  von 
E,  F,  G ausdrückeu. 
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151.  Wenn  wir  in  die  (;ieifliiiii>j  der  Flridi« 

Uftlx  + Vjili/  + = 0, 

die  irii  letzten  Artikel  gegeheiien  Wei  llie  von  lU,  di/ , ilz  sidisti- 
tniereii,  und  erinnern,  ditss  die  ('.oeriirienleii  von  du  und  itr  ^'e- 
treniit  versrliwinden  niüsxen,  weil  » und  v nnaldifingige  X'eriin- 
derlitdic  dnd,  so  Indien  wir 

V^a  -f-  i/jl»  "F  U^c  = t),  U^a'  1/^//  = 0. 

somit 

Uf  = f.  {bc  — l/i'),  U.,  = 1.  (c«'  — <’'»),  U.J  — A («//  — ii'b), 

wenn  A ein  nnliestiinniter  Coertirient  ist,  und 

+ U./  + U,-^=K^  { {u'-‘+b'-^+c  -‘j-{uu+bb'  + , r'i^ ; 
= A2  [EG  — F\*) 

152.  Wir  nnleisnelien  nun  das  Frjtelmiss  dersellien  Snlisli- 
tntinn 

t/,  = A [bc  — b’c),  etc. 

in  den  Ansdnii'k  des  alisolnteii  liliedes  im  Artikel  ]50. 

Kille  (ileirlmnj.(,  welrlie  in  der  Theorie  der  Kegelsehniiie 
Anwendung  lindel , erlanht  uns,  diess  Itesnitat  in  einl'arlierer 
Form  zu  sdireiheii.  tVergl.  ..Analyt.  (ieoiii.  d.  Kegelsdniille", 
Artikel  331,  305;  lUO.  Ileis|iid  2.) 

Sei 

aa"  + bl/'*  -F  cz‘  + 21;/i  + 2m:a'  + 2n.iv/  = y 

die  Oleidinng  des  Kegelsdinitls  und  sei  das  liesnital  der  Snhsti* 
tntion 

u "F  hu  y b "F  , c "F  bc  liir  .r,  //,  z 
S + ‘)/(V  + Ä'S', 

so  ist 

SS' — = (bc  — F)  [bc' — cb'f‘  -F  (ca  — m’j  [cu'  — «e'j*  + eie.; 


*)  Verul.  orli'smigeii“,  Artike.I  1 1. 

Die  G aiis.s '.se.licn  liezeieliimuj'eii  weiden  veivolUUiiidi";l  diireli  dir 
folgenden  Angniieii: 


he' 

KO  dnsK 
ist;  lind 


h'r  = A , nt  — ca  — a(i  — a'h  C, 

A^  + //»  + r»  r=  SO  — A » J 


F«'  = ) 


dS 
de  ’ 


n — 


I ''<1. 
- da 


SiliD-iii,  Anal.  Gtntiu.  d.  Raumes.  II. 


13 
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denn  jede  Seite  dieser  Gleiclinng  druckt  durch  ihre  Gleichsetzung 
mit  Null  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  Verbindungslinie 
der  Punkte  ahc,  ub'c  den  Kegelschnitt  beriihrl.  Die  Gleichung 
kann  überdiess  durch  wirkliche  Multiplication  bestätigt  werden. 

In  unserm  Falle  soll  die  Grösse 

A*  [SS'  — F’) 

berechnet  w erden  , wo 

S = + F33C-  + 2 F23ÖC  + 2 Fjjca  + 2 Uy^ah, 

S’ r=  U^^a‘‘+  ü.,.jb'^+  ^33«’'^+  2UJ3b'c+2Ü3^ca+2ü^,ab'. 
F=  U^^aa  + Ujjbb'+  F33CC  + f/,,  (ö'c  + ft  c) -f  V.^^{ca'  + ca) 

+ F,2(aft'+o'ft) 

ist. 

DilTercntiieren  wir  die  Gleichung 

U^dx  + Ujdy  + U./Iz  = 0, 

so  erhalten  wir 

Ufifx  + FjA  + U-jäh 

= — ■ (F,,rfx’  + + 2 ü^-fdydz  + 2U^^dzdx 

+ 2 Vy^dxdy); 

und  wenn  wir  schreiben 


Mit  ilcu  nachher  auftretenden 


iP.r  „ 

_ 
du*  ~ 

dudv  **  * 

d;^=“' 

<Py  ^ 

du*  ^ 

dudv  ^ ' 

11 

fPz 

d*z  _ , 

<Pz 

du*  ^ 

y. 

diidJ>  ~ ^ ’ 

bildet  man  dann  noch 

Aa  + /yß  Cy  =3  l)  , 

Aa  4-  Aß'  + f'v  = !>'  , 

Aa  4-  Aß"  4-  Fy"  =;  D”. 

Mit  diesen  Bezeichnungen  erhiilt  man  das  Maasa  der  Krümmung  in 
der  Form 

IW"  -^ly^  _ Dü"—  />'« 

(.d»  + //« + c»j»  “ ~3 

Man  hat  in  den  Symbolen  A,  It,  C,  /),  /)',  /)"  die  Determinanton- 
forin  erkannt  und  kann  auch  zt  in  diese  Form  leicht  übertragen;  es  ist 


1 « 1 ft  , 

c 

II 

0^ 

c'  , 

1 A,  ß. 

C 

<* , ß , y 

i “'1  ß\  y 

1 1 <»"i 

ß". 

y" 

— a , h , c 

! » A'  = n , ft  , c 

, //'=  «, 

ft  , 

ß 

a , ft',  c 

i d , A',  c 

1 

c' 
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(Px  = adtP  + a du dv  + a'do-, 

(Py  = ßdP  + ß'dudv  + ß"dv^, 

(Pz  = ydiP  + y'dudv  + y'dv^, 

und  diese  Siibstituliunen  in  die  linke  Seite  der  vorigen  Gleirlning 
vollzielien,  wälirend  wir  ziigleieli  für  dx,  dy , dz  nach  Artikel  150 
ihre  Werthe  einscizen,  so  erliallen  wir  diirdi  Vergleichung  der 
Coeffleienten  von  du'^,  dudv,  dv‘ 

Ul«  + U,ß  + U,y  = - S.  Uy  + + U,y  ^ - V. 

+ U^ß"  + = — S'. 

und  haben  den  Werth  von 

P {(U^u-pV,ßdrU^y)  (U,u'+i\ß"+U,y")-(U,u'+l\ß’+  U^y]‘\ 
zu  berccluieii,  weun  für  U^,  U^,  h\  die  Werthe  des  Artikel  151 
suhstituierl  werden.  • 

Das  Itesultat  ist  das  l’roduct  aus  in  die  Grösse 


«. 

ß. 

y 

ff 

« . 

ß". 

y 1 

f 

“ . 

ß'. 

y 

ft. 

c 1 X 

b , 

C 1 - 

- i «. 

b. 

c 

ftf 

ft'. 

c , 

P . 

c'  ' 

1 a. 

b'. 

r 

c 

Nach  dem  Midtiplicationsgesetz  der  Determinanten*)  giebl  die 
Entwickelung  dieser  I'roducte  die  DilTerenz  zwisriien 

aa"  -j-  ßß"  yy",  aa"  -f-  bß"  + cy",  a'a"  -f-  Pß"  + e'y" 

aa  + bß  cy  , tp  + ft*  + C*  , aa  + bb'  + er' 

a'a  + b’ß  + c’y  , aa'  + bb'  + cc  , o'*  + ft'*  -|-  c'* 

und 


«'*  4"  ß"^  + y'^  . oa  + bß’  4"  cy  > + ^^'ß^  + c'y 

aa'  -p  bß'  -p  cy  , o*  + b'^  + c*  , aa’  + bb'  4"  cc 

a'a'  4*  b'ß'  + c'y  , aa'  4"  bb'  + cc  , o'*  ft'*  + c'* 

153.  Die  Elemente  dieser  Determinanten  werden  aber  leicht 
als  Functionen  von  A’,  F,  G und  ihren  Dillcrenlialen  erkannt 
Mit  Erinnerung  an  die  Dermitionen  von  a,  ft,  c,  a,  a',  a",  etc. 
(Artikel  150.  152)  ist  olTenbar,  dass 


da 

, da 

da 

dil’ 

“ ~ dv 

~ du’ 

C( 

sind,  so  dass  inan  durch 


*)  Uie  Bemerkung,  diiss  die  Anwendung  dieser  Kegel  das  Ergeb- 
niss  in  einer  die  Wahrheit  von  Gniiss'  Tlieorcni  beweisenden  Form 
bestimmt,  verdanke  ich  Williamson. 

13* 
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E = a‘  + /(*  c^,  F = H)t  -J-  W/  -j-  er,  G — rp  //*  -J-  c'"^ 

i'rliält 

iia  + hß  + cy  = ^ na’  -f-  hß’  + cy'  = ^ 


u'a  -|-  ///J'  4"  ey  = ^ 


(hl 

— 

du 


na"  -}-  + e'y"  — ^ 


dv  ’ 

*12. 

dv’ 


««  + hß  + ,-y  = _ („a  + 4-  cy)=  ^ , 

„«  4-  /,^  4-  cy  = - («/«  4-  hß:  4-ry)  = — — i — ■ 

Man  sii'lil,  alle  Kleiiieiile  der  lieiileii  vorigen  Dctcrininanlen, 
mit  Aiisiialime  der  leitenden  Klemente  von  ihnen 

aa"  4-  ßß"  4-  yy".  a"‘  4-  ß’‘‘  4-  y'^, 

sind  in  diesen  Gleichungen  in  Function  von  E,  V,  G ausgedrnckl. 

l'in  auch  diese  so  ilarzustelleii,  dillerenliieren  wir  die  letzl- 
geschrichene  Gleichiiug  iu  Bezug  auf  v und  erhallen 

„ . <IF  (f-E  • / , da  dß  ,dy\ 

""  + (üidv  ~^d,F-  i"  <7;:  +'";ü  + ^ dv)  * 

uir  dilTereiiliieren  sodann  die  Gleichung 

n’a  + b'ß;  4-  c’y  = J ^ 


in  Bezug  aul'  u und  ei'halten 


" 1 fr  < 1 -I  I / / d«'  , dß’  , dy’\ 

('■  ,7„-  + ‘ ÄT  + ' i)- 


In  Folge  der  Belaliouen 


da 

dv 


da 

du 


— = . ult- 


sind  die  in  den  l’arcnthesen  der  letzten  lieiden  Gleichungen  ent- 
haltenen Grössen  gleiehwerthig  und  man  erkennt  aus  der  Ent- 
wickelung der  heiden  Deterininanlen  sofort,  dass  die  Productc, 
in  welche  diese  Grössen  einlreten,  in  der  Din'crenz  verschwinden, 
weil  auch  ihre  anderen  Factoren  fihercinstimnien  — sie  sind 
beide  gleich 

E,  F 

F,  G 

— dass  somit  die  gesuchte  Eiilwickeliiug  die  mit  multipliciertc 
ItilTereuz  der  Delerminanten 
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lind 


<t‘F 
I du  dv 

'IL 

du 


d‘E  dF 
^ d^’  7/e  ~ 

* du  ’ 

* dv 

dE 

du 

t 

E , 

F 

— 

* dv 

F 

G 

!i 

d'G  dE 

du^’  ^ dv 

i- 

* du 

i 

i 

dE 

F 

du  ’ 

G 

ist. 

In<l(Mii  wir  di«  so  gfldldcl«  Ciröss«  dtirrli  den  iin  Arlikcl  151 
geg«b«iicn  Worth  von 

[u;‘  + v,^  + 

dividitTi-ii,  «rhalt«n  wir  das  .Maass  d«r  Krfininiiin";  da  der  ge- 
ineinscliartlicii«  Factor  X*  versdiwindet,  als  eine  Function  der 
(Jrössen  E,  F,  G und  ihrer  llin'erctUiale,  woniil  Canss'  Theo- 
rem hcwiesen  ist. 

Wir  fügen  dein  Keweis  die  wirkliche  Fnlwickehing  der  De- 
terminanten  hinzu.  Indem  wir  das  .Maass  der  Krümmung  durch 
E bezeichnen,  erhallen  wir 


dE  dG 


dE  dF  . dF  dF 


V du/  f 


+ F 


\du  dv 




dv  du  dv  dv 


, , dF  dF  ^ dF  dG  ) 
^ dH  dv  du  dH  I 

+ + (y )'} 

( du  du  du  dv  \dv  / ) 

(Vergl.  I.iouville’s  Ausgabe  von  Monge,  ji.  523.)*) 


*)  Hcrtraiid,  Diguet  und  Puiseux  (vurgl.  „Liouville’s  .loum.“, 
t.  XIII,  p.  80;  Appendix  zu  Monge,  p.  583),  lialien  das  Theorem  von 
Gnuss  durch  Berechnung  des  Umfangs  und  Inhalts  eines  geodätischen 
Kreises  in  einer  l)oliehigen  Flächo  bewiesen,  dessen  Kadiiis  x unendlich 
klein  gedacht  ist.  Sie  finden  für  den  Umfang 
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154.  .Man  kann  zwei  Systeme  von  C.iirven  auf  jeder  Fläche 
Iiilden,  für  deren  eines  u,  und  für  deren  anderes  v coustant  ist; 
jeder  l‘nnkl  der  Fläche  ist  der  Durchsclinill  zweier  solcher  Cnr- 
ven,  einer  aus  jedem  System. 

Der  Ausdruck 

— Edii^  -j-  2F<ludv  + Gdv^ 

zeigt,  dass 

[/(J?)  du 

das  Element  der  durch  den  l'iinkt  gelieiMlen  Enrve  ist,  für  welclie 
V constant  ist;  während  zugleich 

y\G)  dv 


uud  für  den  Inhalt 


2 ns 


ns' 

Ifi?  ' 


ns' 


ns* 

iilÜf 


l>ic  Voraussetzung,  dass  beide  durch  die  möglichen  Doforrantionen 
der  hczeichneten  Art  unveriindert  hleihcn,  fordert,  dass  lili'  constant  sei. 

Man  kann  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Kriimmungslinien  und 
der  Hanptkriimmiingsradicn  mit  den  eingefiihrten  Bezeichnungen  leicht 
folgcndermassen  ausdrücken.  Wenn  r/,  f die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes der  Normale  in  jr,  y,  z ausdrücken  uud  durch  li  die  Kntfernung  bei- 
der Punkto  bezeichnet  wird,  so  hat  man 

Damit  daun  {x,  ;/,  i)  einer  Krüinmungslinie  angehüre,  müssen  die 
Derivierten  der  vorigen  Gleichungen  für  i,  tl,  S als  Constanten  nach 
den  Veränderlichen  «,  » bestehen  und  /{  wird  dann  ein  Krümmlings 
halhmcsscr  sein.  Man  hat  also 


Indem  man  aber  diese  Gleichungen  der  Keihe  nach  erst  mit 


dx  dy  dz 
du  ’ du'  du' 

dann  mit 

dx  dy  dl 
dv  ’ dv’  dv 

mnltipliciert  und  die  Producte  addiert,  erhält  man  die  beiden  Summen 


Digitized  by  Google 


199 


•las  Kleinenl  der  cnUprechenden  Curve  bezeichnet,  in  welcher  u 
constant  ist.  Wenn  diese  beiilen  Kurven  sich  unter  dem  Winkel 
(0  diirchschnciden , so  haben  uir,  da  ds  die  Diagonale  des  Paral- 
lelogramms ist,  welches  dtt  und  j/(G)  dv  zu  Seilen  hat, 

F 

cos  w = ■ - , 

Vim 

und  für  den  Inhalt  des  Parallelogramms 

dada  sin  <a  = Y[F.G  — dudv. 


•Wenn  die  Curven  des  Sysiems  u die  des  Systems  v recht- 
winklig durchschneiden  sollen,  so  muss 


sein. 


F = 0 


Es  ist  ein  spccieller  Fall  dieser  Formeln,  wenn  wir  geodä- 


Eu  Fv  — p—  (/)«'  D'v  ) = 0, 


f'ii  *1-  Oü  — ■ " (// H D V ) = 0, 

V ^ 


zwischen  denen  man  nun  entweder  l{  oder  das  Verhältniss  «'  : v elimi- 
nieren kann;  jenes  liefert  die  Gleichung  der  Krümmungslinien  in  der 
Form 

(Eu  -f-  Fv)  (fj'u  f)"v)  — {Fu  Gv)  (Du  D'd)  = 0; 
dieses  die  Gleichung  der  Krümmungsradien  in  der  Form 


oder 


/Ä D_\  / G _ /F  \ _ / F _ 

y^)  \n  yj)  y-j)  ~ 

1 , \ DG  — i D'F  -F  n"E  , DD"  — />'• 

7P  ^ - TT  FJ  ~ • 


Man  erkennt  hier  den  Ausdruck  für  das  Krümmungsmass  wieder, 
den  wir  iu  der  Anmerkung  des  Artikel  151  gaben  und  erhält  ferner 
1 J_  _ DG  — a D'F  -F  D”E 
>9  ^ II,  - ji 


Die  Bedingungen  für  die  Kxistenz  eines  Kreispunktes  sind 
E : D = F : D'  = G : //'; 

Gleichheit  der  Hnuptkriimmungsradien  findet  statt  für  die  lielation 
{DG  — 2 D'F  -F  />"£)•  = 4 (£ff  — F»)  (DD"—  D'») 
oder  für  die  auch  ans  der  Gleichung  der  Krümmungslinien  hervor- 
gehendc  identische 

(GD  — ED~)*  = 4 (FD  — ED')  (GD'  — Fff’). 


Digitized  by  Google 


‘200 


ilitlisclu-  I'dIhi«  imriliiinleii  «iiwcmifit:*)  wir  Imhcii  dann  iiiimiT 
rincii  Aiisdnitk  von  diT  I'iHin 


ils-  = dg‘  P‘<la‘. 

I'nd  wrim  wir  in  der  alljrrincinrn  Fornud  des  lelzleii  Artikels 
A’  = 0,  E — consl. 
selzeii,  so  erliallen  wir 


\EUPK 


2 EG 


<l‘G 

1h-' 


also  für 


*)  Mnn  kmm  diese  sieli  iiii  den  Ausdruck  des  Ciirvonelonicnts  mi- 
sclili<'ssendeii  Itetruclituiip^cii  mit  denen  iles  Artikel  tlft  vereinip^en  ni»d 
erkält  damit  Hestätiprunjren  und  Vervollständipiinpen  der  dort  pepebe- 
iieii  Sätze.  Denken  wir  auf  einer  krnminen  Fläclie  eine  liinic  und 
dundi  jeden  ikrer  Punkte  eine  zu  ilir  normale  peodätiseke  Linie  //, 
zäklen  wir  die  l.änpeu  i>  von  jener  von  einem  festen  Punkte  in  ihr, 
nennen  h die  Länpen  von  diesen,  so  ist 

e = const. 

die  GIciekunp  einer  zu  A normalen  peodätiseken  Linie, 

H = eonst. 

die  Gleiekunp  einer  ('ni-ve  f , die  den  Ort  der  Knden  gleich  langer  B 
bildet.  Die  (’nrvcn  H und  G sind  ortkogonal;  denn  cs  ist 
//.»-  = Eilid  -f-  'IFilititv  + Gdv^, 

und  für  den  betrachteten  Fall  erhält  man  die  Gleichung  einer  beliebi- 
gen geodätischen  Linie,  die  mit  li  (n  = const.)  den  AVinkel  9 macht, 
in  der  Form 

7/  ä u j i I 

V A d'j  = lin  — A — dl). 

du  du 

Damit  also  A eine  geodätisehe  Linie  sei.  innss 

F also  eine  Function  von  u sein,  und  man  hat  daher  F ■=  0,  d.  k.  die  Cnr- 
ven  /<  und  C .sind  orthogonal.  Mnn  erhält  von  da  aus  die  Ganss’se.hen 
und  die  Sätze  iles  Artikel  118  wieder,  die  auch  Betti  wohl  gleichzeitig 
gegeben  hat  .\nnnli  di  Matematica,“  t.  III.  ]).  33ß;  vgl.  Weingarten, 
„.lourn.  f.  Math.“,  lld.  LXIl,  p.  lüO)  und  kann  sie  vervollständigen:  Auf 
einer  keliekigen  Fläche  dnrehsekneidon  sieh  confocale  geodätische  Kllip- 
sen  iinil  Hyperbeln  rechtwinklig.  -Auf  einer  beliebigen  Fläche  bildet  die 
Tangente  einer  geodätischen  Parabel  gleiche  Winkel  mit  dem  geodäti- 
schen Kadins  veetor  und  der  geodätischen  Xormalc  zur  Directri.v.  Vergl. 
auch  Hi'iklcn,  ,. Grunerts  Archiv',  ltd.  31»,  p.  183  u.  204,  wo  am  letz- 
teren Orte  die  Ganss’scho  Lehre  vom  Entsprechen  zwischen  Linien 
auf  den  Flächen  und  sphärischen  Linien  etwas  weiter  ausgcfükrt  ist. 
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A-  = 1 . 


G = P‘,  n = Q, 
P 


L 

HP" 


(pp 

ItH' 


= 0, 


eine  (ileieliung,  welche  für  je<le  Fläche  liiircli  die  Funclioii  P 
crffilll  sein  imiss,  wenn 

Pda 


dns  Ilogeneleinenl  eines  geodiilischen  Kreises  ansdrfickt. 

Roiierts  hat  gezeigt  („Cainhridge  and  Unhlin  Matlieni.  Jour- 
nal“, Vol.  III,  |).  161),  dass  dieser  Gleichung  für  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  durch  die  Function 

y 

sin  (u 

Genüge,  geleistet  wird. 

Der  allgemeine  Ausdruck  des  I.inienelenienLs 
(/«*  = Edu-  -F  2 E du  du  -|-  G dv- 
kann  in  verschiedener  Weise  vereinfacht  werden.  Wenn  die 
Giirven  « = 0 geodätische  Linien  sind,  so  ist  A=  1,  sind  die 
(iurven  « =.=  0,  e = 0 orthogonal  zu  einander,  so  ist  F = 0, 
wie  wir  sahen.  Das  Linieneleinent  für  ein  System  geodätischer 
Linien  u und  das  ihrer  orthogonalen  Trajectionen  i>  ist  also 
= diP  + Gdü-. 

Die  Linien  v können  in  diesem  Falle  nicht  seihst  geodätLsch 
sein,  den  einzigen  Fall  entwickelbarer  d.  h.  auf  eine  Ebene  ab- 
wickelbarer Flächen  ausgenommen. 

W enn  man 

F = 0.  E = G = l 

setzt,  so  ist 

ds^  = 1 [dtp  -f-  dv'), 

wie.  Gaiiss  gezeigt  hat;  cs  gieht  unendlich  viele  orthogonale  Gur- 
venfamilien  dieser  Art  auf  jeder  Fläche  (Isothermen);  sie  theilen 
die  Fläche  in  unendlich  kleine  Quadrate.  Durch  die  Substitution 
u -{-  iv  = 2 X,  u — iv  = 2 y 
gieht  man  dem  Ausdruck  des  Linicnelements  dann  die  Forni 
ds'  — AXdxdy, 

Man  kann  üherdiess  x durch  eine  beliebige  Fiinclion  von 
X und  »/  dnrcli  eine  .solche  von  y ersetzen,  ohne  die  Form  die- 
ses Ausdrucks  zu  ändern. 
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15S.  Haiiss  >vciulcle  diesi;  Foriiidii  auf  diu  Kesliminuiig 
der  totalen  Krümmung  — in  seinem  Sinn  des  Ausdrucks  — 
für  ein  geodätisch  cs  Drei  eck  ein  er  beliebigen  Fläche  an. 
Da 

P <1(0  dg 

den  Inhalt  und 

_ JL 

P t/p* 

das  Maass  der  Krümmung  ausdrücken,  so  \\ird  die  totale  Krüm- 
mung durch  zweimalige  Integration  von 

_ (PP 

dff'^ 

gefunden;  nun  giebt  die  erste  Integration  in  Bezug  auf  p 


„7 


d(o, 


und  das  integral  verschwindet  für  p = 0,  wenn  die  Kadicn  von  einer 
Ecke  des  Dreiecks  aus  gemessen  werden;  auch  muss  für  p = 0 

dP 

7/p  - ^ 

sein,  weil  für  ein  der  Null  sich  näherndes  p die  Länge  des  zu 
dem  Radius  normalen  Elements  der  Grenze 

pt/oi 

zustrebt.  Das  erste  Integral  ist  somit 


da) 


0-S) 


Fig.  3. 


Es  kann  in  einer  passenderen  Form, 
g'  wie  folgt,  geschrieben  werden:  Sei  9 der 
^ Winkel,  welchen  ein  Radius  vector  mit 
dem  Element  der  geodätischen  Linie  ab 
macht,  so  ist,  weil 
aa  = Pda>,  bh'  = (P  -f  dP)  da 

cb  — na', 
b'c  — dPda, 

!_  bac  =■  - da. 
dg 

Da  aber  b'ae  die  Verminderung  ist,  welche  der  Winkel  9 beim 
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Uebergang  zu  einem  folgenden  l'unkle  erfährt,  so  liat  man  damit 
M = — d(B , 

und  das  gefundene  Integral  ist  somit 

da  + 

und  liefert  durch  die  zweite  Integration 
a 6'  — 5", 

wenn  a der  von  den  zwei  äusserslen  Itadien  vcclorcn,  welche  wir 
betrachten,  eingeschlossene  Winkel  ist  und  5',  9"  die  entsprechen- 
den Werihe  von  0 sind. 

Wenn  wir  durch  A,  B,  C die  inneren  Winkel  des  durch  die 
zwei  äusserslen  Radien  und  die  Basis  gebildeten  Dreiecks  bezeich- 
nen, so  ist 

a = A , 0'  = B , 5"  = TT  ■ — C, 

und  die  totale  Krümmung  ist 

^ ^ ^ C ~ :j. 

Der  Ueberschuss  der  Winkelsumme  eines  geodätischen  Drei- 
ecks über  180“  wird  somit  durch  den  Inhalt  desjenigen  Theils  einer 
Kugel  vom  Halbmesser  Eins  gemessen,  welcher  den  Richtungen  der 
Normalen  längs  den  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  entspricht. 

Der  Theil  der  Kugel  vom  Halbmesser  Eins,  welcher  dem  durch 
eine  in  sich  seihst  zurückkehrende  geodätische  Linie  umschlosse- 
nen Inhalt  entspricht,  ist  die  Halbkugel;  denn  wenn  der  Radius  vom 
Ausgangspunkte  bis  in  denselben  zurück  sich  bewegt,  so  sind  die 
äussersten  Werthe  von  9',  9"  einander  gleich,  während  u um  2n 
gewachsen  ist.  Das  Maass  der  Krümmung  ist  daher  für  diesen 
Fall  2jt,  d.  i.  die  halbe  Oberlläche  der  Kugel.*) 

156.  Die  Frage,  ob  eine  Fläche  auf  eine  gewisse  andere 


*)  Für  einige  andere  interessante  .Sätze,  welche  anf  die  Deforma- 
tion der  Flächen  bezüglich  sind,  vergleiche  man  Jellct's  Abhandlung 
„On  the  Properties  of  Inextensibles  Surfaces“,  „Transactions  of  the 
Royal  Irish  Academy“,  Vol.  XXII. 

Die  Theorie  der  auf  einander  applicabeln  Flächen  betraf  die  Preis- 
frage der  französischen  Academie  für  18G0,  und  der  Bericht  der  ent- 
scheidenden Commission  giebt  Anlass  zu  glauben,  dass  die  zur  Bewer- 
bung eingesendeten  Abhandlungen  bei  ihrer  Veröffentlichung  zu  dem 
was  bisher  bekannt  war,  Bemerkenswerthes  hinzufügen  werden. 

Diese  Arbeiten  liegen  auch  jetzt  (Sommer  1864)  noch  nicht  voll- 
ständig vor. 
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l■'lilcllt■  oliiic  Vcr<Io|>|»eluiig  iiiiil  Üfliniiiig  aiisgebn.-ilft  oiltT  al>g«- 
xvickelt  worden  kann,  lindct  iliren  analylisdion  Ausdruck  nach 
Arlikel  150  durch  die  llleicliung 

ds-  = Edir  + 2Fdudv  + Gdv'^, 


von  deren  Coefficienlen  E,  F,  (!  das  Kniiiiinungsinaass  allein  ah- 
hängig  war.  Ist  also  für  die  neue  Flache 


ds,*  = £’,d.r*  + 2F,di,dD  + (:^dv^ 
so  muss  gleichzeitig 

E = E^.  F = F^,  G = Gf 
sein,  d.  h.  die  neuen  Coordinaten  Ä,  T,  Z infisseu  die  Gleichungen 
dx'^  dy*  dz^ 

dit^  dtp  dtp 

dx  dx  . dtj  dy  dz  dz 


= E, 


du  dt! 

dx'^ 

d^ 


+ 


du  dv 


djP 

di)‘ 


+ 

+ 

dw* 


du  dt> 
= G. 


= F, 


ebenso  erfüllen,  wie  die  alten  x,  y,  z.  Man  hat  also,  uni  das 
l’ndilein  zu  lösen,  drei  Functionen  X,  ¥,  Z von  zwei  Veränder- 
lichen u,  P so  zu  heslininicn,  dass  sie  mit  dmi  gegebenen  Grössen 
E,  F,  G durch  diese  Gleichungen  vereinigt  sind. 

Denken  wir  das  Linienelenient  in  die  Form 


ds  ' = 4 A dx  dy 

transformiert,  so  dass  J?=0,  F — G = 0 sind,  so  hat 
man  die  Gleichungen  zu  integrieren, 

dX^  dT'^  ,d2P_ 
du'^  dtp  dtp 

d.v  dx 

du  dv  du  dp  du  dv 

dZ^  dF*  dZ^  _ . 

de*  dl»*  de* 

Sind  dann  /»,  q die  iiai  tiellen  Derivierten  von  Z in  Dezug  auf 

tt  und  I»;  r,  ,v,  i aber  die  zweiten  Derivierten  derselben  Grössen, 

so  können  wir  durch  Einführung  zweier  Hilfsmittel  5,  ö,  setzen 

dX  , d.r 

— = 11)  cos  V,  _ = I«  cos  6,, 

du  dv  ' 

...  dX  . . „ 

du  dv  ' 
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denn  die  Eliininntinn  der  ® liefert  die  vorigen  Gleichungen  wie- 
der und 

i = pq  sin-  ^ (9  — 0^)  = pq  sin^  iJ, 
fnr  0 — 9,  = 2it';  daraus  aber  durcli  Difrercnliatioii 

dt/;  ( r , s d log  /l\ 

du  ^ ^ \p  ^ q du  J 

dtf)  . . /'s  . < d log  ;\ 

d»  ^ \p  q dv  / 

Difrereiitiiert  man  aber  die  Substitnlionsgluicbungen  mit  9 
narb  u,  die  mit  9,  narb  v,  so  eibält  man  aus  der  Vergleichung 

der  Itoppelwertbe  von  und  v die  llelalionen 

• du  do  du  dv 

. . . dO  . dO. 

X cos  9 — p sin  9 --  = s cos  9,  — « sin  9,  — ' , 

dv  1 » 1 

• <•  . <•  d9  • A . , d9, 

s sin  0 + p cos  9 — = s sin  9,  -|-  « cos  9,  — - 

dv  1*1 


und  daraus 


— s tan  1/1,  q 


s tan  1/), 


mittelst  welcher  die  vorigen  Gleichungen  für  — und  — in  die 

du  dv 


dO  / ;■  d log 

du  \ p du  ) 


tan  ‘tii,  — = — tan  i/>, 
du  q 


=c 


d9  s d9,  / 1 d log  A\ 

-=--tanip  , 

übergeben.  Man  eliminiert  aus  ihnen  9,  9,  dnreb  Itiffcrentiation, 
-if>  durch  die'  vorigen  Gleichungen  und  erhält 
^ , ,,  (/-  log  X , , / d log  A\  / d log  A\ 

als  die  Differentialgleichung,  welche  zu  integi'ieren  wäre. 

Sie  hat  die  Gleichung  erster  Ordnung 
;>;/  =3  X 

zur  singulären  Lösung. 

Will  man  die  Flächen  von  der  Krümmung  = 1 untersuchen, 
.so  erhält  man 

_ q:  2A. 
dudv  ^ 
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und  als  ihr  Integral 


1 

«)  'p'  (0_  _ 

k + 

{<P  («) 

+ t W } * ’ 

also 

ds-  = + 

4 (p’  (u 
{<P  («] 

) ifi’  (v)  du  dt! 

r-rv;Wj:^ 

und  für 

tp  (i<) 

= s. 

t W = V, 

(p  (u)  du  = 

= d^, 

il>'  (e)  dv  — 

also 

ds‘ 

= + 

4 dl  dg 

(1  + n?  ■ 

Alle  Flächen,  deren  Krüniinung  conslaiil  = 1 Tsl,  sind  auf 
einander  aliwickelhar,  z.  H.  auf  die  Kugel. 

Für  abwickelbare  Flächen  hat  man  ebenso 


(P  log  A 
du  dü 


und  erhält 


ds*  = 4dudv. 
157.  Hätte  man  andererseits 


also 

oder  für 


E = 1,  F = n. 
d.P  = du"^  + G dir  , 


,P  — r 


ds* 


!h' 

du“^  + g^dv^; 


so  seien  l,  m,  n die  Kichtungscosinus  der  Normale  der  Fläche 
in  u,  V,  ebenso  A,  (i,  v und  A,,ft,,  v,  diejenigen  der  Tangenten 
der  beiden  (Inrven  u — const. , v = consl.,  die  als  normale 
Trajectorie  einer  geodätischen  Linie  und  als  geodätische  Linien 
bekannt  sind.  Dann  sind 


dx 

dg 

dz 

gdv 

— cos  A, 

= cos  fi, 

P = cos  V 

gdv 

gdv 

dx 

dy 

dz 

du 

= cos  A, , 

(ht 

= cos  fij. 

= cos  V. 
du 

man  eliminiert  x,  y,  z durch  DilTerentiatiou  und  flndel 
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'•) 


( d cos  A,  d cos  A n, 

I , — = — T + - ' cos  A, 

g dv  du  g 

d cos  u,  d cos  u . <7, 

T;  = — . + ‘ COSf», 

gdv  du  g 

d cos  V,  d cos  V . Q, 

— ^ cos  V. 
gdv  du  g 


Karaus  aber  diircb  Mulliplicalion  mit  cos  A, , cos  p, , cos  v^ 
und  Addition  nach  bekannten  Helationen 

d cos  A d cos  u d cos  v 

cos  A,  — y ^ cos  fl,  — + cos  V,  — - =0, 

du  du  ^ ' du 

so  dass  die  cos  A, , cos  , cos  v^  eliminiert  werden  können. 

Setzt  4nan 


so  ist 


/^cos  AV  /d  cos  ttV  /d  cos  vV 

~ \ du)  V du  ) \ 'du~)’ 

d cos  fl 


fl  rn^  V 

T cos  X,  — cos  fl  — - ^ cos  V 

nti 


T cos  ft,  = cos  V 


du 
d cos  A 
du 


— cos  A 


also 


„ , d cos  ft 

T cos  V.  = cos  A ; — ^ — cos  u 

du 


du  ' 
d cos  V 

~ dü~~’ 
d cos  A 
du  ' 


c)  r ^ = 
9 


cos  A, 
cos  ft, 
cos  V, 


d cos  A 

d cos  A 

gdv 

du 

d cos  fl 

d cos  ft 

gdv 

du 

d cos  V 

d cos  V 

gdv 

du 

wird 


Für  cos  A = cos  a sin  b,  cos  ft  = sin  a sin  b,  cos  v = cos  b 


und  man  kann  setzen 


also 


• ■ * dö  . . 

sin  b - — T cos  9,  — = T sin  6, 

du  du 


cos  A,  = — sin  a sin  9 — cos  a cos  b cos  9, 

cos  ft,  = cos  a sin  9 — sin  a cos  b cos  9, 

cos  V,  = sin  b cos  9, 
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cos 


(Ib 

dv 


— Slll 


. da 
sin  b — 
dv 


'Ji- 


mul  cos  / = — cos  a cos  i sin  5 sin  « cos  fl, 
cos  m = — sin  a cos  b sin  fl  — cos  « cos  S, 

cos  ti  =:=  sin  b sin  5, 

deren  ahsolule  Werllie  sicli  dann  ans  ihrer  Itechlwinkligkeit 

gegi‘11  <lic  (Jeraden  A,  . . , Aj,  . . bestimnicn.  Man  kann  gleichzeitig 

cos  1=1,  cos  fl,  = ] , cos  0 = 1, 

sin  6=1,  sin  fl  = 1 , cos  « = 1 

niachen,  d.  h.  die  drei  Linien  mit  den  Achsen  eines  dreirccht- 

winkligen  Systems  zur  Deckung  hringen. 

Von  den  Gleichnngcn  h)  erhfdt  man  dann 

d«  . da 

— — — COS  b - = T.*) 
y dv  y dv 

ir»8-  Ffihren  wir  endlich  zwei  neue  Fimelionen  //,  //,  ein, 
welche  durch 

• r d6  , , . , da  ,, 

sm  fl  + fl  sin  b = — H . 

ydv  ydv 

i-  = r*  — ////, 

y du 

deliiiiert  sind,  so  kann  man  die  Derivierten  von  o,  b,  fl  nach  ti 
mul  V,  sowie  die  nenn  (losiniis  mittelst  derselheii  ansdrnckcii. 
Diess  giehl 

da  „ . >h  ■ „ 

^ sin  fl. 


•1) 


Sin  b — c=rco.sv, 
du 

— = 7smfl, 

du 


sin  b — — = — H cos  fl 
ydv 


JL——H  sin  fl  + cos  fl, 

r/dc  a 

di 


-j-  r cos  S cot  b , =T  — (ATcos  fl  + — sin  fl)  cot  6 : 
du  y dv  y 


*)  Auf  die  weiteren UntiTBiicluuiRcn  von  E.  Hour  („Jounuil  de  l’dcolo 
polytecliiiiquu‘‘,  t.  XXII),  O.  lionnot  (ibid.,  t.  XIX),  Wei n g.'i rten 
(„Journal  für  Mntli.“,  15d.  LIX.  ji.  3H2;  Hd.  LXII),  ist  zu  verweisen;  wir 
widmen  jenen  nur  nocli  die  beiden  nlicdisten  Artikel;  von  ihnen  knüpft 
die  letztere  insbesondere  an  die  Eigensebaft  der  Krümmungslinien  an, 
dass  die  abwickelbare  Fläebe  der  in  ihren  Punkten  erriebteten  Normalen 
die  ElRclie  der  KriiminungKinittelpiinkte  in  einer  geodätischen  Linie 
schneidet  und  führt  zu  dem  Kesiiltate,  dass  diu  Eläeheu  der  Krümmnngs- 
centra  aller  der  Plächen,  bei  denen  in  jedem  Punkte  der  eine  Ilauptkrüm- 
nuingsradius  eine  Eiinetion  des  andern  ist,  auf  ciiiandcr  abwickelbar  sind. 


Digitized  by  Google 


209 


e) 


' rf  cos  A 
du 

d cos  fl 

~^dü~ 

d cos  V 
du 

rfcosA, 

du 

dca&fl^ 

du 

dcos  V, 
du 

d cos  l 

~du~  '' 

rftos  m 
du 

d cos  n 
du 


— T cos  / 

— T cos  m 

— T cos  n 


II ^ cos  l 


U^  cos  m , 

Hy  cos  n , 

T cos  A — //,  cos  A| , 


d cos  A 
gdv 
d cos  fl 
gdv 
d cos  V 


— — cos  A.  + cos  l, 

g 

g. 

— COSft,  -|- Äcosm, 
öl 


, — cos  V.  H COS« , 

gdv  ff  ‘ 

rfcosA,  o, 

gdv  • g ’ 

—h  =3  — rcOSM  + ^ COSft, 

gdv  ff 

d cos  V,  n, 

T—  = — Tcosn  +^cosv, 

gdv  g 

d cos  I 

= — H cos  A + r cos  A, , 


gdv 


~ „ d cos  m 

TCOSfl — ^iCOSft,,  - = — /fC0Sft+  rcos|u, , 

_ „ «/  cos « 

r cosv  — W,  cosv, , — = — //^cos  V + Jcos 

gdv  ' 


Endlich  durch  Siibslitiition  in  die  Determinante 


j cos  A , cos  A,  , cos  / 

1 = cos  fl , cos  fiy , cos  m • 

I cos  V , cos  V, , cos  « 

Wenn  man  ausser  g und  ihren  Derivierten  die  H,  Hy,  T 

kennt,  so  findet  man  durch  Integration  von  c)  die  Werthe  der 
neun  Cosinus  und  durch  Ouadraiuren  die  Endgleichungcn  der 
entsprechenden  Fläche  mittelst  der  Relationen  a).  Damit  jene 
Integration  möglich  sei,  müssen  die  Functionen  H,  Hy,  T ge- 
wisse Uedingiingsgleichiingen  erfüllen,  die  man  durch  üildung  der 
zweiten  Derivierten  erhält.  Sie  sind 


= — HHy, 


1 <1^ 
ff  du 


(IT 

du 


du 

dHy 

gdv 


-F  2 ^ r = 0: 

ff 


oder 

Salmon,  An:tl.  Geom.  il.  Uaimit.’K.  il. 


J4 
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f*) 


9 

tlv 


‘l9l  _ J.2 
du 


j. 

■’■  du 


////,. 

■ 9i  = 0, 


Die  .Bcsüinmung  eines  Systems  von  IVertlien  der  ff,  Ä,,  T, 
welche  diesen  Gleichungen  genügen,  löst  das  Prohlem;  sie  gieht 
die  analytische  und  geometrische  Definition  einer  auf  die  gegebene 
Fläche  abwickelbaren  Fläche  oder  einer  Familie  von  solchen 
Flächen. 

159.  Ist  dann  li  einer  der  Ilaiiptkrümmungsradien  in  einem 
beliebigen  Punkte  der  Fläche,  sind  also  die  Gleichungen  der  ent- 
sprechenden Krümmungslinie 

dX  -f  Ä rf  cos  1 = 0,  dY  R d cos  m = 0, 
dZ  -|-  Ä d cos  n = 0, 

so  ersetzen  wir  die  DilTerentiale  tlurch  ihre  Werthe  aus  den  Grup- 
pen a)  und  e]  und  erhalten 


also  auch 


1 du 
9 


(i  — ff^  cos  A + T cos  A, 

— 7/,^  cos  A|  -|-  r cos  X 

~ ‘ ^ + r cos  fl, 

(^  — fos  ,u,  + T cos  fl 

— 7/^  cos  V T cos  V, 

— 77,^  cos  -f-  T cos  V 


1 


J_  d«  _ Ä 
g dv  T 


— 77 


Daraus  folgt,  dass  die  beiden  Ilanptkrümmnngsradien  der 
Fläche  die  Wurzeln  der  Gleichung 
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1 


1 


- (//  + //,)  + [iin,  - Tf  = 0 

sind,  dass  also  ihr  Prodiirl 

= — T‘) 


oder 


ist. 


!{']  = — 

' ' 9 du 


du 


Indem  man  ferner  bemerkt,  dass  ^ die  Tangente  des  Win- 

gdv 

kels  ist,  den  eine  Krümmiingslinie  mit  der  Coordinatenlinie  bil- 
det, welche  wir  die  perpendicnlare  genannt  haben,  und  durch 
Cd, , (dj  die  den  l)eideii  Krümiiiiingslinien  ent$|>rerhenden  Winkel 
dieser  Art  bezeichnet,  hat  man 

tan  2cdj  = lau  2(a^  — 


2 T 


ff, 


ff’ 


und  erhält  ferner 

ff  zz: 


1 

Ä, 

1 


cos'^  (d,  -}- 


^ ==  (i 


+ 


R, 

1 

R. 


sin  td|‘^. 


sin  Cd,  ros  0), 


‘I  ^‘1^ 

Diese  Formeln  gehen  die  geometrische  Bedeutung  der  Grössen 
H,  U^,  T an:  H ist  die  Krümmung  des  Nornialschnittes,  wel- 
cher die  Tangente  zu  («)  enthält;  //,  die  Krümmung  des  zürn 
vorigen  rechtwinkligen  Normalschnittcs,  welcher  die  Tangente  der 
geodätischen  Goordinate  (t>)  enthält,  oder  die  Krümmung  der 
geodätischen  Linie;  T ist  die  Torsion  derselben  geodätischen  Linie. 
Mittelst  dieser  erkannten  Bedeutungen  liefern  die  vorigen  Gleich- 
ungen Sätze  über  den  Zusammenhang  der  Krümmungen 
beim  Vorgang  der  Deformation. 

Die  Krümmung  eines  beliebigen  Normalschnitts  der  Fläche, 
der  gegen  die  Perpendiculare  um  den  Winkel  to  geneigt  ist,  er- 
hält man 

= II  cos''*  a>  H^  sin-  co  — 2 7’  sin  cu  cos  co 


77,  du- 


2Tgdudv  + Ilg'^dv^ 


du^  g'^dv^ 

und  damit  sie  gleich  Null  sei,  muss 


14* 
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__  T ± }/T‘‘  — HH^ 
gdv  /7i 

sein;  dicss  isl  die  DülVrenlialgleidiiin*,’  der  Linien  auf  der  Fläche, 
in  diTon  Punkten  die  Krümmung  gleich  Null  ist. 

160.  Eine  mit  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  nahe 
ZHsammenliängende  und  sie  als  einen  speriellen  Fall  enthaltende 
Theorie  ist  die  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensy- 
steme, d.  i.  der  Systeme  gerader  Linien,  welche  einen  Raum 
so  erfüllen,  dass  ilurch  jeden  Punkt  ein  Strahl  oder  eine  gewisse 
Anzahl  von  Strahlen  hindurrhgeht.  Sie  ist  in  voller  Allgemein- 
heit zuerst  durch  H.  Hamilton  in  einem  Anhang  zu  einer  den 
optischen  regelmässigen  Strahlensystemen  gewidmeten  Abhand- 
lung*) und  später  mit  grosser  analytischer  Eleganz  vollständiger 
durch  E.  Kummer**)  hehanilelt  und  damit  der  analytischen 
Geometrie  angeschlossen  worden. 

Iler  letzteren  Darstellung  schliessen  wir  uns  hier  an.  Wir 
denken  einen  Strahl  durch  die  Coordinaten  x,  y,  z eines  Punk- 
tes in  ihm  und  seine  Richtungsen.sinus  l,  m,  n und  einen  zwei- 
ten henachharten  durch  die  Werl  he 

X -|-  zlx , y /}y,  z Jz;  l /il,  m -f-  /dm,  n -f-  /in 
hesliinmt,  und  liezeichnen  den  Winkel  heidor  Strahlen  durch  9, 
ihre  kiirzeste  Entrernung  durch  c nnil  durch  A,  p,  v ihre  Richtungs- 
cosinus , endlich  diiiTh  r die  längs  desselben  gehende  Abscisse  des 
Fusspunkts  dcrselhen  im  ersten  Strahl.  Das  Gesetz,  welches  die 
Geraden  zum  System  verbindet,  wird  gegeben,  indem  man  die 
Grössen  x,  y,  z,  I,  m,  n als  Functionen  zweier  Veränderlichen 
u,  V betrachtet.  Dann  gelten  nach  den  Elementen  (vergl.  be- 
sonders Band  1,  Artikel  14,  49)  die  Formeln 
sin‘^  9 = [m/lii  — ii/imY  -^-{11/11 — l/in)^  -{•  {Mm  — m^l)^, 
e sin  9 :=  {m/in  — tMm)  /ix  -J-  {tMl — Mn)  Jy  -J-  {l/im  — m/il)  dz, 
^ m/in  — tMm  n/il — Mn  Mm — m/il 

sin  9 ’ ^ sin  9 ’ ^ sin  9 ’ 

e = kdx  -|-  fi/i;/  -f-  v/iz, 
r sin  9 = | e (?n  -j-  dm)  — f*  («  + du)  | dx 

-t-  -f-  dn)  — v(/-j-  dl)^  dy  -{•  ^fi{l-{- df)  — k{m  -)-  dm)^  dz; 


*)  „Transiictions  of  the  Royal  Irish  Akaclemy,“  Vol.  XVI. 

♦*)  „Journal  f.  Math.“,  Hand  LVII,  p.  I8y  f. 
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iinil  wegen 

/•  + + «-  = 1 , (/  + Jlf^  4"  (”*  + H"  {"  ■^«)*  = 1 > 

also 

Ul  + m^m  + tUn  =:  — ^ (///*  + + //«*) , 

cos  9 = 1 — . 

sin*9  = zl/*  + z/m*  -|-  z/«*  — + -^/«i*  + z/h*)*, 

e sin*9  = — (z/a’z//  + z/y  z/m  -j-  z/jz/;i) 

+ ^(z//*+  z/m*  + z/n*)  ^ z/a'(/  + •^1)  + <i/y  {«<  +^m)  + z/i//  + z/«)  [■. 

Ist  ferner  p die  Länge  einer  von  einem  beliebigen  Pnnkle 
des  zweiten  Strahles  nach  dein  «‘rsten  gezogenen  Senkrechten  und 
JR  die  Abscisse  ihres  Fusspiinktes  in  diesem,  sowie  X',  ft',  v'  ihre 
Hichlungscosinus,  so  sind  für 


pX' 


Jx 


Ux  + mJy  lUz, 

{R-P)  (/  + z//) 


RI  + 


cos  9 


pp  — /iy  — Rm  + 
pv  = jdz  — Ru  + 


P)  (m  + z/m) 
cos  9 

[R  — P)  {n  + Jn) 
cos  9 


Und  wenn  der  zweite  Strahl  dem  ersten  unendlich  nahe 
rückt,  so  dass  die  Differenzen  in  Dilferenliale 


dx,  dy , dz,  dl,  dm,  dn 

übergehen,  so  werden  e,  p und  9 zu  de,  dp,  dO  und  man  er- 
hält (vergl.  Artikel  95) 

</9*  = dp  -f-'  dm*  -f-  dn*; 
mdn  — ndm  ndl — Idn  Idm  — mdl 

^ = — d^'  = = 


de  = Xdx  + ftdy  vdz , § = 


dxdl  dydm  -j-  didn_ 

dF^f~(inP'+~^~  ’ 


X' dp  = dx  R dl  — l [Idx  -J-  mdy  -j-  ndz), 

pdp  = dy  + Rdm  — m (Idx  + mdy  -|-  tidr), 

V dp  — dz  + Ädn  — n [Idx  -f-  mdy  -f-  ndz). 

Wendet  man  nun  die  Gauss 'sehen  Hezeichnuugen  der  Ar- 

tikel 150  und  152,  also 

a,  a,  b,  b\  c,  c,  A,  B,  C,  E,  F,  G 
an  und  bildet  ihnen  analog  die  andern 
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dl  =::  arfu  + a'rfl»,  dm  = bdti  + b'rfi’,  dn  = odu  -f*  cV/», 

bc'  — b'c  = A,  ca  — c'a  = B,  ab'  — a'b  = C, 

a’  + b» 4-  o’  = E,  aa'  + bb'  + cc'  = F,  a'*  + b'»  + c'*  = ö, 
A'^  + + C'^  = EG  — F2  = 

«a  + /<b  + cc  = e.  <i'a  + b'h  + cc  = f, 

oa'  + bb'  + cc'  = f ',  a'a  + b’b  + c'c  = g , 

iiud  set;tl  man  eiullich 

du 


so  erhält  man  ans 

+ ,„2  + „2  1, 

ihirch  DilTerenliaUon  nach  u und  v 

Ibl  + mb  + ;io  = 0,  /a'  + mb'  + uc  = 0, 
und  somit 

, ABC 

”‘  = J’  ’'=1- 

IGl.  Mit  diesen  Ilezeiclinungen  kann  nun  zuerst  der  Werth 
der  Abscisse  r des  kürzesten  Ahstands  zweier  unendlich  naher 
Stralilen  in  der  Form 

_ _ e + (f  + f')  < + 

E + 2Fr  + Gt* 

dargeslcllt  werden.  Für  einen  bestimmten  Werth  des  t giebt 
dieser  Ausdruck  den  Abstand  des  ersten  Strahls  von  einem  be- 
stimmten unendlich  nahen  Strahle  und  für  alle  Werthe  von  t von 
— oc  bis  + oo  erhält  man  die  Werthe  r für  alle  nächsthenach- 
harten  Strahlen;  da  nach  der  Natur  des  Nenners  — weil 
EG  — F^  = A’  4-  B^  + C* 

nie  negativ  sein  und  nicht  Null  werden  kann,  ohne  den  speciel- 
len  hier  auszuschliessenden  Fall  A = B = C = 0 herbeizu- 
führen — r nie  unendlich  werden  kann,  so  liegen  alle  r zwi- 
schen bestimmten  (Ircnzen;  sie  werden  durch  Vergleichung  des 
nach  t gebildeten  üilTcrentialquoticnten  von  r mit  Null  gewonnen, 
sind  also  die  Wurzeln  t,  und  der  Gleichung 
{gP-i  ;f  + f')G}  (eG— gE)  I 4-  {i  (f  + f')E-  eF}  = 0, 
so  dass 

eG  - gE  _ ^ ^4-  D E - eF 

' gF  - i (f  4-  O G’  ' gF  - i (f  ■+  f)  G 

sind.  Ebeuso  findet  man  die  entsprechenden  Abscissen  r,  und  i\ 
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;• 


r 


2 


t-±J  tLii  = 

E + Tl, 

e_+  4 + £j__^2  1 

E + ^1.1 


i (f  + {’)  + gl, 
F + G<, 

I (f  + f')  + g/; 
F + Gr, 


iinü  ilurdi  Elimination  iler  /, , l,  liicraus 

(EG— F=)r^+  (gE-(f+n  F+ eG}  r + eg  — |(f  + f')'^  = 0 

oder 

, _ gE-(f+nF+eG  _ eg-|(f  + fT 

ri-i-  r^—  - - -j,  . r^tJ  _ 


Die  kürzesten  Abstände  eines  Straiiles  von  denibn 
rings  umgebenden  unendiieb  naben  Strahlen  liegen 
also  in  einem  durch  zwei  Punkte  begrenzten  Tbcilc 
dieses  Strahles. 

162.  Wenn  man  sodann  in  die  für  A,  ft,  v gewonnenen 
Ausdrücke  des  .Artikel  160  für  die  <lx,  dy,  dz,  dl,  dm,  dn  die 
partiellen  Differentiale  du , dv  und  ihren  Quotienten  l einführt, 
so  erhält  man 

^ mc  — nb  + {mc  — «b'j  l 

~ (E  +^Fr  + Gr=)i  ’ 
na  — /c  + (na'  — ^ /c')  i 
^ ~~  (E  + 2F/  + G^i 

/b  — ma  + (fb'  — ma')  < 

''  (E  + 2Fr  + G/'^)i 

und  wegen 

, ABC 

A A ^ 

sowie 

Bc  — Cb  = a'E  — aF,  Bc'  — Cb'  = a'F  — aG,  etc., 

^ _ a'  (E  + Fr)  — a (F  + G/) 

~ ^ 'E  + 2Fr  + Gr^)i 

_ b'jE  + Fr)  — b (F  + Gr) 

~ A [E  + iVl  + 

— c'  (F  + Fr)  - c (F  + Gr)  _ 

~ .4  (E  + 2Fr  + Gr^ji 

Die  besonderen  Werthe  in  den  Grenzpunkten  sind  für 
F,  = (E  + 2Fr,  + Gr,2)i  F^  = (E  + 2Frj  + Gr^’ji 
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= 


H 


1 — 


(a  + a/J  (F  + g/,) 

(b  + b tj)  (F  + G^) 

^F,  ' ■ 

(c  + cy  (F  + 0<,) 
JF, 


und  da  aus  dun  Ergebnissen  des  vorigen  Artikels  die  Itelationen 


E + 2F/,  + Gt,2  = (t,  — <2)  ;F  + Gt,). 

(F  + G/,)  (F  + O/2I  = — 

(E  + 2Ft,  + G<,*)  lE  + 2F<j  + G//}  = ^ (t^  — /,)*. 
E + F (t,  + <;,]  + G?,  I2  = 0 

hervorgehen,  so  erhält  man 


F,F,  = 
also 


F + G/| 


F, 


JV, 

F + Ö2 


a + a'tj 


b + b'<2 


“t 


a + *i/|  b+bt, 

*3  ^ — F,  ’ — ~ F,  ’ 

und  somit  für  den  Ausdruck 

H-  Vj  »-J 


c + c\ 
F,  ’ 
0 + o'h 
F,"  ’ 


den  Werth 


(a  + a'/j)  (a  + a'/,)  + (b  + bVj)  1)  + b't,)  + (c  + c'/,)  (c  + o't,) 

F,F,  ‘ • 

oder 

_ E + 2F  (t,  + <,)  + G/,t,  . i _ 

j,  „ - , <>.  I.  — o. 

' 1 ' 3 

d.  h.  die  kürzesten  Abstände  eines  Strahles  von  den-- 
jenigen  unendlich  nahen  Strahlen,  für  welche  sie  in 
den  Grenzpunkten  liegen,  sind  zu  einander  recht- 
winklig. 

Man  nennt  die  zu  ihnen  normalen  den  Strahl  enthaltenden 
Ebenen  die  Hauptebenen  desselben,  sie  sind  auf  einander  recht- 
winklig und  auf  sie  bezieht  inan  nalurgeniäss  die  Richtung  der 
• kürzesten  Abstände.  Nennt  man  w den  Winkel,  welchen  ein 
solcher  kürzester  Abstand  mit  dem  im  Grenzpunkt  r,  statlfinden- 
den  bildet,  so  ist 
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Cüs  w = A|  A -J-  fiifi  + i’i  I* 

^ _ E + F/,  + / (F  + G<,) 
r,  (E  + 2F/  + G/*)i 
^ (F  + G(,)  (/j  - 0 . 
r,  ;E  + 2F<  + G«=)i’ 

also 

(i  — /,) 

Sill  01  = ' , 

r,  (E  + 2F<  + G/»)i 

und  iniUdsl  tan  u 


cos  0)  + (F  + Gt,)  sin  m 
^ cos  (o  + (F  + G/|)  sin  w 


Wenn  inan  diess  in  den  Ausdruck  von  r ini  Artikel  161 
substituiert,  so  erlifilt  man 


E + 2F<  + G/^  = 




cos  eo  -|-  (F  + Gt,)  sin  w}* 


e + (f  + f')  < + ~ 


{ e + (f+f ')  (,  + g/,  ’|cos-u  + (F  + Gt,)  I e + (f  + f ')  tj  + g/j’ } sin»  w 
I z/  cos  oj  + (F  + G/,)  sin  w | » 

und  durcli  Division  und  mit  Rücksicht  für  die  Ausdrücke  von 
r,  und  Tj 

r = r,  cos»  w -J-  Tj  sin»  a. 

Diese  Formel  drückt  eine  sehr  einfache  Beziehung  der 
Grenzpunkte  eines  Strahls  zum  kürzesten  Abstande 
eines  beliebigen  unendlich  nahen  Strahlk  aus. 

Es  ist  olTenhar,  dass  dieselbe  eine  allgemeine  Eigen- 
schaft der  Normalen  einer  Fläche  ausspricht. 

163.  Der  kürzeste  Abstand  de  zweier  unendlich  nahen  Strah- 
len und  der  unendlich  kleine  Winkel  </$,  den  dieselben  mit  ein- 
ander bilden,  sind  gegeben  durch 

de  = du  (E  -|-  2F<  -F  Gi»;i 

d«  {(f'  -F  g/)  !E  -F  F/)  - (e  -F  D)  (F  -F  GA 

f/9  _ 

z#  iE  -F  2 Ft  -F  G<’)^ 

so  dass 


M _ (f'  -f  g<)  (E  + F<)  — (e  -F  fl]  (F  -f  G/i 
de  ~ E -F  2F<  -F  Gt»)i 
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Für 

(f'  + p]  (E  + FO  - (e  + fO  F + G/)  = 0. 
oder  die  aus 

(yF  — fG)  + {gE  - (f  — f')  F — eG  } < + f'E  — eF  = 0 
liervorgchciiden  Wcrllie  von  < wird  der  betrachtete  Strahl  von 
den  helren'enden  nnendlirli  nahen  Strahlen  geschiiillen.  Sind 


*!• 


r-2  die  Wurzeln  dieser  Gleicliung,  so  ist 

— gE  + (f  — f')  F + eG 
gF  - fG  ’ 

, f'E  — eF 

t,  + T.^  = 


+ T,  = 


gF  — fG 

Sie  sind  je  nach  den  Gesetzen,  welche  die  Strahlen  zu  einem 
System  verbinden,  reell  oder  imaginär  und  darnach  sind  die 
Strahlensystemc  in  Gattungen  zn  unterscheiden. 

Man  nennt  diese  Punkte  die  Brennpunkte  des  Strahls 
und  findet  ihre  Ahscissen  p, , ans  dem  allgemeinen  Wertlie 
von  r durch  Einfnlirung  der  Wertlie  von  r, , r.,  für  I 


oder 


9l  = — 

e + (f  + n 

E + 2Fr, 

Tj 

+ 

+ gh' 
Gr,* 

2 

92  = - 

e + (f  + n 

^2 

+ gV 

E + 2 Fr... 

Gtj- 

’ » 

e + fr, 

f'  + 

p,  = 

E + Fr, 

F + 

Gr, 

e + ftj 

f'  + 

e^i 

Q i — 

E + Frj  “ 

F + 

Gr., 

Wenn  man  zwischen  diesen  Werthen  t,  oder  Tj  eliminiert, 
so  erhält  man  die  Gleicluing 

{EG  - F-’)  0^  + {gE  — (f  + f')  F + eG}  e + eg  — ff'  = 0. 
deren  Wurzeln  p,,  pj  also  die  Relationen 


9i  + 


_ _ gE 


jf  + f F -I-  eG 


9iQi  = 


eg  — ff' 


erfüllen:  so  dass  man  aus  der  Vergleiclnmg  mit  den  Werthen 
Cj , r.^  der  Ahscissen  der  Grenzpunkte 

(f  — f')* 

Pi  + Ql  — ’i  + '•2-  9iP2  = '■i'’2  + 
findet.  Setzt  man  noch 
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SU  rindi'l  inaii 


dP  - = 


(f-f?. 

4^2  ’ 


so  dass  die  Sätze  gellen ; D e r M i 1 1 e 1 p u ii  k t der  B r c n ii  |)  u n k t e 
eines  Stralils  fällt  mit  demjenigen  der  Grcnzpiiiikte 
ticr  kürzesten  Abstände  zusanunen.  Man  nennt  ihn  daher 
den  Mittelpunkt  des  Strahls. 

Der  Abstand  der  Brenii])unkle  vom  Mittelpunkte 
ist  nie  grösser,  als  der  Abstand  der  Grenzpunkle  der 
kürzesten  Entfern ungen  von  demselben. 

Die  beiden  den  Sliahl  durchschneidenden  unendlich  nahen 
Strahlen  bestimmen  mit  ihm  zwei  Ebenen,  die  als  seine  Brenn- 
oder Focalebenen  bezeichnet  werden.  Ihre  Lage  bestimmt  die 
Gleichung 

r =.  cos-  M -f-  Cj  sin''*  to, 

durch 

co8‘  <0  = , Sin*  w = , 

rj  — r,  rj  — r, 


indem  für  r = Q^  und  r = q,  *1*®  Winkel  w,,  der  ersten 
und  zweiten  Focalebene  mit  der  ersten  Hauplebcne  daraus  her- 
vorgehen 


cos^  o)j  = 


sin*  Bj 


cos*  B.J 
welches  endlich  in 


cos  B,  = sin  Bj 


7/ d -f-  d 

r ~Y<r  ’ 


sin*  Bj 


übergeht,  so  dass 


•X 


ist,  und  nach  der  senkrechten  Lage  der  Ilauptcbcnen  gegen  cin- 
.ander  der  Salz  entspringt;  Die  beiden  Focalebenen  des 
Strahls  liegen  symmetrisch  gegen  die  Hauptebenen 
in  der  Art,  dass  die  Halbierungsebenen  des  Winkels 
der  Focalebenen  mit  denen  des  rechten  Winkels  der 
Hauplebenen  zusammen  fallen. 
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Der  Winkel  ticr  Kocalelienon  y = oj,  — ro,  lii-ferl  wegen 
i = w,  + fö.^ 

sin  y = cos  2 <o,  = cos*  Wj  — sin*  Wj , 
cos  y =■  sin  2 (a,  = 2 sin  ^o^  cos  Wj, 
also 

6 //(/*  - 6' 

sin  y = — , cos  y = 

d d 

164.  Als  die  g e o ni  e t r i s c h e n Oerie  r der  f n n f i n jede  in 
Strahl  so  b estini  m tc  n Punkte  für  alle  Strahlen  des  Systems 
erhält  man  fünf  Flächen,  die  mit  dem  Strahlensystein  in  engen 
Beziehungen  stehen. 

Die  beiden  Flächen  F^,  F^,  in  welchen  die  Grenz- 
punkte  der  kürzesten  Abstände  liegen,  theilen  den 
ganzen  Raum  in  der  Weise  ab,  dass  zwischen  densel- 
ben die  kürzesten  Abstände  aller  unendlich  nahen 
Strahlen  des  ganzen  Systems  liegen,  ausserhalb  der- 
selben aber  keine. 

Wenn  man  von  einem  Strahle  des  Systems  zu  dem  unend- 
lich nahen  Strahle  übergeht,  dessen  kürzester  Abstand  von  ihm 
in  der  Fläche  A’j  liegt  und  von  diesem  zum  nächsten  in  dersel- 
ben Weise,  und  so  fort,  so  bilden  alle  diese  auf  einander  folgen- 
den Strahlen  eine  Bcgelflärhe  0,,  welche  in  F,  die  aus  den  kür- 
zesten Abständen  der  auf  einander  folgenden  Strahlen  gebildeten 
Curvc  a, , in  F.^  eine  andere  (äirve  bestimmt.  Dieselbe  Ope- 

ration in  der  Fläche  F^  erzeugt  eine  Ilegelflächc  0.^,  die  in  F^ 
die  aus  den  kürzesten  Abständen  der  aufeinander  folgenden 
Strahlen  a.^  und  in  f,  eine  andere  Curve  bestimmt.  Da  alles 
das  für  jeden  beliebigen  Strahl  auszuführen  ist,  so  existiert  eine 
Schaar  von  Hegelllächen  0,  und  eine  Schaar  der  Oj  von  dem 
nämlichen  ('.haraktcr. 

Sind  X,  y,  z rlie  Coordinaten  des  ersten  Grenzpunkts  in 
dem  durch  {x,  y,  z)  gehenden  Strahl,  so  sind 

x'  = X + r^l,  y = y + r^m , z'  = z + r,«, 
d.  i.  die  Coordinaten  jedes  l’unktes  als  Fiiiictioncii  von  u und  v, 
die  Gleichungen  der  Fläche  F,-;  und  ebenso 

a:'  = .r  + r^l,  y'  = y r.^m,  i'  = i -|-  r^n 
die  Gleichungen  der  Fläche  F^.  Integriert  man  die  beiden  Gleich- 
ungen 
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dp  dp 

du  ’ ’ du  * ’ ' 

so  erhält  man  die  Scliaaren  der  Hegeinächen  0^,  0^.  Sind  ihre 
vollständigen  eine  willkürlirlie  Cnnstante  enthaltenden  Integrale 
geriiiiden  und  eliminiert  man  mittelst  eines  derselben  aus  den 
Cleicliungen 

X — X y — y z — 2 

l m n 

die  Grössen  u und  v,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  x\  y,  z 
mit  einer  willkürlichen  Constanten,  welche  die  ganze  Schaar  der 
Hegelllächen  0,,  0^  darstellt,  je  nachdem  die  eine  oder  die  an- 
dere Integralgleichung  angewendet  wurde.  Die  Scliaaren  der 
Giirven  a,,  ft, , b.^  gehen  aus  den  drei  Gleichungen  einer  der 

Flächen  F^ , durch  Verbindung  mit  der  einen  oder  andern 
Integralgleichung  hervor. 

Die  Drennflächen  des  Strahlensystems  <Z>,,  *■ 

die  Flächen  der  Drennpnnkte  seiner  Strahlen,  sind  natürlich  nur 
mit  diesen  selbst  reell.  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Strahle 
aus  zu  demjenigen  forlgeht,  der  ihn  in  dem  auf  gelegenen 
Brennpunkte  schneidet,  von  die.sem  zinn  nächsten  in  derselben 
W eise  und  so  fort,  so  erhält  man  in  den  Strahlen  die  Erzeugen- 
den einer  ahwickelharen  Begelfläche  ii, , deren  Hückkehrkante 
K,  in  liegt  und  die  auch  in  einer  Gurve  schneidet. 
Daraus  entspringt  eine  Schaar  ahwickelharer  Flächen  ß, , deren 
Bückkehrkanten  eine  Schaar  von  Curven  «r,  in  (P,  und  welche  in 
die  Schaar  von  Gurven  hcstiinmen;  und  eine  Schaar  ab- 
wickelbarer Flächen  £1.,,  deren  Bückkehrkanten  eine  Schaar  von 
Gurven  auf  Schaar  von  Curven  he- 

stimmen.  Diese  Möglichkeit,  die  Strahlen  des  Systems 
in  doppelter  Weise  zu  einer  Schaar  ahwickelharer 
Flächen  zusammen  zu  fassen,  die  ihre  Bück  kehr  cur- 
ven in  den  Brcnnflächen  hahen,  charakterisiert  die 
Strahlensy Sterne  mit  reellen  Brciinflächen.  Man  sieht 
auch:  Alle  Strahlen  eines  Systems  mit  reellen  Brenn- 
flächen sind  gemeinschaftliche  Tangenten  der  Brenn- 
flächen; ein  solches  System  kann  also  als  das  System  der  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  zweier  Flüchen  oder  als  das  System 
der  Doppeltangenten  einer  Fläche,  endlich  als  das  ^lystem  aller 
Tangenten  einer  auf  einer  Fläche  (F)  liegenden  Schaar  von  Gur- 
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ven  (r)  geometrisch  definicrl  werden.  Da  jede  der  beiden  Schaa- 
ren  abwickelbarer  Fiäcben,  in  welche  alle  Strahlen  des  Systems 
zusammen  gefasst  werden  können , eine  der  Urcnnfläcbcn  einhiillt, 
so  schneiden  sich  die  beiden  Schaaren  von  Curven, 
welche  durch  die  beiden Schaaren  der  abwickelbaren 
Flächen  auf  den  ßrennflächen  des  Systems  bestimmt 
werden,  in  conjugierten  Dichtungen.  Kndlich  ist  die 
Schnittcurve  der  beiden  Brennflächen  die  Enveloppe  für  alle  auf 
den  beiden  Brcnnflächen  liegenden  ftückkehrcurven  der  abwickel- 
baren Flächen,  die  die  Strahlen  des  Systems  umfassen. 

Die  Gleichungen  der  Brennllächen  <2>,,  erhält  man  in 
den  Systemen 

a:'  = a;  -f-  (>|t,  y = y + Q^m , z'  = 2 -j-  e,n. 

X = X -{■  qJ,  y = y Q.^m,  t = z + g^ri ; 

die  der  abwickelbaren  Flächen  il, , üj  und  der  Curvenschaaren 
R|,  ßf,  Rj,  ß.2  <lurcli  die  Integration  der  DilTcrentiaigleichungen 
df  dv 

T'  = Ij,  , = Tj, 

du  du 

wie  oben. 

Eine  stets  reelle  Fläche  ist  endlich  der  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  Strahlen,  die  Mittel  fläche  des  Systems.  Wenn  mau 
von  ihr  aus  die  Abscissen  der  Punkte  in  den  Strahlen  rechnet, 
so  hat  man 

c,  = — cj.  (>i  = — Q2,  gE  — (f  -I-  f')  F -f  eG  = 0, 
also  wesentliche  Vereinfachung. 

Ihre  Gleichungen  sind  aus  der  Abscisse  des  Mittelpunktes 
»_'•>+  _ gE  — (f  -I-  n F -F  eG 

2 2 

in  der  Form 

x'  = a:  -|-  Ml,  y y Mm,  z'  ■=  z Mn 
zu  bilden. 

Durch  die  Degeneration  einer  oder  mehrerer  unter  diesen 
Flächen  zu  Linien  oder  Punkten,  ihr  Zusammenfällen  oder  ihr 
Verschwinden  im  l’nendlichcn  werden  Grcnzfälle  des  allge- 
meinen Strahlensystcms  characterisiert.  Ein  solches  ist  das 
System 

J = i),  A = 0,  B = 0,  C = 0, 
das  von  der  allgeineiiicn  l'ntersuchung  ausgeschlossen  ist  (vergl. 
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Artikel  161);  iHe  Grenzfläclien  der  kürzesten  Abstände,  die  Mittel- 
Oäclie  und  eine  der  Brennflächen  sind  uneiidlicli  entrcriit,  die 
andere  existiert,  üie  eine  der  Fläclienschaaren  £1,  deren  Itiick- 
kehrkanten  auf  der  unendlich  entfernten  ürennilächc  liegen,  ist 
eine  Schaar  cjlindrischer  Flächen  und  das  System  kann  somit 
definiert  werden  als  das  System  aller  der  Tangenten  einer  Fläche, 
welche  den  Tangenten  einer  hestimmten  Curve  in  ihr  parallel  sind. 

165.  Wenn  man  die  Grössen  /,  m,  «,  welche  die  Belation 

/J  + „,3  +„2=1 

erfülieir,  als  rechtwinklige  Goordinaten  einer  Kugel  vom  Itadius 
Eins  betrachtet,  so  ist  nach  dem  in  Artikel  147  dargelegten  Grund- 
gedanken von  Gauss  jedem  Strahl  des  Systems  ein  l’unkt  der 
Kugel  zugeordnet,  und  wenn  man  durch  einen  Punkt  des  Strahls 
eine  zu  ihm  normale  Ebene  und  in  ihr  nm  jenen  eine  unendlich 
kleine  geschlossene  Curve  denkt,  so  entspricht  ihr  mittelst  der 
durch  die  Punkte  ihrer  Periphei'ie  gehenden  Strahlen  auf  der 
Kugel  eine  gleichfalls  einen  unendlich  kleinen  Flächenraum  q>  ein- 


schliessende  Curve. 


Pas  Verhältniss  ^ beider  unendlich  kleiner 


F’lächen  heisst  das  Dichtigkeitsmaass  des  Systems.  Seine 
Berechnung  lässt  sich  auf  Grund  der  im  Artikel  160  gegebenen 
Formeln 


Üdp  = dx  + Rdl  — l [Idx  + tndy  + ndz] , 

(idp  = dy  + Rdm  — m [Idx  + mdy  + mit) , 

V dp  = dz  4-  Rdn  — n (Idx  + 7ndy  + iidz) 


ausführen,  wenn  in  ihnen  dp  den  unendlich  kleinen  Abstand  eines 
Punktes  der  Curve  f von  dem  durch  x,  y,  z,  l,  m,  n,  R ge- 
gebenen Fusspunkte  des  Strahls  in  ihrer  Ebene,  l\  p,  v aber 
seine  Richtungscosinus  bedeuten;  ist  dann  a der  Winkel  des  dp 
mit  der  ^ormale  der  ersten  llauptebene,  so  ist 
cos  a = A,l'  + + v^v\  sin  o = IjF  + + v.^v\ 

und  darnach  auf  Grund  der  vorigen  Gleichungen  und  wegen 
1,/  + (U,m  + i'i«  = 0,  L,l  + p^m  + v^n  = ü, 
dp  cos  dt  = + pply  + v^dz  + R (kpll  + pplm  + e,d«), 

dp  sin  « = Ajdx  + p.ply  + v.^dz  + R [l^dl  -J-  p.phn  + v^dn) ; 
hieraus  aber  nach  den  im  Artikel  162  für  A,,  p,,  v^,  A^,  p^,  »'j 
gefundenen  Werthen  und  für  die  Substitutionen 
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A,  = 


e + fl,  + fl  (E  + F/,)  j _ e + f%  + + ¥l,} 


^ ^ (F  + 0l^ 


ß _ f + Ä (F  + G'i)  B . 

't  '2 

dp  cos  a = — A.^dii  — B^dv,  dp  sin  a = A^du  B^dv\ 
also 

A.  + B.1  A,  cos  tt  4-  A,  sin  a 

^ 1 ' L ( — — _1 ' * • 

Aj  + B^t’  Bf  cos  a + Bj  sin  o’ 

ferner 

{AfB^  — A.^Bf)  da  _ {Af  — A.tBf)  du 

(Bf  cos  a + B.^  sin  o)*’  ^ Bf  cos  o + ^2  sin  o’ 

also 


df  = 


dp‘dtt  = (^1^2  — -^2^i) 

Diese  Formel  verbindel  man  mit  der,  wie  folgt,  für  die  Kugel 
erhaltenen  Endgleiclning.  Entspricht  den  dp  auf  der  Kugel  das 
Uogenclemcnt  da,  so  ist  aus  den  Coordinaten 

l,  m,  ti;  I + dl,  in  + dm,  n + dn 
seiner  Endpunkte 

da  = [dp  + dm'‘  + dn^)i  = rf«  (E  + 2F/,+  Gt’)i 
und  seine  Itichtungscosinus  sind 

dl  a + a'/  dm  b + b’t 

da  (E  + 2F/  + OP)^'  da  “ (E  + 2Ft  + 

dn  C + c't 

da  ~ (E  + 2¥t  + QtP]i' 

Ist  dann  l„  dei'  Werth  des  i für  a — 0,  also 

t — — ih 
" “ Bf  ’ 

und  «'  der  dem  Winkel  a entsprechende  Hogeti  auf  der  Kugel, 
so  hat  man 

0 (®  ® 0 "F  + 1>  0 P "d*  {c+c  ^0^  (c  + c’/) 

‘ ~ (E  + 2Ft„  + G/, *)^  (E  + 2 F/  + G/-'i 

^ E + Ft„+  F + Ggt 

;E+  2F/„  + Gg]^  E+  2Ti  + Qr4' 


also 

tan  (t  ~ 
und  somit 


^({-g  _ 

E + F'^f,,  + (F  + G/„)  /’ 


da'  z= 


Adl 

E + 2Ft  -i-  QP' 
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ila^iln  = ddtriU, 

jciu-  (Ilcii  limi"  liii'  ilii!  Kugel.  IHe  aiigedeiitele  Verl)iniliiiig  gielii 

J 


itrrdu  = 


ilp^ila. 


■Man  hat  aher  für  die  l•'lä(•hell  f und  rp  die  AtisdrücKe 

2 * in 

f = ^ / ilji'du  , <p  = / tlü-iln', 

I)  II 

s«)  dass  man  erhall 


7- 

und  dureh  rnirormnng  narh  den  Werlhen  dei'  A und  li  und  den 
Ausdrüeken  des  Artikel  Kid  für  die  Ahsrissen  p, , der  llrenn- 

|)unkle 

® “ (Pi  — /?)  (p.^  — R)' 

ilas  Mich  li  gk  ei  Is  m a a SS  in  jedem  Munkle  eines  Slrnh- 
les  ist  gleich  dem  leeiproken  Wert  he  des  Mrodncls 
der  Knlfernungen  d ieses  Munktes  von  den  li  rennpnnk- 
I en  des  S Ir a h Is. 

Mas  Miehligkeitsmaass  ist  daher  stets  reell.  Es  ist  für  Strah- 
lensysleme  mit  reellen  Itrennflächen  für  alle  zwischen  ihnen  ge- 
legenen Munkle  negativ,  für  alle  ansserhalli  gelegenen  imsiliv, 
hat  in  dem  Mittelpunkte  jedes  Strahls  den  grössten  negativen 
Werth  lind  ist  in  den  Ilrennpunkleii  iineiidlieh  gross.  Sind  die 
lireiinfläehen  imaginär,  so  ist  es  steLs  positiv  und  hat  in  dem 
Milleipnnkte  eines  jeden  Strahls  sein  Maxininni.  Mie  Strahlen, 
welche  der  Meripherie  von  /"  angehören,  bilden  ein  iineiidlich 
dünnes  S t ra  h I e n h ü n del  und  f hl  der  der  Ahscisse  R ent- 
spreeheiide  Kiiersehnitl.  Ist  dann  f'  der  der  Ahscisse  R'  ent- 
sprechende Oiierschnitt  desselhen,  so  hleiht  (p  unverändert  und 
man  lindel , dass  die  E I ä c h e n i n h a 1 1 e zweier  Q)  11  e r s c h n i 1 1 e 
eines  unendlich  dünnen  St  ra  hl  e nh  ü n d cIs  sich  umge- 
kehrt, wie  die  Michtigkeilsniaas.se  der  entsprechen- 
rlen  Stellen  verhallen.  Miess  rechtfertigt  die  lienennnng 
Mii'htigkeitsmaass,  da  hiernaeh  die  Miciitigkeilen  in  demselhen  Ver- 
hältniss  stehen,  wie  die  Michtigkeilsmaasse. 

Wenn  man  verschiedene  Strahlen  hetrachtel , .so  gelangt  mait 

Sftlmoii,  Anftl.  (»«>oin  d.  niuiiu'*i,  II,  1^ 
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zu  (lein  Begiifl  eiin;s  Ortes  von  I'nnklen  gleichen  Dichtigkeils- 
niaasses  nnd  damit  zu  dem  einer  Schaar  von  Flachen  glei- 
chen I)  i c h l i g k u i t s m nasses. 

Da 

~ (Ci  + Qi)  ^ + Pi  9*  = ■q  • 
also  

K = «4^’  ± + i 

ist,  so  sind  für  diese  heiden  Werthe  von  7? 

x'  .r  /?/,  y’  = y + Jfm,  z'  = z -f-  lin 


die  ('.oordinalen  der  Punkte  des  Systems,  deren  Dichtigkeitsinaass 
den  Werth  9 hat;  die  Coordinaton  jedes  Punktes  einer  Fläche 
jener  Schaar  sind  als  Functionen  von  u und  i>  liestimmt. 

Die  heiden  Drennilächen  gehriren  zu  den  Flächen  gleichen 
Dichtigkeitsinaasses,  sie  entsjnechen  dem  Werthe  0 = oo;  die 


F’lächen  sind  reell,  so  lange  nicht  negativ  nnd 

w 


Nach  der  Constanz  des  Products  der  Abstände  von  den  Urenn- 


punkten  sind  aus  den  bekannten  Dreimnächeu  die  Flächen  glei- 
cher Dichtigkeit  leicht  zu  conslruieren. 

166.  Fin  für  die  Untersuchung  der  Strahlensysteinc  wichtiger 
ßegrilT  ist  der  des  Drehungswinkels  eines  zw  eiten  Strahls 
gegen  den  ersten  für  eine  hcstimmle  Strecke  ah-,  cs 
ist  der  Winkel  der  zwei  aus  Punkten  des  zweiten  Strahls  gegen 
den  ersten  gefällten  Normalen,  die  in  « und  h diesen  trelTeu ; 
also  entspricht  der  ganzen  unbegrenzten  Geraden  der  Drehungs- 
winkel von  zwei  Rechten.  Wir  zählen  die  Drehungswinkel  vom 
Ausgangspunkte  des  Strahls,  d.  i.  von  dem  Punkte  der  .\hscisse 
Ä = 0;  ist  dann  dp  die  Länge  der  Normale  im  Punkte  der 
Ahscisse  R,  n der  Winkel,  den  es  mit  der  Normale  der  ersten 
llanptcbene  macht,  nnd  entsprechen  die  Werthe  dp„  nnd  dem 
Perpendikel  im  ersteren  Punkte,  so  gelten  nach  Artikel  J6ü  die 
Gleichungen 

dp  cos  a =z  — d.^du  — Bjdv, 

dp  sin  a = du  -|-  R^  dv 

und  nach  den  eben  dort  gegebenen  Werthe.n  von  A^,  A^,  etc. 
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dpo  cos  «„  = — 


au  - 


^ dv. 


^ e + Vt.  . 

rfPo  s>"  “o  = — ^ — - tlu  + 


f + eh 

V, 


dv; 


also  aiirh 

dp  ros  « — dp,,  cos  ^ HA  du  - ^ 

dp  sin  a — dp„  sin  a„  ==  du  + — ^ </„. 

und  daher 


du 


dp  sin  « — dpn  sin  c,,  dp  cos  a — dp^  cos  «„ 


RV, 


dv  — 


{dp sin« — dp,) sin  a„)  t,  {dp  cos  flf  — dp„  cos  a, J 

ÄF,  Ry^ 

Dnrcli  Einrührung  dieser  Werllie  in  die  vorher  für 
dpa  cos  a„.  dp f,  sin  a„ 

gefundenen  Ausdrücke  und  durcli  Heduclion  erliäit  man  dann 
R dp„  cos  «,  = — rj  {dp  cos  « — dp„  cos  o„) 

+ (''2^)  “ ~ 

R dpg  sin  «0  = — (~2^) 

— n (<fp  sin  a — dp„  sin  ctj); 

daraus 

dp  cos  « = dp^  cos  «,  — <*’ 


P|  ?2 


dp„  sin 


, . R }/dP—  <J» 

dp  sin  n =r^  — ' 

PlPj 


und 


dPo  cos  nr„  + (l  — j dp,,  sin  a,^, 
^ PiCi-'  “ 


tan  a = 


_ R f/d^  — d-i  cos  cf„  + (p,  pj  ~Rr.^)  sin  a„ 


(CiPi  — Äc,)  cos  <t„  — Ä j/d*  — d‘  sin  n. 
Setzt  man  nun 

ß = a — a = ß + a„, 
so  erhält  man  den  Ausdruck  des  nrehungsuinkels 

taujS  = fl  - d sin  2«») 

Ci  9i  — fl  (c,  ros*  »„  + r,  sin  ' a„) 

15* 
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Ilarniis  erkennt  inan  den  Werlli  tan  ß = It  als  ztigebörig 
den  in  den  Focaicbenen  gelegenen  Slrablcn  («^  = 10,,  «„  = Wg), 
was  auch  aus  dem  JlegrilT  des  Drelinngswinkels  selbst  hcrvorgelit. 

In  den  Stralilensyslenien  mit  imaginären  Hrcnnllächen  kann 
der  Dreliungsuinkcl  für  endliche  Strecken  nie  Null  «erden,  d.  h. 
die  nrehnng  der  Strahlen  kann  ihren  Sinn  nicht  ändern.  Hei 
den  Strahlensy steinen  mit  imaginären  Hrennilächen  hat  man  da- 
her solche  mit  neclitsdrehuiig  von  solchen  mit  Linksdrehung  zu 
unterscheiden. 

Für  reelle  Brennpunkte  erhält  man  die  Drehungswiiikel  ß, , ß,j 
vom  Aiisgaugsjuinkte  bis  zu  den  Brennpunkten  für  die  Siihsli- 
liitionen 

fi  = Pi  , n = Q., 
und  mittels  der  Belation 


r,  cos’  n,,  -f-  r.,  sin’  = M — rf  cos  2o„ 
j/tP  — d’  — (I  sin  20|) 


tan  ßj  = 


tan  ß. 


(5  + cos  2 c/„ 

il  sin  20|, 


— d + d cos  2«„ 
d.  i.  nach  den  Formeln  des  Artikel  1G3 

tan  ßi  = tan  (w,  — «„),  tan  ß.j  = lau  (to.g  — i»„l. 

ßi  ~ ß,  — b}-2  — (0,  = y. 


oder 


(1.  h.  die  nrehungsvvinkol  von  einem  Brennpnnkle  eines 
Strahls  bis  zum  andern  Brennpniikte  desselben  haben 
für  alle  unendlich  nahen  Strahlen  denselben  Werth, 
dem  Neigungswinkel  der  F oca leben en  gleich. 

Man  leitet  ferner  ans  dein  allgemeinen  Werihe  von  tan  ß 
den  Ausdruck  der  Ahscissi'  ah 

JiP.  sin/J 

A/siii  ß -j-  j/iP — d’  cos  ß — il  .sin  {2o„  + ß) 


und  erkennt,  dass  für  conslantes  ß den  (Jrenzen 

.sin  -F  /S)  = + 1 , — J n — ß.  ct„  = J « ^ fj 

der  grösste  Werth  //,  und  der  kleinste  Werlh  /fj  der  Ahscisso 
erhallen  werden,  nänilich 
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^ • __ 

' M sin  (3  + y ti-  — d‘‘  cos  ß — tl 

9t9>  si"  ß 

M sin  ß + j/if  — d‘  cos  ß + li 
worans  sich  durch  Beslininiung  von 


(4- 

--L) 

und 

- -) 

\ R 

rJ 

\R, 

R ) 

der  Wertli  crgicl)l 


1 
R 

specicll  für 


I'OS^  ^ )3  — ^ n) 

B, 


+ 


ß = ~.  i = 

2 R 


cos''*  er, 
~R, 


sin'*  («n  + ^ß  — ^ n) 
R; 


R; 


*1 

Wenn  man  also  von  einem  heliehigen  I’nnkte  eines  Strahls 
aiisgehetid  jeden  nnendlich  nahen  Strahl  in  der  Länge  nimmt, 
in  «cidier  er  mit  iliescm  einen  gegehenen  constanlen  Itrehungs- 
\\inkul  macht,  so  wird  diese  Länge  jedes  nnendlich  nahen  Strahls 
ans  der  Länge  des  grössten  und  des  kleinsten  und  ans  dem  Win- 
kel, welchen  die  nichtimg  seines  Ausgangspunktes  mit  der  Rich- 
tiing  des  Ausgangspunktes  des  grössten  Strahls  macht,  durch  die 
nämliche  Cileichung  lii'stimmt,  wie  der  Krümmimgshalhmesser 
eines  Norinalschnittcs  einer  Fläche  durch  den  grössten  und  klein- 
sten Krümmungshalhmesser  und  durch  den  Winkel,  den  dieser 
ISormalschnitt  mit  einem  di'r  nau|)tschuitte  macht  — d.  i.  durch 
die  Euler 'sehe  Gleichung. 

167.  Von  den  Gleichungeu  des  vorigen  Artikels  aus 

<lj>  ros  ß = I 1 — — I </0|,  cos  a,,  — — ' an,,  sin  «,,, 

\ Pi  {*2''  P1P2 


ilp  sin  tt 


R j/d^d- 


P1P2 


(Ipf,  cos  -F 


(1  _ 

\ p,  p.7 


<lp„  sin  a„. 


in  denen  dp  und  « als  I'olarcoordinaten  der  der  Abscisse  R ent- 
sprechenden Querschnittscurve  des  unendlich  dünnen  Strahlen- 
hümlels,  dp„,  «„  als  die  (ioordinaten  der  dem  Ausgangspunkte 
entsprechenden  anzuschen  sind,  kann  man  zu  rechtwinkligen 
Goordinaten  übergehen,  die  auf  die  Ilauptebenen  des  Strahls  be- 
zogen sind,  dureb  die  Substitutionen 
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und  erhall 


(//)  ros  o — X , <//»  sin  t<  = J/  . 

dp„  cos  n„  = .r„.  (//>„  sin  cig  — 


.r 


/ Rr.\  R 

V " m)  ’’ 

■■  + {'-  f?) 


« l/f/-—  d^ 

V = Xn 

Q^  Q.2  \ 

iiiil  enls|ir(;t'liemlcii  Wei'llien  von  a'i,,  y„.  Itie  uuigrcii/,  enden 
(inrven  der  Ouerscliiiille  eines  n neu  dl  ich  dünnen 
Strahleiilnl  ndels  sind  soinil  Cnrven  desselben  (Irades 
und  stehen  zu  einander  in  der  He  Ziehung  der  Colli- 
neaUon,  als  Riemen I a rlhei I c inshcsondere  inders|ic- 
cie Heren  der  Afriniläl.*) 

Die  Ouerschnille  in  den  beiden  Urenn|>nnkten , für  welche 
das  Ilichligkeilsinaass  unendlich  gross  war  (Artikel  165),  die  also 
unendlich  Kleine  einer  hühern  Ordnung  sein  inüssen,  linden  sich 
durch  R = R = nach  der  dann  eintretenden  Identität 
der  lileichiingen  für  x und  y,  ausgedrückl  durch 


sie  sind  also  nnend lieh  kleine  gerade  Linien,  die  Breiin- 
linien  des  Bündels. 

Durch  Rückgang  zu  den  Polarcoordinaten  zeigt  man,  dass 
sie  in  den  Focalebeneii  gelegen  sind.  Ihre  Längen  kön- 
nen mir  Null,  d.  h.  in  einer  höhern  als  der  ersten  Ordnung  un- 
endlich klein  sein,  wenn  </  = 0,  also  auch  d = 0 ist;  oder 
für  r,  = r, , = p, , d.  h.  wenn  die  Grcnzpunkle  der  kürze- 

sten Abstände  und  die  Brennpunkte  mit  dem  Mittelpunkte  zusam- 
men fallen.  Man  nennt  solche  .Strahlen  llauptslrahlen  um! 
sieht,  dass  sie  nur  da  stall  haben,  wo  die  Grenzflächen  und  mil 
ihnen  zugleich  die  Brenullächen  gemeinschaftliche  Dnnkle  haben. 
Rs  giebt  nur  ein  Strahlensyslem  ans  lauter  llauplstrahlen , hei 
welchem  sämnitliche  Strahlen  durch  einen  Punkt  gehen,  tis 
giebt  aber  unendlich  viele  Strahlensysteme,  deren  Hauptslrahleii 


•)  Kill  System  von  Geraden,  deren  jede  zwei  nicht  in  derselben 
Kbene  liegende  Gerade  trifft,  schneidet  je  zwei  zu  diesen  Geraden  zu- 
gleich iiarallcle  Ebenen  in  zwei  affinen  Systemen  von  Punkten. 
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piiM!  Fläclii*  ilcr  ll»ii]itsli'alilcii  Mlik’ii  iiml  niiciiillicl)  viele  solrhe, 
«eldie  isolieile  ll.niplstraliluii  lialieii;  von  jener  All  isl  das  System 
der  gemeiii.srlianiiclieii  Taiigeiilen  z«eiei’  ronfoi  aler  Flärlieii  zwei- 
ten Grades,  seine  llaiiplstralileii  sind  die  Tangenten  der  Dnreli- 
srliniUseiirvc  beider  Flächen,  iiii  .\llgeiiieinen  aber  lial  ein  Strah- 
lensysteiii  keine  llaupUtralilen,  weil  die  Unbestimintbeil  der  Haupt- 
ebenen  nach  Artikel  162  den  beiden  nnabbängigeu  Verändirrlieben 
II  und  V die  für  zwei  zälilenden  Bedingungen 

gP— i(f + f')  G = 0,  eG  — gE  = 0,  I — eP  = 0 

und  dazu  wegen  d = 0 die  dritte  Bedingung 

f = f' 

aiiPerlegl. 

Mil  grosser  Finrurblieit  bat  neuestens  Möbius  in  einer  in 
den  Berichten  der  „Königl.  Säebs.  Gesellseliafl  der  Wissensebaflen 
zu  Leipzig“,  Matiieinat.  pbys.  Klasse  iin  XIV.  Bande  abgedrnrklen 
Abhandlung,  die  Eigenscliaflen  uiieiidlirli  dünner  .Slralileiibnndel 
aus  der  a priori  nolliwendigeii_Aninität  ihrer  Oucrscbnille  abgeleitet 
und  dabei  einige  neue  Itesultate  erlialten. 

168-  Es  bleibt  übrig,  die  Zusaniinenliängc  dieser  Leh- 
ren mit  der  Theorie  dei’  Krünunnng  der  F'liicben  n,aher 
zu  bezeicliuen , an  die  schon  einzelne  Ei  gebnisst-  eriniierl  haben. 
Wenn  es  eine  Fläche  giebt,  für  welche  jeder  durch 
,r,  >j , z,  1,  in,  H 

bestiniinle  Sti  ahl  eine  .Normale  (iin  I'nnkle  x',  y , z)  ist,  so  hat 
man 

a;'  = .C  -f-  rl,  y'  = y rm , z'  = z rii , 

{il.v  -|-  tnify  -F  nilz'  = 0; 

also 

hl.i  -F  imly  -F  iiilz  -F  ilr  {f‘  -F  »i‘  + /(’)  -F  >'  (/'//  -F  »»l>»  + "d/i)  = 0, 
und  somit 

lilx  -F  »idy  -F  »dz  = — dr , 

d.  i. 

[ln  -F  inh  + «c)  du  + {tu  + + "‘’O  du  =■  — dr. 

Bie  linke  Seite  dieser  Gleichung  muss  also  ein  vidlsläiidige.s 
DilTei'eiilial  einer  Fimelion  — r von  ti  und  i>  sein,  oder 

d {la  -F  mb  -F  nc)  d [ln  -F  mb’  -F  nc) 

dv  du  ' 

und  somit  wegen 
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t;tt  An'  ir  Ij  (Jt  ( >'  f r 

dv  du  ’ dt>  du  ’ de  du  ’ 

ua!  + + cc  = na.  + + c'c, 

f = f' 

cIik;  l(ll■lllitiU  sein.  Dicsu  ItcdiiigiiM^'  ist  nötlii"  iiiiil  liiiirciclientl, 
ilaiiiil  *lii?  Slralileii  des  Systems  .Normalen  einer  ^■Iäl'lle  sind. 

Wimn  sie  erfnlll  ist,  so  «erden  die  qnadralisrhen  (jleicli- 
imgen  der  Artikel  161  mid  1C3  von  den  >Vurzeln 
T| , i.j  lind  l^ , l-i 

mul  elienso  die  dei’sellien  .\rtikel  von  den  Wurzeln 
9,,  pj  lind  r^,  r.^ 

mit  ein, ander  identiseli : Pie  Fotalelienen  eines  Strahls  fallen  mit 
den  llaii|)tehenen , die  Hrennpunktc  mit  den  (Irenzpimkten  der 
kfirzesteii  Abstände  zusammen.  Kfir  eine  der  Fläelien,  deren 
Normalen  die  Strahlen  des  Systems  sind,  sind  die  (Irenz-  und 
Urennpmikte  die  beiden  llanptkrrimmnngscentra  inid  die  Theorie 
derlvriinimung  ist  also  ein  siieciel  1er  Fall  der  Theorie 
der  Sl  rah  I c n syst  ein  c,  ohne  dass  jedoch  ihren  Lehren 
wesentlith  neue  Frgehnissc  anzuschliessen  w.ären. 

Die  Fxisteiiz  der  llrennlinien  kann  so  a'.isgesproclicii  «erden; 
Die  beiden  II  a n p t nor  ma  le  h e n e ii  eines  Punktes  einer 
FLäehe  «erden  von  allen  diesem  Punkte  unendlich 
nahen  Normalen  derselben  so  geschnitten,  dass  die  Kiil  - 
feniungen  der  Schnittpunkte  vom  gegebenen  Punkte 
der  Fläche  in  der  einen  llanptehene  gleich  dem  gröss- 
ten, in  der  andern  gleich  dem  kleinsten  Krrimmungs- 
halhmesscr  sind. 

Alter  die  Sätze  der  Theorie  der  Krfimmmig  sind  in  der  all- 
gemeineren Theorie  enthalten.  Den  Ilaiiptnormalschnitten  in  einem 
Flächenpiinktc  entsprechen  die  llaiiptehenen  und  die  Focaleheiien 
des  unendlich  diinnen  Strahlenhimdels;  von  ihren  Figensdiarten 
erhalten  jene  die  beiden,  stets  reell  und  zu  einander  normal  zu 
sein,  diese  die  andere,  die  schneidenden  unendlich  nahen  Strah- 
len zu  enthalten.  Den  Ilauptkrünimungsmiltelpunkten  entsprechen 
die  Crenzpmikte  und  die  Itrennpiinkte  des  unendlich  dünnen  liün- 
ilt'ls  lind  ihren  Flächen  die  l'lächen , F.,,  (Pj;  die  (Ircnz- 
llächen  erhalten  die  in  ihrem  Namen  ausgesprochene  Figenschalt ; 
die  Rrennilächeii  die  Figenschaft,  von  allen  Strahlen  des  Systems 
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Iciiif^iurt  zu  wenleii.  I)ic  lifidcii  scliöncn  Ki"cnscliaflen  dor  Flä- 
chen der  Iliuiplkrüinnunigseciitia,  dass  ilire  Uiiirisse  sich  stets 
ruclit>vinklig  schneiden,  von  vvelchcin  ihmkte  des  Itaunies  inun 
sie  auch  l)clrachteii  mag  und  dass  die  Hückkehmnvcn  der  ali- 
wickelharen  Flächen,  in  welche  die  Normalen  sieh  zusammen 
lassen  lassen,  geodätische  länien  auf  den  F'lächen  der  Ilauiitkrfnn- 
mnngsmitlelpnnkle  sind,  gehören  dem  System  tler  Normalen  einer 
F'läehe  speciell  an  und  fehlen  in  der  allgemeinen  Theorie.  Itie, 
Sehaarcn  von  F'lächen  0,,  0.^,  ß, , fallen  mit  den  Flächen 
tler  Normalen  tler  Krnmmnngslinien  zusammen.  Die  Normalen 
der  Kreis-  oder  Nahelpunkle  sind  I]aii|ilstrahlen  iles  Systems. 
Die  Finler’sche  rileichnng  ist  für 


in  der  allgemeinen  tilcichnng  des  Artikels  IGfi  enthalten.  Die 
dort  geführte  Untersuchung  liefert  ferner  für  ilie  Theorie  tler 
Krümmnng  den  Satz;  Wenn  man  an  zwei  nnendlich  nahen 
l’nnkten  einer  F'läehe  die  Normalen  zieht  und  ihnen 
ilie  hestimmtc  Länge  gieht,' in  «eie her  ihr  Drehirngs- 
winkel  gleich  einem  It echten  ist,  so  stellen  sie  ilie 
Ivrnmmnngshaihmesscr  der  Fläche  in  den  hei  den  nn- 
entllich  nahen  Punkten  für  tleii  durch  sie  gehenden 
N'ormalschnitt  dar.  Man  sieht  endlich,  ilass  tler  Ansilrnck 
lies  Dichtigkeitsmaasses  im  Artikel  165  auf  das  Ganss’sche 
Krümmniigsmaass  zurück  kommt. 
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III.  Kapitol. 

Familien  von  Flächen. 


169-  WiMin  die  r.k'iilimi;'eii  einer  kiii'vi* 

(.r,  >/,  z,  r, , e.,,  . . . r,)  = 0, 

W {x,  y,  z,  c, , Cj,  ...  c„)  = n 
u Pai'itnieler  oder  imbeHliiiiiiitc  CoiisUinteii  ciilliallen,  so  wird  die 
(airre  vollsläiuli^;  besliiiiint,  wenn  n diirdi  diese  l'aranicter  zu 
eiTfillciide  Gleieliungeii  gegeben  sind.  Wenn  dagegen  nur  («  — 1) 
(lleicliungcn  zur  Beslininiung  der  n Parameter  gegeben  sind,  so 
können  die  obigen  Gleichungen  unendlich  viele  Gurven  gleich- 
in.ässig  re|»räsenlieren,  und  dife  Vereinigung  aller  dieser  Gurven 
beslininil  eine  Fläche,  deren  Gleichung  durch  Elimination  der 
n Parameter  zwischen  den  ( « + 1 ) gegebenen  Gleicbnngen  — 
nämlich  den  (n  — 1)  llelationen  ninl  den  zwei  Gleichungen  der 
Giirvc  — gefunden  wird.  Wenn  z.  B.  die  beiden  obigen  Gleich- 
ungen eine  veränderliche  Gurve  bezeichnen,  deren  Bewegung  durch 
tlie  Bedingung  bestimmt  ist,  dass  sie  [n  — 1)  feste  Leitcniven 
stets  durchschneidet , so  ist  die  Bestimmung  der  erzeugten  Fläche 
ein  Problem  der  gedachten  Art.  Denn  durch  Elimination  der 
Veränderlichen  x,  y,  z zwischen  ilen  zwei  Gleichungen  der  ver- 
änderlichen Gurve  und  den  beiden  Gleichungen  einer  der  Leit- 
enrven  drücken  wir  die  Bedingung  ans,  unter  welcher  diese  Gnr- 
ven  sich  schneiden  und  erhalten  damit  eine  Belation  zwischen 
den  n Parametern;  mit  (n — 1)  Itelalionen  dieser  .Art  erhalten 
wir  die  Gleichungen  der  erzeugten  Fläche  in  der  angegebenen  Art. 

Wir  haben  im  1.  Bande  Artikel  109  f.  einen  specielleii  Fall 
dieser  allgemeinen  Aufgabe  behandelt. 
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FlHclieii,  rill'  ncidic  diu  Furiii  der  Functionen  (t>  und  V 
diu  nänilicbe  ist,  wurdun  als  von  dursulbun  Fainiliu  lie/eieh- 
nel,  wenn  auch  diu  diu  l'araniclur  verbindundun  (lleidningun  ver- 
sdiiudcn  sind;  d.  i.  wenn  z.  B.  dieselbe  verändurlidie  Cnrvu  mit 
versdiiedenen  Buihen  von  Lcilciirven  verbunden  wird,  so  sind 
alle  so  zu  erzeugenden  Flächen  als  zu  derselben  Familie  gehörig 
anzusehen. 

ln  versdiiedenen  wicbligen  F'ällen  können  die  Gleidiungen 
aller  zu  derselben  Familie  gehörigen  b’läehen  in  eine  einzige 
('■Icichung  vereinigt  werden,  wuldie  eine  willkfirlidic  Fnnctinn 
oder  mehrere  solche  Functionen  enthält;  die  rileidiung  jeder  iii- 
dividiielleii  Fläche  der  Familie  wird  dann  durch  Specialisierung 
der  Form  dieser  Functionen  erhalten. 

Wenn  wir  dieselben  durch  DilTerentiation  eliminieren,  so  ei- 
halten  wir  eine  partielle  Differenlialgleichnng,  die  allen 
F I ä c h eil  der  F a in i I i e g e m e i n s a m a n g e h ö r t und  gewöhn- 
lich der  Ausdruck  irgend  einer  geo nie t risc  h e n , allen 
Flächen  der  Familie  gemeinsamen  Kigenschart  ist;  sie 
leitet  directer  als  die  Functionalgleichung  zur  Lösung  für  einige 
Klassen  von  Anfgahen. 

170.  Es  ist  der  einfachste  Fall,  wenn  die  Gleichungen 
der  veränderlichen  Gurve  zw  ei  Goiistanten  einschlies- 
sen.  Denn  wenn  sie  nur  eine  Gon.staiite  enlhielten , so  würde  die 
Elimination  derselben  die  Gleichung  einer  hesliiiimten  Flächi',  aber 
nicht  die  einer  Fläcbenfamilie  liefern. 

Wenn  man  nach  einander  für  jede  dieser  Gonstanteii  auf- 
löst,  so  bringt  man  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  in  die  Form 


M = C,  , V — C-i, 


WO  ti  und  V hekannte  Functionen  von  x,  y,  z sinil. 

Wenn  diese  (lurve  eine  Fläche  erzeugen  soll,  so  müssen  die 
r, , Cj  durch  eine  gegebene  Kelation  vcrknüjdt  sein , die  von  der 
Form 


C^  = <P  (Cj) 

sein  wird;  indem  man  für  c,  und  Cj  ihre  Werthe  setzt,  erkennt 
inan,  dass  die  allgemeine  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  von 
der  Form 


ist. 


11  = 0 (r) 


Wir  können  in  diesem  Falle  auch  leicht  die  partielle  DilTe- 
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n’nlialyleidiuii;,'  liildnn,  welcher  von  allen  Flüchen  tler  P'ainilie 
j’cnii};l  «erden  muss.  Iteiiii  wenn  U = l)  eine  Flüche  der  Fa- 
milie darslellt,  so  kann  U nur  durch  einen  conslanlen  Faclor 
\on  M — fl>  (e)  verschieden  sein,  d.  h.  man  hat 
kU  z=  H — <P  (») 
null  durch  DilTemilialion 


, , , , fir 

r.- 


^ (lü  _ du 
dx  dx 

liehst  zwei  analogen  Gleichniigen  l'ür  die  Hillerentiale  nach  y und  z. 

liiirch  Idiiiiination  von  A und  <l>'  (t>)  erhüll  man  dann  die 
partielle  liiirereiilialgleiChniig  in  der  Deleriiiinanlenforni 


i 

u,. 

"l . 

, 

= 0, 

. 

(’2  , 

'3 

firznn 

u,. 

l\,  . . 

. für 

dU 

dü 

dü 

dx  ' 

' "‘lu’ 

~dt’  ■ • • 

•sein 

Falle 

sind 

H und  1 

^ uls 

llill'erenlialen 


gesetzt  sind,  li 

lioiien  der  Foordinalen  vorausgesetzt  und  die  elieii  gesrlirieheiie 
(ileiclinng  iiegründet  eine  llelalion  ersten  (irades  zuisclien  den 
dU  dU 
dx  ’ dy  ’ dz 
Wenn  die  (>leicliung  der  Flüche  in  der  Form 
z — <D  [x,  y)  = 0 
geschriehen  wurde,  so  wäre 

dU  dü 

^ ;ty  = - 

nach  den  schon  wiederholt  liezcichnelen  lledeiituiigen  von  p und  «/, 
und  die  partielle  Uill'erentialgleiclumg  der  Familie  würe  von  der 
l'orm 

Pp  + Oq  = /?, 

wo  P,  Q,  R hekannle  Fniirtionen  der  ('.oordinalcn  sind. 

Fiid  iinigekelirt  reprüsenlierl  das  Integral  einer  solchen  par- 
tiellen Itiiremitialgleirhiing,*)  welches  von  der  Form 


= 1 
» 1 » 

dz 


*)  Vgl.  (Jcorge  lioolo,  ,,A  Treatise  oii  differi-iitial  E<niatioii.s“  — 
t'aiiibi'i<tgc  185!l  — Kapiti-I  XIV,  insbosomlcrc  |i.  f. 
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u — <I>  («) 

isl,  "cornelriscli  eine  Fl.'iclic,  weldu^  (liircli  die  l>p««'j'nii>;  t-iiicr 
Fiirvn  von  den  rfleiclningeii 

« = q,  V = q 

orzciigl  wird. 

Pie  parliellc  nifTercnliidgleiclning  liietcl  da.s  einfaclisle  Millel 
dar,  uni  zu  itrüfeii,  oli  eine  gegeliene  Fläcln-  zu  einer  iMsliinin- 
len  Familie  geliilre.  Wir  lialien  nur  die  aus  der  rileirliung  der 
F'läclie  liervorgelienden  Werllie  von  , U.^,  f/'.,  darauf  zu  prüfen, 
ul)  sic  die  partielle  Pifferenlialgleieliung  der  Familie  identiseh  er- 
füllen; gcscliielit  diess,  .so  geliörl  audi  die  helradilete  Flädie 
dieser  Familie  an. 

171.  Wenn  gefordert  ist,  eine  s|)ecidle  Flädie  der  gege- 
lienen  Familie 

u = <J>  (r) 

iliirdi  die  Bedingung  zu  liestinimcn,  tlass  dicsellic  eine  ge- 
gebene Curve  entbaltc,  so  kann  die  Form  der  Fiinrlion  in 
diesem  Falle  gefunden  werden,  inilem  man  die  (ileidiungen 

II  ■=  r^,  V — Pj 

bildet  und  zwisdien  diesen  und  denen  der  festen  Ciirve  die 

(irössen  ar,  i/,  z eliminiert;  man  erhält  eine  Itelation  zwisdien 

e,  und  e.^  oder  zwisdien  tt  und  r,  wddie  die  lileidiiing  der  ver- 
langten Flädie  ist.  Pie  geomelrisdie  lledeuliing  dieses  Verfahrens 
bestellt  darin,  dass  wir  die  Bewegung  einer  veränderlidien  (’.iirve 

II  = e, , r = I-., 

diirdi  die  Bedingung  vorsdireiben , dass  sie  die  gegebene  feste 

(iiirve  innner  diirdisdnieidel.  Pann  sind  alle.  Piinkle  der  letzte- 

ren aiirli  Punkte  der  erzeugten  Flädie. 

172.  Ist  gefordert,  eine  Flädie  der  Familie 

II  = <I>  (ii) 

so  zu  bestimmen  .dass  si  e ei  ne  gegebene  F lä  e li  e u in  b ü Ile, 
so  wissen  wir,  dass  in  jedem  Punkte  der  Berüliriingseurve  die 
U^,  U^,  l\,  etc. 

dieselben  Wertbe  für  die  feste  und  die  innbüllende  Flärbe  be- 
sitzen. Wenn  wir  also  in  die  partielle  Pin'ereiilialgleidiiing  der 
gegebenen  Familie  für  f/, , Uj  ibre  ans  der  Cleidinng  der 
festen  Flädie  bestimmten  Wertbe  snbstiliiiereii , so  erballen  wir 
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fine  ('•leiclning.  welclic  für  jeden  Pnnkl  der  llerülirnngscnrvc  er- 
füllt sein  imiss  und  welche  daher  in  Verhindung  mit  der  Gleich- 
ung der  festen  Fläche  diese  Ciirve  bestimmt  Das  Problem  ist 
damit  auf  das  Vorhergehende  zurückgeführt,  welches  eine  Fläche 
der  gegebenen  Familie  durch  eine  gegebene  F.iirve  zu  legen  ver- 
langt. 

Diese  Theorie  wird  besser  verstanden  werden  durch  die  fol- 
gende Betrachtung  der  Beis|iiele  der  wichtigsten  Flächenfamilien 
der  hier  hes|n'Ochenen  Klasse,  d.  h.  derjenigen,  deren  Gleichungen 
in  der  Form 

« = ® (») 

ausgedrückt  werden  können. 

173.  Cy lind  rische  Fl ä dien.  Eine  cylindrische  Fläche  wird 
durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  erzeugt,  wenn  dieselbe 
ohne  Bichtungsänderung  fortschreitet.  Da  die  Gleichungen  einer 
geraden  Linie  vier  unabhängige  Gonstanlen  enthalten,  und  die 
Bestimmung  der  Bichtnng  zwei  dieser  Constanten  fcststellt,  so 
bleiben  nur  die  zwei  übrigen  unbestimmt  und  die  Familie  der 
cylindrischen  Flächen  gehört  zu  der  Klasse  von  Flächen,  welche 
in  den  letzten  zwei  Artikeln  betrachtet  wurden. 

Wenn  die  Gleichungen  der  geraden  Linie  in  der  Form 
X = -f  p,  y = mz  + q 

gegeben  sind,  so  dass  l und  m,  welche  die  Bichtnng  bestimmen, 
gegeben  sind,  und  wenn  die  Bewegung  der  Geraden  durch  irgend 
eine  Bedingung  geregelt  ist  — wie  dass  sie  sich  längs  einer  ge- 
wissen festen  (^urve  bewege  oder  eine  feste  Fläche  berühre  — 
so  begründet  diess  eine  Relation  zwischen  p und  q und  die  Gleich- 
ung der  Fläche  wird  in  der  Form 

X — Iz  = O [y  — mz) 

erhalten. 

Wenn  allgemeiner  die  erzeugende  gerade  Linie  der  Durch- 
sclinitLslinic  der  beiden  Ebenen 

öX  -|-  öy  -f-  er  = 0,  ax  + b'y  -f  cz  = 0 
parallel  bleiben  soll,  so  dass  ihre  Gleichungen  von  der  Form 
ax  by  cz  = a,  a'.v  b'y  -f-  c'z  = ß 
sind,  so  wird  die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  in  der  Form 
ax  -f-  6y  -F  er  = <J>  (a'x  -p  b'y  cz) 

erhalten. 
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IiulL‘ni  wir  in  liio  Glrirliun"  des  Artikel  171  für  u und  v 
die  Werllie 

ux  -i-  by  -{•  cz  und  ax  + b'y  + 
einführeD,  erhalten  wir  die  partielle  DifTerentialgleichung  der  Cy- 
linderfläclien 

{hc  — b'c)  Ul  + (ca  — ca)  U.^  + («&'  — ab)  U3  = 0, 
oder  nach  der  dritten  Aufgabe  des  Artikel  41  im  I.  Bande 
f/,  cos  a + cos  /3  + cos  y = 0 , 
wenn  a,  ß,  y die  Bichtungswinkel  der  erzeugenden  Geraden  sind. 

Wenn  wir  erinnern,  dass  i\,  U^,  den  Birhtungscosinus 
der  Normale  der  Fläche  proportional  sind,  so  erkennt  man,  dass 
die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gleichung  darin  be- 
steht, dass  die  Tan  geilten  ebene  der  Fläche  die  Rich- 
tung der  erzeugenden  Geraden  immer  enthält. 

Die  Hauptschnitte  und  zugleich  die  Krüinmungslinien  in  jedem 
Funkte  einer  Gylinderllächc  sind  der  Norinalschnitt  und  die  Fr- 
zeiigende;  die  eine  der  Hauptkrümmungen  i.st  gleich  Null. 

Beispiel  1.  Man  soll  die  rdeiclmng  des  Cylindcrs  licslimincii,  de.ssen 
Krzeiigeiidc  parallel  zu 

X = lz,  y = tnz 

sind  und  welcher  die  ebene  Curve  • 

s = 0,  <l>(a-,y)  = 0 

zur  Leitcurve  hat. 

A u n ö s u n g. 

0 (x  — Iz,  y — mz)  = 0. 

Beispiel  2.  Man  soll  die  (ileicliiing  des  liylinders  lieslininien,  dessen 
Frzeiigeiidc  zur  lliirehsclinillslinie  von 

ax  -j-  iy  -|-  c;  = 0,  a'x  -(-  b'y  + c'z  ---  0 
parallel  i.st  lind  die  Schnittlinie  von 

ax  ßy  yz  — i> , F (ar,  1/,  z]  = n 

zur  I.eilriirvc  hat. 

.Man  löse  die  rileichnngen 

ax  -f-  by  + cz  = u,  a'x  + b'y  cz  = v,  ax  ßy  + yz  = 6 
für  .r,  y,  z auf  und  snlisliluiere  die  erhaltenen  Werthe  in  die  üleiehnng 
F (x.  y.  z)  = 0. 

Beispiel  :l.  IHe  Gleichung  des  l'.ylinders  zu  he.sliniinen . dessen  Kr- 
zeiigende  die  Riclilnngseosinus  /,  m,  n halirn  und  dessen  l.eitrnrve  die 


Digitized  by  Google 


Iliirclisclinillsliiiip  der  Fläclicii 

u =0,  V = 0 


isl. 

Hie  Kliiniiialioii  kann  zwerkinnssif,'  folf'endermasscn  vollzogen  wer- 
den: Wenn  .r',  ?/,  '1'''  Foonlinalen  des  l'iinkles  sind,  in  dem  10110  Kr- 

zengende  des  Cylinders  die  Leitenrve  sriineidel , w.älireml  a:,  y , z die 
Cmirdinalen  eines  lielieliigen  1‘nnkles  derselben  Krzengenden  sind,  so 
gellen  die  Itelnlimicii 

X — x'  y — y 2 — z 

l m ZI  ’ 


lind  wenn  5 den  gcinoins,nnien  Werlli  dieser  Onolienten  liezeiclinel,  so  isl 

X = X — / 5 , y = y — ^ . 2^  = 2 — « 5. 

Iliireli  die  Snbslilnlion  dieser  Werllie  in  die  fileicliiingen 

t;  = o, 

denen  die  x',  y , z gelingen  innsseii , erhrdl  man  zw'ei  Gleiclinngen , zwi- 
schen wi'lclieu  0 eliminicrl  werden  kann.  Hie  llesiillanlc  isl  die  (ileicliniig 
des  Cylinders. 

Jlrispifl  1.  Heil  Cylinder  zu  liestinmicn , dessen  Eiv.eugenden  die 
ISieliInng.scosinns  I,  m,  n eiilspreelien  und  welcher  die  Fläche  zwciler 
llrdiiiing 

+ Ihß  + (72^  = 1 

iimlinlll. 

Nach  der  |iarlielleii  Hillereiilialgleicimng  isl  die  llenlhriingsenrve  der 
Hiirelisehnill  der  Fläelie  mil  iler  Khene 


Alx  Thny  ('uz  ==■  0. 

Indem  man  dann  wie  im  h'lzlen  Heispiel  verlTdirl , crhäll  man  die 
liieiclinng  des  Cylinders  in  der  Form 


(,f/i  + /;„,z  + r«2)  (Ax^  + /;y-‘  -f  Cz-'  -l)  — {Alx  -f  rimy  + ('nz)'‘. 
Allgemein  fni'  ilii'  Cleielning  der  l'läehe  zweiler  llrdming 


<I>  {x,  y.  z)  r-r  I),  (K.-rO) 

und  die  iliehlnngsrosiiins  /,  in,  1/  isl  ilie  Cleiehniig  des  unihiilleiiden  Cy- 
liliders  durch 


; -F  m‘ — + H-’  .,  -f-  •.>/;»  + >mu 

^ ily‘  ilz-  ilxily  <ly‘lz 


c/a-^ 


-j-  'iiil 


,Pu 


ilzilxf 


llz 
In 

f i7.e 


i/'!"  + ;;  +„ 


gegehen. 


flu 

•ly 


flu  ( - 
fiz  f 


171.  Cnnisrlie  oder  Kegell'lrielieii.  Kegelllndieii  wer- 
den erzeiigl  diircli  die  lleiiegiing  einer  geraden  l.iiiie,  welelie 
Siels  dnreli  einen  feslen  Piiiikl  gehl.  Indoin  wir  ausdriirken,  d.iss 
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tlie  r.tinnlinalcii  dieses  l’niiktes  den  (ileicluingen  iler  geraden  Linie 
gelingen,  criialten  wir  zwei  Ftelalionen  zwischen  den  \ier  Con- 
slanlcn  der  allgemeinen  ('■leicliuiigen  der  geraden  Linie.  Da  somil 
die  (lleicluingen  der  erzeugenden  Linie  nur  zwei  iinbeslinnnte 
Conslanten  enllialten,  so  ist  das  l’i  ohlein  von  der  iin  Artikel  170 
disenlicrtcn  Klasse. 

Seien  die  (ileielningcn  der  erzeugenden  Linie 
ar  — ß //  — ß ' — y 

/ i/i  II 

wo  a,  ß,  y die  bekannten  Coordinalen  des  Scheitels  des  Kegels 

lind  /,  m,  II  den  Rieblnngscosinns  der  erzengenden  ricraden  |iro- 

|Hirtiinial  .«ind;  so  enthalten  diese  tlleichnngen , obwohl  dem  Sebeine 

nach  drei,  in  Wahrheit  nur  zwei  nnbcstimmle  Lonstanlen,  weil 

.sie  mir  die  Verhrdtnisse  der  (Irössen  I,  m,  ii  bestimmen. 

Schreiben  wir  die  (ileiclningeii  in  der  Form 

X — (I  l y — ß m 

z — y ii'  z — y n' 

So  sehen  wir,  dass  die  Hedingiingeii  des  Problems  eine  Relation 

zwischen  — und  — begründen  müssen  und  dass  daher  die  Rleich- 
n n 

iiiig  des  Kegels  von  der  Form 

= o Ol- 

J — y \z  — yj 

sein  wird. 

Man  erkennt  leicht,  dass  diess  gleicbbedeiitend  ist  damit, 
dass  die  (ileicinmg  des  Kegels  eine  liomogcne  Function  der  drei 
(irösseii 

X — • K , 1/  — ß,  z — y 

sei;  man  kann  diess  auch  direct  ans  der  Remerknng  schliessen, 
dass  die  Redingungeii  des  Problems  eine  Relation  zwischen  den 
Ricbtiingscosinns  der  lieneratrix  begründen  müssen  und  dass  eine 
solche,  da  diese  (iosinus  durch 

, etc. 

+ m‘,  n*) 

ansgedrückt  sind,  notliw endig  eine  homogene  Function  von  /,  m,  n 
lind  daher  von  den  zn  ihnen  [iroportioiialen  (irössen 
X — a,  y — ß,  z ~ r 

sein  wird. 

Salmoii,  Aii^l,  Raumes  II.  J 
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Wt'iiii  der  Sclieilel  des  Kegels  im  AMr;mgs|nmkl  der  C.oordi- 
iialei)  liegl.  so  ist  seine  (ileicliimg  von  der  Form 


oder  sie  ist  eine  linmngone  Fnnelion  von  o’.  »/,  r. 

lUe  partielle  nilVercnlialgleirliimg  \vird  gi-liinden,  indem  man 
in  die  (lleirlmng  des  Artikels  170 

X — n ;/  — fi 

~ z — y'  ~~  z — y 
snlistitniert  und  ist  daliei'  um  liinelieii  liel'reit. 


It 


/■,  . 
0 . 
{z-y\. 


— ß) 


oder 


c)  - 


<iu  . , , <u: 

ß)  + (^-y)  ,,7 


Sie  drnckl  oll'eniiar  ans,  dass  die  Tangenteiieliene  in  jedem 
l’mikte  iler  Flärlic  durch  den  festen  Punkt  (a,  ß,  y)  gehen  muss. 

Iin  Ai'likel  117  (Beispiel  12)  des  ersten  Bandes  ist  die  Me- 
thode zur  Bildung  des  ilher  eiiuT  gegebenen  Cnrve  stehenden 
Kegels  lind  im  Artikel  10  dieses  Bandes  die  zur  Bildung  der 
(ileichnng  desjenigen  Kegels  gegeben,  «clrlier  eine  gegebene 
Flärbe  uinhrdlt. 

• Die  liauplscbnitte  einer  Kegellläcbe  sind  die  Fi'zeugende  des 
Ihinktes  und  der  zu  ihr  nnrnialc  ünerschnitt.  Hie  Krüinmungs- 
linieii  sind  die  Frzeiigenden  und  ihre  orthogonalen  Ti'ajeelorieii. 
Iieisi>ii'l.  Für  die  Oleiehung  der  KIrielie  zweiter  Ordiiinig 


® (•-«:,  V.  •)  = 0 

ist  die  tileicliinig  des  innhüllendeii  Kegels  vom  Selieilel  (n,  ß,  y)  für  die 
Hrzeirliiimig 


■-»  + l>/  — ft 


ß,  y)  — u 
.,  </■*« 
lß‘ 


+ 


d‘u 


+ - (-r  — n)  (i/  — ft 

+ - (*—  y)  {■»'—«) 


d'-ii 
det  dß 
«f-'H  ) 
dyd«  I 


+ 


du 

du 


+ (y-ft 


•-*  (.'/—ft  {’  — y) 


tl'U 
f/|3  dy 


(-— r) 


du  ^ '■* 
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175.  r.onoiiiriäclioii.  Dieselben  werden  durcli  die  Bewe- 
gung einer  gerailen  Linie  erzeugt,  die  eine  fe.sle  Aelise  stets 
selineidet  und  zu  einer  festen  Kbene  immer  parallel  bleibt.  Diese 
itedingungen  lassen  zwei  von  den  vier  Constanten  in  den  allge- 
meinen ('•leiebungcu  der  lleraden  nidiestimmt  und  diese  l'läelien 
gehören  daher  zu  der  im  .Vrlikcl  170  belrarlilclen  Klassr'. 

\\enn  die  Aelise  die  DnrebselinitLslinie  der  Ebenen 
« = 0,  (3  = 0' 
i.st  lind  die  Erzeugende  der  Ebene 

7 = 0 

parallel  bleibt,  .so  .sind  die  rileicbnngen  der  Erzeugenden 
ti  = e,fj,  y = r., 

und  die  allgemeine  r,leiebnng  der  Eonnidiläeben  ist  ofl'eiibar 


In  derselben  Art  lindet  man  die  allgemeine  t'ileirlmng  der 
Eläfben,  welelie  dnreb  die  ltev\egnng  einer  Geraden  längs  zweier 
festen  geraden  Linien 

n = 0,  (3  = 0;  }'  = tl,  (5  = 0 
enfsteben,  in  der  Form 


Die  partielle  Dillinentialgleielinng  der  C.onnidnäclien  ist  narb 
Artikel  170 

u,  . r,  , 

ßit,  — |3,r(,  — ß.,a,  (3«.,  — ß.,a  = 0. 

'/i  . ri  . }’:t 

wo 

«f  = «,.r  -|-  a.,t/  -|-  -j-  «r,,  ete. 

sind.  \Vir  b(‘m(n'ken.  dass  die  linke  Sidte  dieser  rib'irbnng  als 
die  Dilfenniz  zweier  Determinanten  darstellbar  ist,  .so  dass  sie 
wird 

ß " (v,ß!r:i)  — 0. 

Diese  Gleirlning  kann  anr.b  direct  abgeleitet  weiabm,  indem 
inan  aiisdrnckt,  dass  die  Tangentenebene  in  irgend  einem  Punkte 
der  Fläebe  die  Erzeugende  entlifilt,  so  dass  die  Tangentenebene 

10^ 
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eines  Punktes  der  Klficlie,  die  durcli  ilin  gehcmlc  Parallelebeiie 
zur  Direclorebene  nnd  die  dnrrh  ihn  und  die  Aclise  gelegte  Ebene 
(i'ß  — aß"  =r  0 

eine  gemeinscbariliclic  Unrchscbnillslinie  liabcn.  fiie  Elemente 
der  oben  geschriebenen  Determinante  sind  die  Coeflirienten  von 
a-,  y,  z in  den  Gleicliungen  dieser  drei  Ebenen.  Diejenigen 
(ionoide,  vvciclien  man  in  den  Anwendungen  am  bäurig.stcn  be- 
gegnet, sind  gerade,  d.  h.  die  feste  Achse  oder  Direclrix  ist  nor- 
mal zur  festen  Directorebene. 

Wenn  man  für  diesen  Fall  die  Directrix  als  Aclise  z und  die 
Directorebene,  als  Ebene  .ry  wählt,  so  wird  die  Fnnctionalgleich- 
ung  der  Fläche 

ij  = xO  ii) 

lind  ihre  partielle  Dilferentialgleichung 


X 


(W 

(Ix 


+ y 


dU 

dy 


= 0. 


Die  Linien  grösster  Neigung  werden  in  diesem  Falle  in 
Kreisen  projiciert;  denn  in  Folge  der  eben  geschriebenen  partiel- 
len Differeutialgleichnng  wird  die  Gleichung  des  Artikels  140 


in  die  Form 


(Ix 


(ly  = 0 


xdx  -j-  ydy  0 


gebracht,  welche  eine  Ileihe  concentrische  Kreise  repräsentiert. 

Das  Nämliche  erkennt  man  auch  geometrisch,  denn  die  Ni- 
veaulinien sind  die  Erzeugenden  des  Systems  und  da  sie  in  eine 
Ileihe  von  Strahlen  aus  dem  Anfangspunkt  projiciert  werden,  so 
sind  sie  dnrrh  die  Ileihe  concentrischer  Kreise  orthogonal  ge- 
schnitten. 

Beispiel  1.  Die  Cleicliiing  des  geriiilen  Cunoids  zu  linden,  wedches 
dnrrh  die  Achse  der  : und  durch  eine  ebene  Gnrve  von  den  üleichnngeii 


x=  n,  F {y,  z)  = n 

hesiininil  ist. 

Indem  wir  a,  y,  z zwischen  diesen  tileiehungen  nnd 


y = e,.r,.  z = r.^ 

eliniinieren , erhallen  wir 

F (c,fl,  Cj)  = 0 
oder  die  verl.nugle  tileiehnng 
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Isl  di»!  feslc  Ourv«  ein  Kreis 

x = a,  y’  + ;-  = r-, 

so  isl  die  (iloicluing  der  Fläche  (Cono-cutieiis  von  Wallis) 

«y  + = r'o;*’. 

Sic  liegt  zwischen  den  Ehenen 

z — + r, 

ihre  Tangcnleuehcne 

fx-i  4-  — (r-  — = xh‘‘, 

schneidcl  dii‘  Fläche  in  idnor  Erzeugenden  und  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung. 

Ha  die  ersten  lliirerentiah’  dcrsclhen  für  x = //  = 0 unahhängig 
von  z verschwinden,  so  ist  die  Achse  der  z eine  singuläre  Linie  in  dieser 
Fläche.  Iler  Tangcnlcnkegcl  eines  in  ihr  gelegenen  Punktes  wird  nach 
den  Werthen  tlcr  zweiten  nillcrentinh|uolientcn  durch 

— (c*  — x’'  = 0 

dargeslellt,  d.  h.  er  degeneriert  in  ein  Ehenenpaar. 

Beispiel  'i.  Sei  die  Leitcurvc^  eine  Schrauhenli^ic  und  die  gerade 
liireelrix  die  Achse  ihres  Eylinders.  llas  gerade  C.onoid  ist  die  untere 
Fläche  einer  Wendeltreppe  oder  cs  hildel  die  llachgängige  Schrauhe. 
Seine  Oleichung  ist  iin  1.  IleispicI  des  Artikel  100  gegeben. 

176.  IJiTidreliungsriäcIien.  Es  ist  die  Fiindanicnlaleigeii- 
sdiaft  einer  Umdrchuiigsllriclie,  dass  jeder  zu  ihrer  Achse  nnrnialc 
ebene  Qiiersehnilt  ein  Kreis  ist,  dessen  Centnnn  in  der  Achse 
liegt,  oder  ans  inehrcren  solchen  Kreisen  besteht  (Parallelkreise). 
In  Folge  dessen  kann  man  eine  solche  Fläche  betrachten  als  er- 
zeugt durch  die  Denegnng  eines  Kreises  von  veränderlichein  llaih- 
niesser,  dessen  Centnnn  eine  feste  gerade  Linie  (Achse)  dnrcli- 
länft,  während  seine  Ebene  stets  zu  ibr  norinai  bleibt. 

Sind 

X — ti  y — ß z — y 

l m n 

die  (jleicbungen  der  Aebse,  so  kann  der  erzeugende  Kreis  in 
irgend  einer  seiner  Lagen  dargestelll  werden  als  der  Durchschnitt 
der  zur  Achse  normalen  Ebene 

Ix  my  m — c^ 

mit  der  aus  irgend  einem  festen  Punkte  der  Achse  beschriebenen 
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Kugel 

(j;  — «)'•*  + (y  — ßr  + {:  — ?’)'  = 

Da  diese  Gleicliiiiigeii  zwei  unl)eslinimlc  Gonslauleii  eiillial- 
leii,  so  ist  das  l’roldem  von  der  im  Artikel  170  lielrarlileleii 
Klasse  und  die  rileichuiig  der  Fläelie  muss  von  der  Form  sein 
(x  — «)■  + {y  — ßi'  + (‘  — y?  = <P  (/x  + iiiy  + tn). 

Isl  die  Achse  der  i die  l'nidreliungsachse  mul  wählen  wil- 
den Anfangs|)unkl  der  Coordinalen  als  den  Punkt  (a,  ß,  ;>),  so 
wird  diese  Gleichung  in  die  Form 

+ !/^  + I-  = ® (i).  oder  : =:  V (x’  + y-’) 


fihergeführl. 

Die  partielle  Dinerenlialgleichung  isl  nach  der  Formel  des 
Artikel  J70 


/ . 


t a : 


0. 


oder 


jx  — tf,  y — ß,  I—  l’l 


{">  (--/)  - « iM-ß)}  + {« ''1^ 

+ {<(y—ß)  — (•»^— »)}  ‘‘f.  = 6. 

und  für  die  Aclise  der  i als  läiidiehungsachse 
iW  dU 

y — X = 0. 

dx  dy 

Sie  drückt  aus,  dass  die  iNormalc  der  Fläche  stets  die  Achse 
dersellieii  durchschneidet.  Denn  wenn  wir  die  Dedingimg  atis- 
ilrückeii  wollten,  unter  welcher  die  beiden  Geraden 
.»•  — « y — ß 2 — 

” 7 “ m ‘'Tr“’ 


X — x'  y — y'  _ z — z' 

£<i  L.J  t'j 

sich  durchschneiden , so  können  wir  die  gcnieinschallliclicn  Werthe 
dieser  Itrüche  respeclive  durch  0,  5'  bezeielinen.  Inileni  wir 
aller  für  x,  y,  z auflösen  und  die  aus  den  Gleichungen  jeder  von 
beiden  Geraden  erhaltenen  Werthe  einander  gleich  setzen,  er- 
halten wir 


n 01  = .r  + C\0',  ß -j-  Om  =zij'  + U./,  y + On  = i'  -|-  U.  r/ 
und  daraus  durch  Fliinination  von  0,  0'  die  Determinante 
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— >0.  • 


r..  . i 


m . 


/ 


lUi!  Krfiriiiiiuii{,'sliiiieii  sind  der  Meridian  und  der  l'arallrl- 
kreis  des  !*nnkU-s;  die  llauptkrüniinnngshallMni'Sser  der  kriini- 
innngshalbmesser  des  Meridians  und  der  von  der  Achse  l)egren/le 
Tlieil  der  Normale  des  l'nnktes. 

177.  Die  Gleiclnni"  einer  Fläche,  welche  durch  die  Fni- 
drehung  einer  gegebenen  Gnrve  nin  eine  feste  Achse  erztmgt 
wird,  lindel  inan  nach  .Artikel  171  dniTli  Elimination  von  x,y,z 
zwischen. den  Gleirhnngen 

Ix  + mtj  + «;  — (/,  [.v  — ci}-  + {y  — ßr  + (i— y)-  = r, 

und  den  beiden  Gleichungen  der  Cnrve,  indem  inan  sodann  t<  und  r 
durch  ihre  Werihe  ersetzt. 

Wir  haben  ein  lleispiel  dieses  VeiTahrens  im  ersten  llande 
Artikel  117  gehabt  und  wählen  als  ein  weiteres  die  Anrgahe:  Hie 
Gleirhnng  der  Fläche  zu  hestiuimeii,  welche  durch  Fmdrehnng 
eines  Kreises 


um  eine  in  seiner  Ebene  gelegene  Achse  s erzengl  wird. 

Indem  man  ' 

z = II,  + y'^  = V 

.setzt  lind  zwischen  diesen  Gleicluingen  und  denen  des  Kreises 
eliminiert,  erhält  man 


{/  V — «}•  + n’  = r*  oder  + y*}  — «}*  + = /•', 

oder  von  der  Wnr/elgrösse  helVeit  (Artikel  30,  Beispiel  l 
(a:’  + y'  + z-  + — ;•*)*  = l<r  (a:-  + 


lind  man  erkennt,  dass  ihre  Gestalt  verschieden  ist  liir  die  Vor- 
aiissetz'.i  Ilgen 

« I r. 

Wenn  der  rotierende  Kreis  die  Achse  nicht  schneidet  («  > r), 
so  ihnl  diess  auch  dicss  auch  die  Fläche  seihst  nicht,  sie  hat  die 
F’orm  eines  llingcs,  der  die  Achse  frei  niiiscldiesst.  Schneidet 
der  Kreis  die  Achse,  so  erzeugen  die  .Segiiieiite,  in  welche  er 


y = 0,  (a-  — ii)'^  + 


Itie  Fläche  liegt  zwischen  den  Ehenen 
i i r, 


V 


— ;>1S  — 


illirdi  sic  zerlegt  wird,  vcrsrhiedriic  .Mäiilcl  der  Flüt he,  indem 
sic  die  Aclisc  in  l'ntikleii 

scliiicidcn,  welche  Kiiülci)|)Mnklc  der  Fläche  sind. 

Die  Schniltc  der  Itiiiglläche  durch  der  .\chse  |i;ir;dlele  Fhe- 
neii  sind  durch  Fiurührung  von 

y = consl. 

in  die  vorige  (ilcichnng  ausgedi  hckl  und  ihre  (jleichnng  kann  so- 
lorl  in  die  Form 

SS'  = consl. 

gelnachl  werden,  wo 

S = 0.  s'  = 0 

Kreise  hezeichnen;  es  sind  Lemniscalen  ver.sc,hi(nlener  .\ii.  .Man 
erkennt  geometrisch,  dass  die  von  der  .Vchse  sich  enHeriiende 
Schtnltehene  zuerst  die  Fläche  in  zwei  gelrennlen  (Ivalen,  dann 

in  dem  Augenhiieke,  wo  sie  die  Fläche  hernhi  t \y  ==:  « »•)  in 

«•iner  Fnrve  mit  einem  nopiiel|)unkle,  der  l.einni.srale  von  Iter- 
nouilli,  weiterhin  in  einer  cinrach  ge.schlossenen  Ciirve  schneiilel. 
llcispid  1.  l!e.st,ätige , das.s 

+ y'  + r* 

eine  llnnh-elnnig.slläche  dar.slelll. 

Ihc  Achse  der.selheii  i.'^l 


/tt'is/iirl  2.  Welches  ist  die:  (deiclimig  (iner  rindrelnnigsllaehe 
deren  Acli.se  die  Achse  i ist  tntd  w.delie  das  Itolalionsellijisoid 


+ (y~ß)- 


+ 


inidii'illl? 

Sie  ist 


l r'P  + h_  + ./’) } (z~ 

+ --2  = '• 

17S-  Man  kann  auch  voran.ssetzen , dass  die  l'unkle  einer  er- 
zeugenden (.nrve  sich  anl  Krei.sen  Inwvegen,  deren  Cenira  in  einer 
le.sten  Geraden  liegen,  die  zu  ihren  Ebenen  nicht  normal,  son- 
dern unter  einem  conslanlen  Winkel  geneigt  ist. 

Sind  dann  /,  w,  « die  Ilichtnngscosinus  der  Achse,  ;i,  jtt,  e 
die  (ler  Kreisehenen , so  gcdlcn  fiir  r als  den  Ilalhmesser  eines 
Krei.ses  und  c als  den  Ahsland  seines  Eenlrums  von  einem  lesien 
Anrangspunkt  (o,  ß,  y)  i„  der  Achse  die  Gleiciinngen 
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r‘={x—af-\-iy  — fi‘-¥[z—yY—2ef^l{x—u)-\-m (y  — (3)  + ;i (t — 7] } . 
\{x  — n)  + y{y—  ß)  4-  >'(:— 7)  = c (/A  + my  + wi'). 

Aus  iliui’t)  critält  man  dunli  JtinctTiilialioii 

(.f  — « — el)  dx  + — ß — cm)  dy  + (1  — 7 — rn)  dz  - 0 , 

I dx  + II  dy  + i>  dz  ~ 0 , 

so  ilass  dx,  dy,  dz  zu 

{~  — y)  — viy  — ß)  + e (hm-  — ny) . 

V {x — »)  — A (i  — 7)  + c {iii.  — h'), 

A (y  — ß)  — fl  (x  — a)  c {ly  — mk) 

ri‘S|)«M'live  |)ro|iorlional  sind  und  in 

U ylx  V.,dy  U-^dz  = 0» 

iitder  Iti-ind/un^'  von 

c = ^ ~ ''  ~~  + J'  * ' ~ 

Ik  my  -j-  "V 

•uiigpsetzl  die  Itilleronlialgleicliiing  der  rainilie  soldiiT  Klraltfii 
ergelien. 

Für  k = l , y = III , V = II  komnil  inan  auf  die  (ileicliuug 
des  vorigen  Arlikcds  zurück. 

Man  erliäll  daraus  inil  Leirliligkeil  z.  li.  die  llesliniiiiung 
<lcr  Lage  der  Kreissclinille  der  Flächen  zweiten  Lrades  und  liat 
hier  die  lie/.ügliche  rieneralioii  derselhen. 

170-  nie  Fläclienraniilien,  welche  wir  helrachlel  haben , sind 
die  Iteaclilenswerlhesten  unter  denen,  deren  Gleicliungen  in  der 
|■’orln 

II  = fi>  (p) 

ausgedrückl  werden  können. 

Wir  gellen  zu  dem  Falle  weiter,  wo  die  Gleiehiingen 
der  erzeugenden  Ciirve  mehr  als  zwei  willkürliche 
l‘a  ra  m e t er  en  t ha I len. 

|la  wir  immer  mit  Hilfe  der  sic  verhindenden  Gleichungeu 
alle  diese  Parameter  in  l'iinction  eines  unter  ihnen  darstcllcn 
können,  .so  Idssen  sich  die  rdeichiingen  dei'  erzeugenden  (äirve 
in  der  Form 

F y,  z,  c,  <p  (c),  ifi  (<•),  . . .|  = 0, 
f { a:,  y , i , c,  (p(c),  ifi  (c),  . . . ^ = 0 
setzen  und  die  (ileichung  der  erzeugten  Fläche  wird  erhalten. 
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itiileiii  niuii  zwischen  ilineii  die  (irüsse  c eliminiert.  Und  wie 
schon  früher  gezeigt  ist,  alle  Flächen,  für  welche  die  Form  der 
Functionen  F,  f dieselbe  ist,  gleichgültig  wie  die  F'orinen  der 
Functionen  9>,  lg,  ..  . sie  unterscheiden,  werden  als  zu  derselben 
Familie  gehörig  bezeichnet. 

Da  aber  oflenhar  die  Kliniination  von  c nicht  vollzogen  wer- 
den kann,  idine  dass  bestiinnite  Formen  der  Functionen  97,  tg,  ... 
festgesetzt  werden,  so  ist  es  nicht  iin  Allgemeinen  mög- 
lich, eine  einzige  Fiinctionalgleichung  zu  bilden, 
welche  alle  Flüchen  der  Familie  umfasst;  wir  können  sie 
nur  durch  ein  1‘aar  von  (ileichnngen  darstellen,  aus  denen  eine 
Constante  zu  eliminieren  bleibt. 

Wir  können  aber  die  willkürlichen  Functionen  durch  Dilfe- 
rentiation  eliininieren  und  eine  |iai  tielle  Differentialgleich- 
ung ei'halten,  die  allen  Flächen  derselben  Familie  ge- 
meinsam ist.  Die  Ordnung  dieser  tileichung  ist,  wie  gegen- 
wärtig hewie.sen  werden  soll,  der  Anzahl  iler  willkürlichen  Func- 
tionen tp,  lg,  ...  gleich. 

Es  ist  dabei  zu  bemerken  wichtig,  dass  im  Allgemeinen  die 
Ordnung  der  partiellen  DilTerentialgleichung , welche  man  dnrcli 
Elimination  einer  Anzahl  willkürlicher  Functionen  aus  einer  Gleich- 
ung erhält,  höher  als  die  Anzahl  der  eliminierten  Functionen  ist. 
Wenn  z.  B.  eine  Gleichung  zwei  willkürliche  Functionen  (g,  vg 
enthält,  so  liefert  die  Dillerentiation  nach  x,  y,  die  wir  als  un- 
abhängige Veränderliche  anseheii,  mit  tier  Originalgleichung  ein 
System  von  drei  (ileichnngen  mit  viel-  unbekannten  Functionen 
97,  lg,  97',  lg'. 

Die  zweite  Dilferentiation  d.  h.  eine  zweifache  nach  x,  eine 
solche  nach  y,  eine  nach  x und  y in  Succession  — giebt  uns 
drei  neue  Gleichungen  und  es  ist  im  Allgemeinen  nicht  möglich, 
die  sechs  Grössen  97,  ig,  97',  tg',  <p",  tg"  unter  den  sechs  Gleich- 
ungen des  Systems  zu  eliminieren.  Wir  müssen  daher  zur  dritten 
Ditferentiation  schreiten,  um  die  Elimination  vollziehen  zu  können. 

In  derselben  Art  findet  man  leicht,  dass  die  Elimination  von 
n willkürlichen  Functionen  die  (2 71  — l)  fache  Dillerentiation  er- 
fordert. Und  wenn  im  gegenwärtigen  Falle  die  Ordnung  der 
Dilferentialgleichung  geringer  ist , so  entspringt  diess  daraus,  dass 
die  zu  eliminierenden  Functionen  sämmtlich  Functionen  der  näni- 
liclien  Grösse  sind. 
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180.  lJn>  (licss  naclizu weisen,  ist  es  geeignet,  den  speeiellen 
Fall  zuerst  zu  l)etraclilen,  in  weleliein  eine  Familie  von  Flächen 
durch  eine  einzige  Funrlionalgleichung  dargestellt  werden  kann. 

Dicss  wird  dann  statinudeii,  ueiiii  es  inüglich  ist,  durch 
Cond)ination  der  ('ileichiingcn  der  erzeugenden  Curve  eine  der 
Constanten  so  zu  trennen,  dass  die  (ileichungen  ilie  Form 

u — c^,  F (x,  y,  z,  c, , C.J,  . . . c„)  = 0 

ei'halten.  Indem  man  dann  mittelst  der  Hedingungsgleiclnmgen 
die  ührigeii  Cunslaiiteii  in  Function  von  c,  ausdrückt,  erhält  man 
das  Eliminationsre.sultat  in  der  Form 

F >a-,  y,  z,  u,  tp  («),  («),  . . .}  =0. 

Wenn  nun  durch  1/,  das  nilTcrenlial  der  ('•leichung  der  Fläche 
nach  .c  und  durch  das  in  der  Vorausselzimg 

M = const. 


gebildete  Dillereutial,  mit  U^,  F^,  ...  aber  die  eiits|irecheiiden 
Itillereutiale  nach  y und  z bezeichnet  werden,  so  gelten  die  tileich- 


t'i  = 


,,  , 

+ dü 


U.  = 


= 


^3  + «3. 


(ileicliimgen,  in  welche  die  derivierten  Fnnctioiien  q>' , tp' , . . , 
dF 

nur  in  das  tilied  eiiigehen,  aus  denen  sic  daher  mit  diesem 
di( 

sämmtlich  zugleich  eliminiert  werden  kömien.  Mau  erhält  so  die 
in  L\,  U.,,  L\  homogene  Gleichung 

|l',.  l’.. 


1 • 


/r  I 

F^,  F,^  = 0, 


“1  . «j  , "a 

welche  nur  die  ursprünglichen  Functionen  tp,  rg.  ...  enthält. 
Bezeichnen  wir  sie  durch 

F = 0, 

SU  keinnen  wir  in  gleicher  Weise  die  neue  Gleichung 
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u^,  u, 
y\ 


F,. 

K|  . »,  , «3 

liilticii,  Wfldi«  aiisscr  tk'ii  ursprünglidicn  cp,  ijj, 


ki'iiie  «ill- 


lu'irlidien  Fmii-Iioneii  untliäll , in  die  aber  in  F, , Fj,  F^  die 
/.weilen  I)i(rcrenli;di|nolienlen  von  U eingclien. 

Ans  dieser  Gleidiiing  können  «ir  in  derselben  Art  eine  neue 
bilden  nnd  so  fortfabren,  l>is  wir  ans  der  Ueibe  der  so  gebiltle- 
len  Cleidiungen  — wenn  die  lel/le  von  ibnen  von  der  o""  Ord- 
nung der  DifTerenlialion  isl  — tlie  ii  FniKlionen  q),  cjj,  . . . eli- 
minieren können. 

Wenn  wir  die  letzte  dieser  Gleicbnngen  nnterdrncken , so 
können  wir  die  willkfirlidien  Fnnclioneii  alle  bis  auf  eine  elimi- 
nieren und  können  je  nadi  unserer  Wald  der  /n  bewabrendeii 
Function  n versebiedene  Gleidiungen  der  («^1)''’"  Ordnung  er- 
balten, von  denen  jede  eine  willknriidie  Function  entbfdt.  Sie 
sind  die  ersten  Integrale  der  endlidien  Itiirercnlialgleidnmg  der 

»/'^■"Ordnung.  In  derselben  Art  können  wir  ” Gleicbnngeei 


der  zweiten  Ordnung  bilden,  deren  jede  zwei  willkfirlicbc  Functio- 
nen entbrdt,  u.  s.  w. 

181-  Wenn  wir  a:  und  >/ als  die  imabbängigen  Veranderlicbcii 
betrarblen  nnd  wie  gewöbnlicb 

dz  :=  jidx  '/dy.  dp  ■=.  rd.v  -f-  fdy,  etc. 
scbreiben,  so  kann  der  Itildnngsprozess  dieser  Gleicbungen  zweck- 
mässig wi(!  f(dgl  bezeicbnet  werdcii;  ,,.Maii  nelime  das  totale  Oif- 
ferenlial  der  gegebenen  (ileiclumg  in  der  Voransselznng,  dass  n 
conslanl  isl. 


F,rf,c  -H  F.,dy  -f  F.^  {pdx  ydy)  — 0; 
setze  dy  = tndx  nnd  snbslitniere  l'ür  m seinen  ans  dem  Itille- 
renlial  von  u = 0,  nämlich 

u^dx  -F  «2^/y  -f-  ^/3  {pdx  -F  ijdy)  (). 
abgeleiteten  Werlb. 

Oenn  wenn  wir  die  gegebene  Gleicbnng  in  Bezug  auf  a-  und  y 
dilTerentiieren,  so  erbalten  wir 

dF 

Fi  + pF^  -F  («1  + />«:,)  = 0, 
dF 

^2  + 7F3  + (u-i  + !?»3)  = 0. 
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1111(1  (las  Resultat  der  Kliiniiiatioii  von  — aus  diesen  (ileidiniifren 

(ht 

ist  dasselbe,  wie  das  Resnllal  der  Eliniinatinn  von  m zwischen 
d(‘ii  Gleichungen 

^1  + pPz  + (^2  4-  = n, 

«1  + {t'-i  + gii-i)  — 0- 

Es  ist  practisch,  für  eine  der  Gleichungen,  welche  di(!  er- 
zeugende t^nrve  darstellen,  ihre  Rrojeclion  auf  die  Ehene  ari/  zu 
widden;  da  diese  Gleichung  : inchl  enthalt,  so  gehen  in  den 
aus  ihr  ahgeleitctcn  Werth  von  m die  Gritssen  p und  q nicht  ein 
und  die  erste  Itid'erenlialgleichung  ist  von  der  Form 
p qm  — 1{, 

wo  R auch  eine  Function  ist,  die  p und  q nicht  enthält.  Mann 
sind  die  einzigen  Glieder  der  zweiten  ÜilVerentialgleirhung,  welche 
r.  s oder  t enthalten,  diejenigen,  welche  ans  der  Millereutiation 
von  p qm  hervorgehen,  und  diese  (ileichnng  ist  von  der  Form 
r -j-  2i«i  -f-  Im'^  = S, 

wo  S die  Grössen  x,  y,  z,  p,  q,  aber  nicht  r,  s oder  t enthal- 
ten kann. 

Wenn  wir  nun  zwei  Functionen  zu  eliminieren  hätten,  .“o 
würden  wir  für  diese  Gonstanten  ans  der  ursprünglichen  Funclio- 
nalgleiclning  der  Fläche  und  aus  der  Gleichung 
p -j-  qm  = R 

anfliäsen,  diese  Werlhe  in  m und  in  S einselzen  und  die  Form 
der  endlichen  zweiten  MitVercntialgleichiing  würde  hieihen 
r -}-  2 sin  -J-  tm’*  = S', 

wo  m'  und  S'  die  Grössen  x,  y,  z,  p,  q enthalten  k('mnen. 

In  derselben  Weise  würde,  wenn  drei  willkürliche  Functio- 
nen zu  eliminieren  wären,  und  die  partiellen  MiHerenliale  dritter 
Ordnung  von  z durch  a,  ß,  y,  ä hezeichiiet  werden,  die  partielle 
[lillerentialgleichung  von  (hu’  Form  _ 

c<  -p  3 mß  -J-  3 m-y  -\-  m'''d  = T 
sein.  Und  in  analoger  Weise  für  höhere  Ordnungen. 

Mie  folgenden  Rei.s|iiele  werden  zur  näheren  Erläuterung 
dieser  Theorie  nützlich  sein. 

182.  Regelflächen  mit  einer  Mirectorehene.  Miess 
ist  eine  Familie  von  Flächen,  welclu'r  als  ein  specieller  Fall  auch 
die  Güiioidnächen  angehören. 
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Ni-Iimi'n  wir  zuerst  ilie  feste  Kbenc  als  Klieiie  .r»/  an.  so 
siiiil  die  (ileiriinngeii  der  erzengcndeii  ('•eraden  von  der  rorin 
z = <•,,  y — e,a-  + 

Dfe  Ftinclionalgleieliiin^  der  Fläclie  wird  gebildet,  indem  inan 
in  die  letztere  rileiebnng  fiir  und  res[ieelive  «p  (z)  und  (z) 
einselzl. 

Da  bei  der  Itildnng  der  partiellen  Dirferentialgleirlinng  z als 
ronslanl  zu  belraeblen  ist,  so  können  wir  die  (ileielningen  in  der 
Forni 

^ = <’i . ,y  = '•j-'»’  + '•.I 

lassen  und  erhallen 

/(  -j-  i/»i  0.  m = r.y 

.le  narb  dem  wir  dann  r.,  oder  e.,  eliimniereii,  geben  diese 
Ideirbnngeii  die  andern 

}>  + 'tf-i  — f).  VX  + (jy  = yr.y 
F,s  existieren  daher  zwei  r.leirbnngcn  erster  Ordnung,  deren 
jede  eine  willkfirliebe  Fnnelion  enlhrdt,  näinlirb 

/'  + '/9>  (r)  = 0 , px  + (/y  = yig  (:). 

Fm  die  willknriieben  Fnnrtionen  vollständig  zn  eliminieren, 
difTerenliieren  wii- 

p + ym  I), 

in  Krinnernng,  dass  wegen 

m = e.^ 

(Hess  als  eine  Fonslanle  zn  belraeblen  ist;  wodiirrb  wir  erhalten 
r -j-  2 sm  -j-  tur  = (1 , 
lind  woraus  dnrrb  Fliniinalion  von  m inilleNi 
py  + = <1 

die  geforderte  rileirlning  bervorgebl 

y‘r  — 2pys  + //-/  = 0. 

Ist  dagegen  die  Direetorebene  diirrli 
nx  fcy  + cz  = I) 

ilargeslelll , so  sind  die  rfleiclmngen  der  Krzengenden 
fl.r  -}-  hy  + rz  = Cf.  y = r.^x  + r^; 

Die  Funclinnalgleicbnng  der  Familie  der  Flärben  wird  er- 
büllen,  indem  man  fnr  r.^  und  r,  FnnrIionen  von  {iix  -f-  by  cz) 
eiiisetzt.  Dnre.li  Dilferenlialinn  erhält  man 
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« -|-  cp  + m (b  -f-  rq)  = 0 , m = c.^. 

Hie  diirrli  dit!  Kiiinination  jn  eiiiPi'  der  \villkrn'lirli(‘ii  Fiiiir- 
lioiit'ii  fiitstclirndeii  (ili'irliiiiigi'ii  sind  dalicr 

n + cp  + + <’<l)  9 {fix  + bp  + cz)  = 0 . 

[a  + cp)  a:  + (/*  + cq)  y — [b  cq)  ^ (ax  + by  + <'?)• 
Wfiin  man  aber 

« + bm  -h  c (p  -f-  mq)  = 0 

difTfrenliit'i'l , indtnii  man  m als  oiim  (lonstanl<‘  liHrarlitol , so 
wird 

r + 2 sw  + = 0 

lind  dnrrli  Einffilirmig  drs  friiher  fnr  w gürundonrn  Wrillii'S 
Ib  + rq)'^  r — 2 («  + rp)  {b  + cq)  s -f  (n  + rp)'^  I — (). 

ISI).  Man  kann  am  li  /ii  dirsi’r  (■lidrlinng  gidangi-ii,  indt'in 
man  ansdrrirkt,  dass  die  TaiigRiilenolienen  der  Kläclie  in  zwei 
l'nnktcn  derselben  Erzeugenden  sieb  in  dieser  Erzeugenden  dnreli- 
selineiden. 

Siml  tt,  ß;  y die  laufenden,  a;,  y,  z die  (loordinalen  des 
Heriibrungs|)iinkles,  so  ist.  jede  Erzeugende  de.r  l)nrrlisi'linil(  der 
Tangenlenebene 

y — z — p[a  — x)  + q[ß  — y) 
mi(  einer  dnreb  den  Iteriilirnngspiinkl  gebenden  l'aralbleliene 
« («  — a-)  + b(ß  — y)  + c{y  — z)  = 0 
zur  leslen  Direelorebene,  und  somit 

(rt  + cp)  *(nr  — a-1  + (//  + c/i)_  iß  — y)  = 0. 

Wenn  wir  min  zur  llniTbselinilLslinic  dieser  Tangenlenebene 
mit  einer  folgenden  Ebene  fibergeben,  so  ändern  sieb  x , y , z , p.  q 
während  a,  ß,  y nnveründert  bleiben,  hie  nilTerenlialion  der 
Eleirlmng  der  Tangenlenebene  giebt 

{nix  + stiy)  (ß  — a-)  + {stix  + hly)  {ß  — y)  - = (I 
lind  die  Elimination  von  (o  — a),  (ß  — y) 

(b  + cq)  {nix  -|-  sily)  = {a  + cp)  {sdx  + Uly). 

Da  aber  der  ßerüliriingspnnkl  .sieb  längs  der  Erzeugenden 
bewegt,  welebc  einer  festen  Ebene  parallel  ist,  so  baben  wir 
nil.c  + bily  -f"  ctiz  = () 

oder 

("  + cp)  (Ix  4-  (/>  + cq)  (ly  = 0. 
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Itio  Klimiiuilioii  von  il.c,  <1;/  aus  der  Idztcii  (jleicliiing  liefeii 
(laiiii  >>ie  vorlier 

(h  + cq)-  r — 2 («  + c;u)  (i  + ciy)  s + (a  + ep)^  I = 0. 

]S1-  Itegeiriäclicn  mit  einer  festen  Aclise  oder  ge- 
raden Dircrlrix. 

Auch  diese  Klasse  sclilicsst  die  Familie  der  (ionoide  ein. 
Neliincn  wir  zuerst  an,  die  feste  Achse  sei  die  Achse  der 
so  sind  die  Oleichnngcn  der  erzeugenden  I,inic  von  der  Form 
ij  = z = c.^a-  + 

und  die  (ileicinmg  der  Familie  dieser  Flfichen  wird  erlialten , in- 
dem wir  in  die  letztere  ('•leichnng  fnr  Cj  und  c^  willknriiehe 

Functionen  von  einführen.  Itnrch  hilTerenliation  hahen  wir 

.T 

m c, , p -i-  »iq  = Cj , 

also 

;>.r  -f-  qy  — xq}  ^ ^ j und  r — px  — qy  = i(>  ^ • 

llnrch  nochmalige  OilTerentiation  erhallen  wir 
" r 2.V//I,  + = (I 

und  dnrrh  Kinfnhrnng  des  Werlhcs 


die  verlangte  Itiirerenlialgleichimg  in  der  Form 
rx'^  -F  2 s-ry  -j-  fy‘‘  = U.  , 

Dieselhe  (ihnchnng' wäre  auch  erhallen  worden,  indem  inan 
.nnsdrfichle,  dass  zwei  auf  einander  folgende  'rangentenehenen  sich 
in  einer  Frzengenden  dnrchschneiden.  Wie  im  Artikel  183  er- 
hallen wir  für  den  Ilnrehschnill  zweier  auf  einainler  folgenden 
Tangenlenehenen 

(rtfx  -f-  si/y)  («  — x)  -f-  (s/fx  + l</y)  (ß  — ;/)  0. 

Alter  irgend  eine  Krzengende  liegt  in  der  F.hene 
ay  = ß.r 

oder  es  ist 

(«  — x)  y = iß  — //)  X. 
lind  die  ICIiminalion  liefert 

X {rdx  -F  X(ly)  -F  y {xfix  -F  Idy)  = 0: 

lind  da 
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>j!L  ^ ^ y 

dx ' a X 
ist,  so  erlialteii  wir  wie  vorlicr 

ra-'  + 2sxy  + ttß  — 0. 

Wenn  allgemeiner  die  Erzeugende  durch  die  Linie 

ß = 0,  ß = 0 

gclil,  wo 

K = ox  + fcy  + CI  + (7,  ß = ax  + h'y  + c’z  -f  d' 
ist,  so  sind  die  Gleichungen  der  Erzeugenden 
« = Ctß,  y = + Cj, 

und  die  Gleichung  der  Familie  von  Flächen  ist 

« a 

y==^<p  ß + -ß- 

Daraus  entspringt  durrli  nifTerenUalioii 

m = 

“ + t’T'  + »*  (*  + cy]  = c,  {a  + cp  + m (7/  + cy)} ; 
und  durch  weitere  DilTerentiation 

r + 2sm  + tm^  = ü, 

d.  h.  nach  Einffdiriing  des  für  m aus  der  letzten  Gleichung  ent- 
springenden  Werthes  die  geforderte  partielle  DilTerentialgleichung 
{(«  + cp)/S  — (n'  + c»  o»2,_2/(a  + cp)/3  — (n'+c»ß}  X 
7(7»  + Cf?)  |3  — (7/  + c'y)  ßj.  s + ^{b  + oj)ß—{b’  + Cf/}ttyr  = 0. 

185.  Wenn  die  Gleichung  einer  Flächenfainilie  n willkürliche 
Functionen  derselben  Grösse  enthält,  und  wenn  verlangt  wird, 
eine  Fläche  der  Familie  zu  bestimmen,  welche  durch  « feste  Cur- 
ven  geht,  so  schreiben  wir  die  Gleichungen  der  erzeugenden  (^urve 
u = c^,  I'(x,  y,  I,  c,,  Cj,  . . .)  = 0, 
lind  erhalten  eine  zur  Elimination  von  c, , c.,,  . . . hinreichende 
Anzahl  von  Gleichungen,  indem  wir  ausdrücken,  dass  die  erzeu- 
gende (liirve  jede  der  festen  Curveii  schneidet.  Sei  z.  H.  die  Gleich- 
ung der  Fläche  der  F'amilie 

a;  + y<)P  (i)  + (i)  = 0 

zu  bestimmen,  welche  durch  ilie  festen  Giirveii 

y = «,  F{x,  i)  = 0;  y = — ö,  F,  (.r,  i)  = ü 
hiiidiirchgehl.  Sind  dann 

balmoo,  Anal«  Grom.  d.  Kaiime'«  M, 
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I = c, . a-  — t/Cj  + Cj 

die  Gleichungen  der  erzeugenden  Linie,  so  erhallen  >vir  dnich 
Siihstiliition 


F (ncj  4-  Cj,  c,)  = 0,  F,  (Cj  — oCj,  c,)  = (I, 
oder  durch  Erselzung  der  c, , Cj  durch  ihre  Werthe 
^ + <’2  («  — y).  *}  ==  0,  F,  {a  — Cj  («  + y),  = 0; 

Gleichungen,  aus  denen  durch  Klitninalioii  von  die  Gleichung 
der  l'raglichen  Fläche  gernnilen  wird. 

lieispiet  I.  Sind  die  Kireclrixcurveii  iiisriesniideie 

j-t 

//  = n.  T-  + ^ = * ’ y = — + *■  ==  '’*> 


so  (‘limiiu)M*en  wii*  r,  /wisciu'ii 
*2 


{ a + c.^  (fl  - y)^ 
h‘ 

und  ei'|i.i||en  , indeni  wir  c,  aus  jeder  von  lieiden  lieslinnnen. 


— + ,.?  = '•  — '"2  i“  + .'/) ; * + = <•  '. 


n — tj 


" + y 


|)a.s  ItesnUal  isl  scheinliar  vom  .iclilen  iirade:  es  ist  aber  in  zwei 
Kacluren  aullöshar,  welche  — durch  die  fileicidicil  oder  den  Gegensatz 
der  Vorzeiclieii  der  Itadicale  der  letzten  Gleichung  iinterscliieden  — zwei 
(.'onuide  darstclien. 


Ileispii’l  2.  Die  Erzengeudu  soll  die  Achse  ; und  die  Itauincurve 
yi  4-  x'  — r».  4-  a’  = ß* 

in  zwei  Punkten  dnrchschueiden. 

Wir  eliminieren  zwischen  den  Gleichungen  der  Geraden 

y = Cia,  z = Cj.r4-f3 

und  denen  der  Ctirve  y und  i und  erhalten  die  Gleirhniigen  in  x 


(cj‘  + •)  (‘’2*  + 1}  ^'  + *^2V  ■+■  •’a'*  “ ~ *’• 

Die  Bedingung  des  zweifachen  Durclisclinitts  mit  der  Gurve  fordert 
die  1,'ehercinslimmung  beider  Wurzelpaarc  dieser  Gleichungen,  d.  h.  die 
Bedingungen 


c~c,  = 0, 


r./  4-  l 


+ I 


Die  erste  giehl  entweiler  Cj 
ersten  Kalle 


:0  oder  r,  = D,  und  dann  die  zweite 


+ >)  = 'M'V'' + ■)  • y = ‘'i^',  i — 

also 

(•«■■  + .'/'•)  = r‘  (.a*  4-  Z-) , 
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eine  Kegellläciii-  zweiten  tii'Jiles,  fnr  weielie  der  Anraiigspiinkt  der  t'.nnr- 
dinatun  der  Scheitel  ist.  Ini  zweiten  Falle  aber 

(ß*— c.,*)  (c,*  + 1)  = r-,  y — e,a-,  j = r.,, 

ai.so 

{B}  - z^) 

eine  Flüche  vom  vierten  Cirade,  deren  Erzeugende  stets  der  Ebene  an/ 
parallel  bleibt. 

Es  mag  ferner  bemerkt  werden,  dass  die  oft  anftretende  Itedingung 
für  die  Er/eugende,  mit  einer  festen  (ieraden  einen  bestimmten  Winkel  zu 
bilden,  identisch  ist  mit  der  andern,  stets  einer  Erzeugenden  eines  ge- 
wissen nrebungskegels  parallel  zn  sein,  welcher  iliese  fierade  zur  Achse 
bat,  oder  den  niieiidlich  entfernten  1‘arallelkreis  dieses  Kegels  zur  Leit- 
eurve  zn  haben.  So  wird  allgemeiner  eine  unendlich  ent- 
fernte Leitcurve  durch  einen  Ilircct  or-Kegel  vertreten.*) 
Fiid  manche  andere  lledingungen  kommen  darauf  zurück.  So  erzeugt  eine 
lierade,  welche  zwei  feste  fierade  so  schneidet,  da.ss  das  Segment  der 
Schnittpunkte  von  unver.änderliclier  Eünge  ist,  eine  Itegelfläche  4'™  f!ra- 
des,  welche  einen  Oirectorkegel  hat,  dessen  ,\ehsc  zn  der  zn  beiden  Leit- 
linien |iarallehm  Ebene  normal  ist. 

Hie  zn  ihr  normalen  fjncrschnitte  iler  Fläche  sind  Ellipsen,  welche 
in  der  Linie  des  kürzesten  Abstandes  beider  Leitgeraden  ihre  Leutra 
haben;  der  entsprechende  nnendlich  ferne  Querschnitt  ist  ein  Kriüs, 
(Vergl.  a.  a.  0.  ji.  428,  i:W.) 

186-  ^Vir  haben  iiiin  gesehen,  dass  es  zur  Bildung  der  par- 
tiellen DilTerenlialgleichung  einer  Fliichcnrainilie,  deren  Gleit  hnng 
eine  Anzahl  willkürlicher  Functionen  derselben  Grö.s.se  enihält, 
zweckmässig  ist,  für  die  Gleichung  iler  Fläche  die  heideii  Gleirh- 
nngen  der  er/eugendeii  Gurre  zu  snhslituiemi. 

E.S  isl  aber  leicht  zn  erkennen,  dass  dieser  Prozess  gleich- 
niässig  anwendbar  bleibt,  wenn  die  Flächenratnilie  nicht  durch 
eine  einzige  Functionaigleichung  ansgedrückt  werden  kann. 

Die  willkürlichen  Fnnctionen,  welche  in  die  Gleichungen  des 
Artikel  179  eingehen,  sind  sämintlich  Fnnctinnt'n  dcrselhen  Grösse, 
obwohl  der  Ausdruck  dieser  Grösse  in  Function  der  Goordinateu 
unbekannt  isl.  Wenn  wir  diese  Grösse  tliirerentiieren,  so  erhal- 
len wir 

(ly  = mdx , 

und  können  die  unbekannte  Grösse  m zwischen  ilen  totahui  Dif- 


*)  Kill  reiches  l'ebnng.<imatcriiil  kann  inan  iuMagnn.s  ,, Sammlung 
von  Aiifgaben  nml  Gehrsiitzen  ans  der  aiinlylisehcn  (ieometrie  des  Kaii- 
nies“,  p.  l'Jü— 517  vcrciiiigl  linden. 

17* 
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fi-it'iilialeii  der  beiden  Gleicluingcn  der  erzeugenden  Curve  elimi- 
nieren und  so  die  verlangte  partielle  DifTercnlialgleicliung  bilden. 
Ks  ist  vorllieilliaft,  fiir  eine  der  Gleichungen  dieser  Cairve  die 
Gleichung  ihrer  Projection  in  der  Ebene  xy  zu  wählen. 

Sei  z.  H.  die  allgemeine  Gleichung  der  Hegel  flächen 
zu  linden,  d.  h.  <lie  Gleichung  aller  der  Flächen,  welche  durch 
liewegung  einer  geraden  Linie  erzeugt  werden  können. 

Die  Gleichungen  der  erzeugenden  geraden  Linie  sind 
z = c,a;  -f  C3,  y = c^x  -f  C4, 
und  die  Familie  der  F’lächen  wird  erhalten,  indem  man  für  Cj,  Cj, 
willkürliche  Functionen  von  c^  suhstitiiiert. 

Die  Differentiation  liefert 

/>  -F  w?  = Cj , m = Co. 

Aus  der  Dilfereutiation  der  ersten  dieser  Gleichungen  geht, 
da  m als  eine  Gonslanlc  durch  die  zweite  charactcrisiert  ist, 
r -j-  2sm  -j-  tffi-  = 0 

hervor.  Da  diese  Gleichung  noch  immer  m oder  Cj  enthält,  des- 
sen Ausdruck  in  Function  der  Coordinaten  unbekannt  ist,  .«o 
müssen  wir  nochmals  dill'erentiieren  und  erhalten 
tt  3ßnt  + 3ym'^  + = 0, 

wenn  «,  ß,  y,  d die  dritten  DilTerentialquotienten  bezeichnen. 
Die  Elimination  von  m zwischen  dieser  cubischen  und  der  vori- 
gen quadratischen  Gleichung  liefert  die  verlangte  partielle  Difle- 
rentialgleichung. 

Sie  löst  sich  offenbar  in  die  zwei  linearen  Gleicbungen  drit- 
ter Ordnung  auf,  welche  inan  erhält,  indem  man  nach  einander 
in  die  cubische  Gleichung  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  für  m einsetzt. 

Man  erhält  dieselbe  Gleichung  auf  geometrischem  Wege,  in- 
dem man  ausdrückt,  dass  die  Tangentenebenen  in  drei  auf 
einander  folgenden  I’unkten  einer  Erzeugenden  sich 
in  derselben  durc  lisch  neiden.  Die  Gleichung 
dx  = pdx  -f-  qdy 

ist  eine  Delation  zwischen  den  Grössen  1,  />,  y,  die  den  Ricli- 
tnngsrosinns  einer  Tangentenebene  proportional  sind,  während 
dx , dy,  dz  ihrerseiLs  den  llichtnng.scosinns  irgend  einer  Linie  in 
dieser  Ebene  proportional  sind,  welche  durch  den  Berührungs- 
punkt geht. 
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Wenn  «ir  zu  einer  zueilen  Taujjenlenelteiic  ül)erj,'elien , die. 
dineli  einen  nätlisirülf'cnden  l'nnkl  dersellien  IJnie  gehl,  so  las- 
sen wir  p,  q variieren,  urdirend  die  gegensciligen  Vcrhällnisse 
von  rir,  ihj,  (h  unvcrändcrl  bleiben.  Dicss  giebl 
rdx^  -j-  2sdx<ly  -b  tdy'  = 0. 

Um  dann  zu  einer  drillen  Tangenlcnebene  übcrziigeben,  dif- 
ferenliieren  wir  nocbnials,  indem  wir  dx : dy  als  conslanl  be- 
Xracbteii  und  erbalten  so 

ttdx^  -b  ‘Sßdx^dy  -b  ^ydxd<ß  + 6dy^  = 0. 

Die  Uliminalion  des  Verbällnisses  dx  : dy  zwiseben  die.sen 
beiden  Gleicbungen  lieferl  dieselbe  allgemeine  ('•Icicluing  der 
llegelllächen  wie  vorher. 

Man  erbäll  sic  in  der  Form 

j « , 3/3  . 3y 

3/3r,  6 /3s  — al  3 yr,  6ys  dr, 

I r , 2s  . l 

[ 0 , r ,2s 

welche  noch  rcdtiderbar  ist;  enlwickell 

nV  -b  dV’  -b  9rl  (ß-C  -b  y^r)  -b  2«ds  (3W  — .Is*) 

+ 6 (2s*  — rt)  [uyl  + ß6r)  — 6s  [aßl’  -b  ySr^\  — lS/3y/'sl  = 0. 

Die  erslcn  Inlegrale  dieser  Gleicbung  werden  nach  iler  An- 
gabe des  Artikel  ISO  gefunden,  indem  man  die  lelzle  der  vori- 
gen Gleichungen  unlerdrückl  und  alle  Gonslanlen  bis  auf  eine 
eliminierl.  Wir  liaben  so  die  Gleicbung 
p -b  mq  = e, , 

aus  welcher  bervorgebl,  dass  eines  der  Inlegrale 
p mq  = rp  (»0 
isl,  für  m als  eine  der  Wurzeln  von 

r -b  2swi  -b  0«*  = 0. 

Die  andern  beiden  erslen  Inlegrale  sind 

y — m.c  = lg  (m) , z — px  — mqx  = % (m). 

Die  drei  zweileii  Inlegrale  werden  gebildel,  indem  man  m 
zwischen  je  einem  Paar  dieser  GIciebungen  eliminierl. 

187.  Envcloppen.  Wenn  die  Gleichung  einer  Fläche  « Pa- 
ranieler  cnlbäll,  welche  durch  [n — 1)  Relationen  verbunden  sind, 
so  können  wir  in  Funclion  irgend  eines  von  ihnen  alle  übrigen 


6 

2ds 

0 

t 


= 0. 
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aiisdnukeii  und  di«  (iliichuiij:  in  di«  Knnii  Itrinpen 
z = F {x,  y,  c,  if  (r),  i/>  («),  . . .}. 
W«nn  wir  daun  c zwisdien  dieser  Cleicliunf!  und 


«liininieren,  so  erlialleii  wir  die  Enveloppc  aller  der  Flächen, 
welch«  den  verschiedenen  Werthen  von  c entsprechen.  Die  so 
^;el'lIndenen  Enveloppen  sind  von  derselben  Familie,  so  lang«  di<- 
Form  der  Function  F dieselbe  bleibt,  wie  auch  die  Formen  der 
Functionen  tp,  t\>,  . . . sich  verändern. 

Die  Durchsclmittsrm've  der  gegebenen  Fläche  mit 


wird  die  Fharacterislik'  genannt  (vergl.  die  Anmerkung  des 
Artikel  62);  sie  ist  die  Durclisrhniltslinic  zweier  auf  einander 
folgender  Flächen  des  Systems. 

Wenn  man  die  r.haracteristik  als  eine  bewegliche  Curve  be- 
trachtet, die  durch  die  beiden  Gleichungen  dargestellt  ist,  zwi- 
schen denen  man  c zu  eliminieren  hat,  so  erkennt  man,  dass 
ilas  Problem  der  Enveloppen  in  dem  enthalten  ist,  welches  wir 
im  Artikel  179  und  den  folgenden  discutiert  haben. 

Wenn  die  Function  F eine  Anzahl  n von  willkürlichen  Func- 
tionen g>,  rl>,  . . . enthält,  so  wird  nach  jener  Discussion,  weil 
(IF 

dann  die  ...  enthalten  muss,  die  partielle  DilTeren- 

tialgleichung  der  Familie  von  der  Ordnung  2«;  bei  näherer  De- 
Irachlung  der  .Art  jedoch,  in  welcher  diese  Functionen  in  die 
Gleichungen  «iugehen,  litidet  man,  dass  jene  Ordiinngszabl  sich 
auf  n reducierl.  Denn  wir  erhalten  durch  DilTercnliation  von 


l>  == 


also  wegen 


tIF 


dF 

de  ~~  '* 


p — F^,  >i  = /j-, 

und  da  F^ , F.^  die  unter  der  Voraussetzung  c = coiist.  gebihlc- 
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ten  Difforenliale  siiul,  so  nithalleii  fliese  (Jrösseii  nur  die  Origi- 
ualfunctionen  <p,  if),  ...  aber  niclil  ihre  lierivierlen  g>'.  . . . 

.\ns  diesem  Paar  run  Gleichungen  künneii  wir  \>ie  im  Arti- 
kel 1S6  andere  bilden  und  so  fortrahren  und  erhalten  eine  zur 
Elimination  aller  Parameter  hinreichende  Zahl  von  Gleichungen, 
wenn  wir  bis  zur  Ortlnung  aurgesliegeu  sind,  wie  aus  dem 
Folgenden  noch  näher  bewiesen  wird. 

J88-  Wir  haben  den  Fall  nicht  weiter  zu  betrachten,  wo 
die  gegebene  Gleichung  nur  einen  Parameter  enthält,  weil  die 
Elimination  desselben  zwischen  der  Gleichung  und  ihrem  Itiireren- 
tial  nur  der  Gleichung  einer  bestimmten  Fläche,  nicht  aber  der 
einer  Flächeiifamilie  Frsprung  giebt. 

Wenn  aber  ilie  Gleichung  zwei  Parameter  a und  b enthält, 
welche  durch  eine  Gleichung  verbunden  sind,  die  b als  eine 
Function  von  a bestimmt,  .so  können  wir  zwischen  den  Gleich- 
ungen 

z = F,  p = Ff.  u = F-t 

die  Grössen  u uml  b eliminieren  und  erhalten  die  llesultante  in 
der  Form 

r (•1-.  '/.  P.  q)  = 0. 

l.'nicrsuchen  wir  z.  0.  die  Envelo|)|ie  einer  Kugel  von  iiii- 
veränderlichem  Halbmesser,  deren  Centrum  eine  in  der  Ebeiit;  xy 
gelegene  Curve  be.schreibt ; ein  specieller  Fall  der  allgemeinen 
Kla.sse  der  Röhrennächen,  von  dem  gleich  nachher  zu  handeln 
sein  wird. 

Da  die  Gleichung  einer  solchen  Kugel 

{x  — «)*  + {y  — ßf  + z‘  = r‘ 
ist  und  die  Uedingungen  des  Problems  einen  Ort  bezeiclnieii, 
längs  dessen  der  Punkt  (a,  ß)  sitdi  bewegt,  also  ß in  Function 
von  « bestimmen,  so  wird  die  Gleichung  der  Enveloppe  gebildet, 
indem  man  die  Grösste  r/  zwisf  hen  <len  Gleichungen 
(.r  — o)^  -F  {y  — 90  («  { '■'  -F  = r*, 

(o;— «)  -F  {y— 9>(o)}  <)p' (o)  = 0 
eliminiert.  Da  die  Elimination  nicht  ohne  die  Rc.stiuiminig  der 
Form  der  Function  ip  ausgeführt  werden  kann,  so  lässt  sich  diese 
Familie  von  Flächen  eben  nur  durch  die  Combiiiation  der  beiden 
eben  geschriebenen  Gleichungen  definieren. 

Wir  hätten  dieselben  Gleicbungen  auch  bilden  können,  in- 
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dem  wir  aiisdrürkleii , dass  die  Flädic  tliirth  einen  Kreis  erzeugt 
werde,  weldier  sich  so  bewegt,  dass  seine  Ebene  immer  normal 
zur  Babn  seines  Centriims  Ideibl.  Denn  die  ülcirbnng  der  Tan- 
gente des  Ortes  von  («,  ß)  ist 

y — /3  = ~ (x  — tt)  oder  y — <p  («)  = gs'  («)  (x  — a), 

und  die  Norinalebene  zu  ibr  wird  dnrcli 

(x  — o)  -f  <p'  (o)  [y  — (p  («)}  = 0 

ausgedrückl. 

L’ni  die  partielle  DilTerenlialgleicbnng  zu  erballen,  dilleren- 
tiieren  wir  die  rileirlumg  der  Kugel  iinler  der  Vorausselziing  der 
a und  ß als  Conslanten,  und  erbalten 

X — « 4-  p:  = 0 , y — (3  -f  y;  = 0. 

Lösen  wir  diese  für  (x  — o) , (y  — ßj  auf  und  sniistiluieren 
die  Werlbc  in  die  (llcidiuiig  der  Kugel,  so  enlslebt  die  fragliche 
Oleicbung  in  der  Form 

(1  + /'*  + '/*)  = 

Wir  bälten  diese  (ileicbung  auch  bilden  können  als  den  Aus- 
druck der  geonielriscben  Wahrheit,  dass  die  Länge  der  Nor- 
male constant  und  gleich  r ist. 

ISO.  Ehe  wir  weiter  geben,  soll  gezeigt  werden,  wie  die 
willkürlichen  Functionen,  welche  in  der  Glciebung  einer  Familie 
von  Envelo|)pen  erscheinen,  durch  die  Dedingiing  besliinint  wer- 
den können,  dass  die  fragliche  Fläche  durch  gegebene 
Gurven  hindurch  gehen  müsse. 

Die  Tangente  einer  der  gegebenen  Curven  in  irgend  einem 
l’nnkle  ihres  Laufes  liegt  in  der  Tangentenebene  der  betrachte- 
ten Fläche;  und  da  die  umhüllende  Fläche  in  jedem  ihrei- l’unkte 
die  nämliche  Tangentcnehene  hat,  wie  die  umhüllte  Fläche,  welche 
durch  diesen  Punkt  geht,  so  folgt,  dass  jede  der  gegebenen  Ciir- 
veii  in  jedem  ihrer  Punkte  die  umhüllte  Fläche  berührt,  welche 
durch  diesen  Punkt  geht. 

Ist  dann  die  Gleichung  der  umhüllten  Fläche 

z = F (x,  y,  c, , Cj,  ...  c„), 

so  kann  sic  durch  (n — l)  gegebene  Gurven  geführt  werden; 
denn  indem  man  ausdrückl,  dass  die  durch  diese  Gleichung  be- 
stimmte Fläche  jede  der  gegebenen  Gurven  berührt,  erhält  man 
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(n  — 1)  nclalioneit  znisclieii  den  ronstaiilen  r,,  c^,  ...  welche 
mit  den  beiden  Cleicliungen  der  Cliaracicrislik  verbunden  diese 
Constantcn  zu  eliminieren  gestatten. 

So  enthalt  z.  I).  die  Gleichung  der  im  letzten  Artikel  discn* 
tiertcn  Flächenramilic  nur  zwei  Conslanlen  und  eine  willkürliche 
Function  und  man  kann  sie  daher  durch  eine  gegebene  Gurve 
hiiulurchgchen  machen. 

Sei  die  Envcloppc  der  Kugel 

[x  — + (</  — ßf  + I-  = r- 

zii  finden,  welche  stets  durch  die  gerade  FJnie 
X — mz,  y = 0 

gehl.  Da  die  Iturchschnitlspunklc  dieser  l.inie  mit  dei-  Kugel 
durch  die  quadratische  Gleichung 

[mz  — -f-  |3-  + =: 

oder 

(1  + »«■)  I*  — 2mzu  + «'■*  + ß'  — c*  — - 0 
gegeben  sind,  so  ist  die  Bedingung  der  Berührung  der  Geraden 
mit  der  Kugel 

(1  + (“■  + 

d.  h.  der  Ort  der  Cenlra  der  jene  Linie  berührenden  Kugeln  ist 
eine  KHip.se.  Die  fragliche  Enveloppe  ist  dann  eine  .\rt  von 
elliptischer  llinglläche,  deren  Gleichung  erhalten  wird,  indem 
mau  u,  ß zwischen  den  Gleichungen 

{x  — «)^  + (y  — ßß  + I*  = r*,  (1  + m*)  («-  + — r’)  = 

(.r  — (t)  da  + (y  — dß  = 0 . ada  -|-  (1  + '«*)  ßdß  ==  0 
eliminiert,  aus  deren  beiden  lelzlen 

(1  + m'^)  /3  (x  - «)  — « (y  — ß) 
hervorgeht.  Die  Hesultanle  bezeiclinel  eine  Fläche  der  achten 
Ordnung. 

190.  Sei  ferner  gefordert,  die  willkürliche  FiincUou  so  zu 
bestimmen,  dass  die  um  hü  II  ende  Fläche  zugleich  eine 
gegebene  Fläche  umhülle. 

In  jedem  Punkte  der  Berührung  zwischen  der  gcfuidertcu 
Fläche  und  der  festen  Fläche 

i y) 

hat  die  bewegliche  Fläche 

z = /■  (x,  y,  r, , Cj,  . . .), 
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wrirhn  diircli  dioseti  l'iinkl  gehl,  die  nänilirlic  Tangenlenebene, 
mit  der  festen  Fläche;  d.  h.  die  aus  den  Gleichnngeii  der  festen 
und  der  be«eglichcn  Fläche  abgeleiteten  Werthe  von  p und  q 
innssen  dieselben  sein.  So  erhallen  wir 

A = ^1.  A = 

und  wenn  wir  zwisehen  diesen  llleiehnngeu  und  den  beiden 
Gleichungen 

z = F.  z = f. 

eiche  für  den  Uerührungs|uinkl  erfüllt  sind,  die  Grössen  x,  p,  z 
eliminieren,  so  stellt  die  Hesultante  eine  Itelalion  der  Faraine- 
ler  dar. 

ln  Folge  dessen  kann  eine  Enveloppe  durch  die  Uiuhüllung 
ebenso  vieler  fester  Flächen  näher  bcstiinml  werden,  als  ihre 
Gleichung  willkürliche  Functionen  enthält. 

Sei  z.  B.  verlangt,  eine  Röhrenflärhe  der  ini  .\rlikel  189 
1 discntierlen  Art  zu  bestiniinen,  welche  die  Kugel 

+ y’  + = «• 

berühre ; so  muss  die  Fläche 

{x  - a)-^  + (y  - ßf  + 
berühren  und  wir  erhalten 

X X — ti  !/  y — ß 

z z ’ z z ’ 

Bedingungen,  welche  fordern 

X X — « , , 

s = 0,  • = 1 oder  ßx  — nu. 

.'/  y — p 

Wenn  wir  mit  Hilfe  dieser  Gleichnngeii  die  (irössen  .r  uml  // 
zwischen  den  Gleichnngeii  der  festen  und  dei'  bewegliidien  Kugel 
eliminieren,  so  erhalten  wir 

4 (o*  + ß'^)  /f’  = [TI-  — + ß'^f. 

Die  Wurzeln  dieser  (juadralischen  Gleichung  für  («-  + ß‘)  sind 

(fi  + rf, 

lind  zeigen,  dass  das  Gentruin  der  beweglichen  Kugel  .sich  in 
einem  von  zwei  Kreisen  hewegen  muss,  deren  Radien  sind 

R + r. 

Oie  fragliche  Fläche  ist  daher  einer  oder  der  andere  von 
zwei  Ringen,  deren  OelTnungen  den  eben  bezeichnelen  Wcrllien 
entsprerben. 
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191-  'Vir  fiigi'ii  ein  Paai‘  wehere  Heispiele  von  Flarhenfa- 
inilien  hinzu,  deren  Gleidinngcn  nur  eine  willknriirhe  P'nnctinn 
euthallen. 

Man  soll  die  Knveloppe  eines  geraden  Kegels  linden,  dessen 
Achse  der  Achse  der  z parallel  ist  und  dessen  Scheilel  eine  ge- 
gebene Cnrve  in  der  Ebene  xy  durchläuft.  Ist  die  Gleichung 
des  Kegels  in  seiner  ursprnnglichen  Lage 
I-  = »r  (.r*  -f  I/*), 

so  wird  sie  beim  l'ehergang  des  Scheitels  nach  dem  Punkte  (</,  ß) 
in  die  Form 

{(ar-of  + {y  - ßf] 

verändert,  und  wenn  die  ('.iirve  gegeben  ist,  längs  welcher  der 
Scheitel  sich  bewegt,  so  ist  ß in  Function  von  a heslinnnl. 

Die  DilTerenlialion  giehl 

pz  — m''*  (.r  — «) , <jz  = m‘  [y  — ß) 
und  die  Elimination  sodann 

p‘  + = "'*• 

Diese  Gleichung  «Irückt  aus,  dass  die  Tangentenchene  der 
Fläche  einen  constanlcu  'Vinkel  mit  der  F2bene  der  xy  bildet, 
wie  diess  aus  der  Erzeugung.sart  sich  ergieht.  Man  kann  leicht 
auch  beweisen,  dass  der  Inhalt  eines  Theils  der  Fläche  zu  seinei' 
Projeclion  auf  tlie  Ebene  xy  in  einem  constanten  Verhältniss  steht. 

192.  Die  in  den  Artikeln  ISS.  191  betrachteten  Flächenfa- 
niilien  sind  beide  in  der  rolgendcrmassen  characterisierten  Familie 
von  Flächen  enthalten:  Man  soll  die  Enveloppe  einer  Fläche 
finden,  welche  sich  ohne  Dotation  so  bewegt,  dass  ein 
gegebener  Punkt  derselben  längs  einer  bestimmten 
t^nrve  fortschreitet. 

Ist 

: = F (a-,  y) 

die  Gleichung  der  Fläche  in  ihrer  ursprünglichen  Lage,  so  ist 
ihre  Gleichung  für  die  neue  ohne  Drehung  eingenommene  Lage, 
in  der  der  zuerst  im  Anfangspunkt  der  Goordiiialen  hcfmdliche 
Punkt  nach  (o,  ß,  y)  ühergegangen  ist, 

z — y = F (x  — a,  y — ß). 

"’enn  dann  eine  Gurve  gegeben  ist , längs  w elchcr  der  Punkt 
(«,  ß,  y)  sich  bewegt,  so  können  wir  a,  ß in  Function  von  y 
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aiisdrückfMi,  mul  das  Problem  ersriieiiil  als  zu  der  iiii  iiächslen 
Artikel  zu  betrachtenden  Klasse  von  Problemen  gehörig,  bei  «el- 
clier  die  Gleichung  der  Euvcloppc  zwei  willkürliche  Functionen 
enthält. 

Ist  dagegen  bestimmt,  da.ss  diese  Leitcurve  auf  eitler  gewis- 
sen bekannten  Fläche  liegt,  so  ist  von  den  beiden  Gleichungen 
derselben  die  eine  bekannt  und  nur  die  andere  willkürlich  und 
die  Gleichung  der  Enveloppe  enthält  nur  eine  willkürliche 
Function. 

Wenn  wir  dann  ß als  eine  willkürliche  Function  von  n aii- 
seheii,  so  gicbl  die  Gleicbung  der  festen  Fläche  y als  eine  be- 
kaonle  Function  von  «,  ß. 

Man  liuilet  leicht,  wie  in  diesem  Falle  die  parlielle  Differeii- 
tialgleichung  zu  bilden  ist.  Löst  man  die  drei  Gleichungen 
z — y = F {x  — a,  y — ß),  p z=  F^  [x  — ct , y — ß) , 

•I  = P-i  (-^  — ß) 

für 

X — a,  y ~ ß,  : ~y 

und  erhält 

X — a — f {p,  q).  y — ß = 'f  [p,  q),  z — y — "f  (p , q). 
uml  ist 

r («.  ß,  y)  = 0 

die  Gleichung  der  Fläche,  auf  welcher  der  Punkt  (a,  ß,  y)  sich 
bewegt,  so  ist  die  verlangte  parlielle  Itilferentialgleicbung 

r (a;  — f (p',  q),  ’j  — 'f  {p,  q),  : —"f  (p,  </)}  = 0. 

Die  drei  Functionen  f,  'f,  " f sind  offenbar  durch  die  He- 
lation 

<i"f  = p<if  + qd'r 

mit  einander  verbiimlen. 

Man  erkennt,  dass  die  eben  gefundene  [larlielle  DilTereiilial- 
gleichung  das  geometrische  Factum  ausdrückt,  dass  die  T augen- 
tenebene  in  jedem  Punkte  der  Enveloppe  derjenigen  im 
entsprechenden  Punkte,  der  Originalflächc  parallel  ist. 

Beispiel.  Die  partielle  Üiffcrciitialgleicliung  der  Enveloppe  einer 
Kugel  VOM  constantcin  llalbtnesser  zu  linden,  welche  sich  so  bewegt,  dass 
ihr  Centruni  längs  einer  auf  einer  festen  gleichen  Kugel 

a;*  + y*  4-  = r’ 

gelegenen  Curve  fortschreitet. 
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I»ic  Gleicimng  der  beweglichen  Kugel  isl 

(x  — + (y  — ß}''‘  + (:  — y)*  = 

diso 

X — o + p (s  — y)  = 0,  J,  _ |S  4-  y (z  _ y)  = 0. 
und  daher 

— pr  — f/r 

X — a =z=  , y — ß = i , , 

(>  + P'  + (1  + p‘  + 

r 

^ (1  + p‘‘  + 

Schreiben  wir 

1 + p*  + 

SU  zeigt  sich  durch  wirkliche  Diirercntialion  leicht  die  Relation 

" j- = '■'“' (7)  “*■' (i) 

erfidlt. 

Die  partielle  niflcrentialgleichung  ist 

(xy  + prY  4-  (yp  4-  yr)*  4-  (zp  — r)^  = 

oder 

(a;2  4.  yi  4-  j*  — r*)  (1  + p^  + y'^)^  + 2 (;>x  4-  yy  — z)  r = 0. 

Der  eine  der  beiden  Hauplkrünmmngsradicn  hat  in  allen  Punkten 
der  Fläche  denselben  Werth  r. 

193.  Wir  gehen  (Ih/.ii  weiter,  die  Form  der  partiellen  PilTe- 
rentialgleichung  der  Enveloppe  für  den  Fall  /u  nntersudien,  in 
welchem  die  Gleichung  der  beweglichen  Fläche  drei  Gonstanlen 
enthält,  die  durch  zwei  nelalioiien  verbunden  sind. 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche 

z = F {x,  y,  a,  b,  c), 

so  liaben  wir 

p = F^,  q — F^. 

Durch  fernere  DifTerenliation  wie  im  Artikel  181  erliallen  «ir 
r 4-  *"<  = .^11  + + i»i  = P’ij  + »I  P’aj 

und  diircli  Elimination  von  m die  geforderte  Gleichung  in  der 
Form 

{r  - P-,,)  (t  - F,,)  = (s  - F,,)K 

Die  Functionen  P’,,,  P’j,  enthalten  n,  h,  c,  für  welche 
ihre  Werthe  in  Funrtiori  von  p,  y,  x,  y,  z,  wie  sie  aus  den 
vorigen  drei  Gleichungen  hervoi  gehen ,.  zu  sidtstitideren  siml.  Wir 
erhallen  dadurch  eine  Gleichung  von  der  Form 
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/?r  + 2 Ss  + Tl  + U (rl  — .«•’)  = V, 
in  w«‘lclii!i‘  lÜB  <',oefficieiiten  durch  die  Hehilinii 

RT  + ur  = S'> 

vcrhiindeii  sind.  Diese  Ergeliiiisse  lial  (■.  Itoole  in  einer  neuer- 
dings  verölTenlliclitcn  Ahliandinng hegriindet,  anf  die  «ir  liir 
das  Weilere  verweisen. 

KM-  .Ans  den  wicliligslen  nnler  den  Kiillen,  wo  die  (ileielinng 
drei  l’araineter  eiitliilll,  wählen  «ir  die  folgenden  Beispiele. 

E n l wick e I h are  El ä c li  e n.  Sie  sind  Envelo|tpen  der  Elieiie 
z = a.v  + l>y  + c, 

wenn  wir  fhr  U und  c die  AVerIhe  <p  [u)  und  i/>  a)  selzen  dürfen. 
Durch  Dillereiiliulion  erhalten  wir 

/'  = «>  q — If, 

also 

'/  = (/')■ 

Somil  ist  eine  Fläche  ahwiikelhar,  wenn  p und  y durch 
eine  von  x,  //,  z nnahhängige  Belaliun  vereinigt  sind.  So  ist 
die  Familie  des  Artikel  191.  für  welche  wir 

-f-  q ’ = m'^ 

gefunden  haben,  eine  Familie  von  entwickelharen  Flächen. 

AVir  erhalten  auch 

r — l>X  — ql/  = 1p  (;)). 

welches  das  andere  erste  Integral  der  endlichen  DilTerentJalgleich- 
nng  ist.  Diese  letztere  wird  ei'hallen  durch  Dill'erentiatioii  der 
(ileichnngen 

p = (I,  q = /(, 

d.  h. 

r + sm  = 0,  jf  -F  O«  = 0 
lind  somit  durch  Eliniinalioii  von  m 

rl  — .«•  — 0* **)“^) 
als  die  fragliche  ('•leichnng. 


*)  „Journal  f.  Math.“  H«l.  I.XI,  p.  ."09  f. 

**)  Sclircilit  man  sie  in  iler  Form 

r : jf  = ^ 

oder 

dp  ^ dp  d<i  dif 

d.r  dp  d.v  dp  * 

ao  sa)?t  auch  sie  aus,  was  vorher  t>eiiicrkl  wanl  t^Arlikcl  58  l'.J. 
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Nach  Arlikcl  14S,  150  drückt  diese  Gleichung  djie  abwickel- 
bare Natur  der  Fläche  aus,  nach  Artikel  51  sagt  sie,  dass  in 
jedem  Punkte  der  Fläche  eine  der  Hauptkrfimnuingen  gleich  Null 
ist.  Die  andere  variiert  längs  der  Erzeugenden.  Die  Hauptschnitte 
sind  die  Erzeugende  und  der  zu  ihr  normale  Schnitt,  die  Krütii- 
nnnigslinien  <lieselhen  und  ihre  orthogonalen  Trajectorien ; die  zwi- 
schen ihnen  enthaltenen  Theile  der  Erzeugenden  sind  gleich  lang. 
Ist  eine  dieser  orthogonalen  Trajectorien  sphärisch  oder  noch  spe- 
cieller  eben,  so  schneidet  die  entsprechende  Kugel  oder  Ebene 
alle  Erzeugende  unter  gleichen  Winkeln.  In  Folge  dessen  sind 
dann  auch  alle  andern  Linien  dieser  Art  sphärisch  oder  eben, 
nämlich  iii  concentriseben  Kugeln  oder  parallelen  Ebenen  gelegen. 
Solche  Flächen  sind  nothwendig  einer  Kugel  inngeschrieben.  Dem 
spcciellen  Falle  der  Parallelebcnen  ent.s]iricht  die  abwickelbare 
Schraubenfläche. 

Im  Rückblick  auf  die  Artikel  34,  51  erkennt  man,  dass 
die  Rcdiiigung 

rl  — s' 

in  jedem  parabolischen  Punkt  einer  beliebigen  Fläche 
ei-rülll  ist.  Diess  hätte  sich  auch  direct  erweisen  lassen,  indem 
man  die  Gleichung 

rl  — s'i  = 0 

in  eine  Function  der  DilTercntiabjuoticnten  von  U transformierte, 
mittelst  tier  Relationen 


U,  + pV.,^  l),  ü.,  -F  = 0- 

+ 2f/,3/>  -f  = - rl\. 

f!vi  + ->r  vi/,3  -t-  p?f^33  = — 

U,,  + 21/337  + = ~ lU.,-. 

die  Function 

rl  — s- 


wird  dadurch  niil  der  11  esse 'scheu  Determinante  der  Fläche 
iilentisch. 

Wir  sehen  daraus,  dass  jeder  Punkt  einer  abwickel- 
baren Fläche  ein  parabolischer  Punkt  ist,  wie  diess  auch 
daraus  hervorgebt,  dass  nach  Artikel  68  die  Tangentenebene  irgend 
eines  Punktes  <lie  Fläche  in  zwei  zusammenrallenden  geraden  Linien 
schneidet,  so  dass  die  Inllexionstangeuten  des  Puidttes  in  eine 
einzige  zusammenrallen. 


\ 
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Die  Hcsse’sclie  Delerniiiiaule  einer  abwickelbaren  Fläciic 
enthält  daher  die  Gleichung  der  Flärhe  selbst  als  einen  Factor 
lind  da  die  erste  für  eine  Fläche  Ordnung  von  der  Ordnung 
(4 » — 8)  ist , so  ist  sie  für  eine  abwickelbare  Fläche  ans  dieser 
selbst  und  einer  Fläche  (3«  — 8)'"  Ordnnng  zusammengesetzt. 
Wir  werden  später  auf  diesen  Umstand  zurückkommen. 

1!)5.  Döhren  flächen.  Man  soll  die  Differentialgleichung 
der  Enreloppe  einer  Kugel  von  unveränderlichem  Radius  bestim- 
men, deren  Centrum  sich  in  einer  Cnrve  bewegt. 

W'ie  im  Artikel  192  ist 

(a:  — o)*  + (y  — ßf  -f-  (i  — = Ä*. 

a;  — o -f  y fi  — y)  = 0,  y — 13  ? (i  — y)  = 0, 

also 

1 + p'  + — y)  '•  + ’»  {/"/  + (*  — y)  s}  = ü, 

-H  (j  — y)  S + m {1  -f  y*  -f-  (s  — y)  ='  0. 

Und  daher 


{1  -i-p-+  (2  — y)  '■}  {!  + '/’  + {'  — ?)  = (-  — y)  s}‘^- 

Indem  man  für  z — y seinen  Werth 


n 

U + p’  + 

substituiert,  wird 


(Artikel  192) 


/fi  _ 7?  {,1  + ,/)  r - 2yys  (1  + y»)  t}  ^(l  -f  -f  y--) 

+ (I  + p'  + ?*)■'  = 0, 

welche  Gleichnng  ausdrückt  (vergl.  .Artikel  51),  dass  in  jedem 
Punkte  der  fraglichen  Fnveluppe  einer  der  beiden  llaiiptkrüm- 
miingsbalbmesser  gleich  R ist,  wie  dicss  geometrisch  evident  er- 
scheint. 

196.  W'ir  wollen  in  der  Kürze  zeigen,  welches  die  Form 
der  Diirerentialgleiclinng  der  Fiiveloppc  dann  ist,  wenn  die  Gleich- 
ung der  nnihülltcn  Fläihe  vier  Constanten  enthält. 

Wie  vorher  gelten  ausser  der  Gleichung  der  Fläche  die  drei 
Gleichungen 

P ^ y = (r  - p-„)  {/  - F,,)  = (s  - FJl 
Schreiben  wir  zur  Abkürzung  die  letztere  Gleichung  in  der 
Form 

yr  = O'* 

und  setzen  - 
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a — F^^^  = A. 

y ^122  = ^ ^222  = ^> 

SO  entstellt  durch  DilTerentiatioii  von 

pt  = 

(A  + Bm)  T + (C  + Dm)  (i  — 2 (B  + Cm)  ff  = 0. 

Und  indem  wir  für  in  den  aus  der  Gleichung 

ö + t«i  = 0 

abgeleiteten  AVerth  substituieren  und  erinnern,  dass 

QZ  ==  (j2 

ist,  erhalten  wir 

Az'  — 3 ör-  + 3 Ceh  — Da'  = 0 , 
in  welcher  Gleichung  für  die  iiiiplicite  in  sie  eiutreteudeu  Para- 
meter ihre  aus  den  vorigen  Gleichungen  ahgeleiteten  Uerthe  eiu- 
zusetzen  sind.  Die  Gleichung  ist  daher  von  der  Form 
a -f-  3/3//1  -f  Syw*  + = U, 

wo  m und  U t'unctionen  von  x,  y,z,p,q,  r,s,t  sind. 

In  derselben  Art  kann  die  DilTerentialgleichung  gebildet  wer- 
ilen,  wenn  die  Gleichung  der  bewegten  Fläche  eine  grüssere  Zahl 
von  Parametern  eiithäli. 

197.  Nachdem  «ir  in  den  vorigen  Artikeln  dargelegt  haben, 
wie  die  partiellen  Dilferentialgleichungeu  gebildet  werden,  zeigen 
wir  nun,  wie  aus  einer  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung 
eine  andere  Differentialgleichung  abgeleitet  werden  kann, 
welcher  durch  jede  G h a r a c.  t e r i s t i k der  durch  jene  d a r - 
gestellten  Familie  von  Flächen  genügt  wird.*) 

Sei  zuerst  die  gegebene  Gleichung  von  der  ersten  Ordnung, 
d.  h.  von  der  Form 

f [x,  y,  z,  p,  y)  = 0. 

Wenn  diese  Gleichung  der  bjiveloppe  einer  bewegten  Fläche 
angehört,  so  wird  sie  nicht  nur  durch  die  Enveloppe,  sondern 
auch  durch  die  hewegliche  Fläche  in  jeder  ihrer  Lagen  erfüllt; 
denn  die  Enveloppe  berührt  diese  Fläche  und  in  dem  Herührungs- 
punkte  sind  x,  y,  z,  p,  y für  beide  Flächen  dieselben  Grössen. 

Sind  sjieciell  x,  y,  z die  (äiordiuateii  eines  Punktes  der 
Gharacteristik,  so  muss  die  Gleichung 

*)  Vergl.  Monge,  p,  öS. 

Satmon,  Annl.  Geuin.  d.  Ilaumcg.  I( 


Digitized  by  Google 


274 


f {x,  y,  2,  p,  (?)  = 0 

durch  diese  Werllie  von  x,  y,  z erffillt  sein,  ob  p und  y die 
aus  einer  Lage  der  bewegten  Fläche  oder  der  nädistfolgeiiden 
Lage  derselben  abgeleiteten  Wertbc  besitzen,  weil  jeder  ['unkt 
der  (iharacterisiik  lbir(  bsclinitt  zweier  auf  einander  folgender 
l,agen  der  bewegten  Fläche  ist.  Wenn  wir  also  die  gegebene 
Oleicbnng  nach  p und  q als  den  allein  Veränderlichen  dilTeren- 
tiieren,  so  müssen  »lie  Punkte  der  Lharaclcristik  der  Gleichung 


Pdp  -f-  ijdq  = 0 

genügen. 

Oder  in  anderer  llarstellung:  Ist  die  Gleichung  der  bewegten 
Fläche 

z = F [x,  y,  u). 


wo  wir  die  Gonstanlen  säinintlich  als  Functionen  eines  einzigen 
Parameters  a ausgedrückt  denken;  so  haben  wir  nach  Artikel  1S7 


P = (•'f.  y>  «)■  ? = {*•  .V>  ")- 


Werthe  von  p und  g,  die  in  die  gegebene  Gleiciuing  .substituiert 
werden.  Dann  wird  die  Characteristik  ausgedrückl,  iudein  man 
mit  der  gegebenen  Gleichung  ihr  nach  a genommenes  Differential 
cumbiniert;  da  aber  a in  die  gegebene  Gleichung  nur  eingeht, 
weil  es  in  den  Werthen  von  p und  g enthalten  ist,  so  haben  wir 
wie  vorher 


P f + ö * = 

da  da 


Da  ferner  die  Tangente  der  Characteristik  in  irgend  einem 
Punkte  in  der  Tangentenebene  von  jeder  der  beiden  Flächen 
liegt,  welche  sich  in  diesem  Punkte  schneiden,  so  wird  die 
Gleichung 

dz  = pd.v  + gdij 

erfüllt,  oh  p und  g die  einer  bestimmten  oder  die  der  nächst- 
folgenden Lage  der  beweglichen  Flüche  eiilsprechenden  Werthe 
haben  und  es  ist  daher 


dp 

da 


dx 


dg  = 0. 


Die  C.nmbination  dieser  Gleichung  mit  der  vorher  gefundenen 
gieht  endlich  die  Differentialgleichung  der  Characteristik 
Pdy  — Qdx  = 0. 


» 
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Wenn  beispielsweise  die  gegebene  Gleirlinng  von  der  Korm 
Pp  + Qq  R 

ist,  so  genügt  die  Cliaracterislik  der  Gleicbniig 
Pdy  — Qdx  = ü, 

aus  welclier  durch  (;oniI)ination  mit  licr  gegebenen  Gleirliung 
und  mit 

dz  = pdx  + qdy 

abgeleitet  wird 

Pdz  = Rdx,  Qdz  ~ Rdy. 

Es  ist  bekannt,  welclier  Gebrauch  von  diesen  Gleichungen 
bei  der  Integration  dieser  Klasse  von  Diflerenlialgleicbungen  ge- 
macht wird.*) 

Wenn  das  obige  System  simultaner  Gleichungen  durch  Inte- 
gration giebt 

« = Cj,  V ==  Cj, 

so  sind  diess  die  Gleichungen  der  Gbaraclerislik  oder  erzeugen- 
den Giirve  in  irgend  einer  ihrer  Lagen,  weil,  damit  v constanl 
sei,  sobald  u constant  ist,  eine  Itelalion 

U = q>  (v) 

bestehen  muss. 

Beispiel.  Sei  die  Gleicliung  die  iiii  Artikel  1S8  lielraclilele,  d.  i. 

z*  (1  + = r\ 

Jede  Cliaracterislik  geiifigt  daun  der  Gleichung 
pdy  — q dx, 

die  nach  Artikel  HO  auzeigl,  dass  die  Cliaracterislik  iiniiier  eine  Linie 
grösster  Neigung  in  der  Fläche  ist,  wie  diess  auch  geoinelrisdi  erhellt. 

198.  Die  eben  gefundene  Gleichung  der  Gliaracteristik  enl- 
liält  im  Allgemeinen  die  Grössen  p und  q\  man  kann  die.selben 
aber  eliminieren,  indem  man  mit  jener  die  gegebene  partielle 
Diirerentialgleichiing  und  die  Gleichung 

dz  = pdx  -p  qdy 

coinbiniert.  So  leiten  \>ir  in  dem  letztbclraclitelen  Iteispiel  aus 
den  Gleichungen 

I*  (1  + qdx  = pdy 

die.  neue  Gleichung  ab 

I*  [dx’  -p  dy’  -p  dt‘)  = r*  [dx^  -p  dy% 


*)  Vergl.  O.  Boule,  ,,DifferentIiil  Kqiiutions“,  p.  322. 

18* 
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Es  ist  bokannt,  dass  es  zwei  Klassen  von  Difl'ercnlialgleiciuin- 
gen  erster  Ordnung  giebl,  von  denen  die  eine  aus  der  Cleicliung 
einer  einzigen  Fläcl)e,  z.  B.  durch  die  Elimination  einer  Constan- 
tcn  aus  einer  Gleichung  und  ihrem  DilTerential 

?7  = 0,  U^dx  + V.ßy  + l\dz  = 0. 
abgeleitet  ist;  während  die  andere  durch  Combination  der 
Gleichungen  zweier  Flächen  gebildet  wird,  z.  B.  indem  man 
zwischen  den  Gleichungen 

D = 0.  F = 0 

und  ihren  DilTerentialen  drei  Conslanten  eliminiert. 

Eine  Gleichung  von  jener  Klasse  drückt  eine  zwischen  den 
Richtungscosinns  irgend  einer  Tangente  der  F'läche  slatliindende 
Relation  aus;  während  eine  Gleichung  der  zweiten  Klasse  eine 
Relation  darstellt,  welche  durch  die  Richtungscosinus  einer  Tan- 
gente von  irgend  einer  der  Curven  erfüllt  werden,  die  das  System 
{/  = 0,  F = 0 

darstclit. 

Die  hier  zu  betrachtenden  Gleiclinngen  gehören  zur  letzteren 
Klasse.  So  ist  die  .geometrische  Bedeutung  der  als  Beispiel  ge- 
wählten Gleichung  die , dass  die  Tangente  jeder  der  durch  sie  dar- 
gestelllen  Curven  mit  der  Ebene  xy  einen  Winkel  macht,  dessen 

Cosinus  gleich  — ist.  Diese  Eigenschaft  ist  für  jeden  in  einei’ 

Verticalebene  gelegenen  Kreis  erfüllt,  dessen  Radius  r ist,  und 
die  gedachte  Gleichung  hätte  in  der  That  gebildet  werden  kön- 
nen, indem  man  die  Constanten  a,  ß,  m zwischen  den  Gleichungen 
{x  — af  -F  (y  — |3)*  + 2^  = r*,  x — a + m {y  — ß)  = 0 
eliminiert. 

199.  Die  Diflerenlialglcichung,  welche  nach  dem  angegebenen 
Verfahren  gefunden  wird,  ist  nicht  nur  für  jede  Characteristik 
einer  Flächenfaiiiilie  wahr,  sondern  weil  jede  Characteristik  die 
Cuspidalkante  der  erzeugten  Fläche  berührt,  so  sind  die  Verhält- 
nisse dx  : dy  : dz  für  irgend  eine  Characteristik  und  die  entspre- 
chende Rückkehrkante  dieselben  und  die  gefundene  Gleichung 
wird  daher  für  die  Rückkehrkante  jeder  Fläche  der  betrachteten 
Familie  gleichfalls  erfüllt. 

So  ist  in  dem  gewählten  Reispitd  die  durch  die  Diflerenlial- 
gleichung  ausgedrückte  geometrische  Eigenschaft  nicht  nur  für 
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einen  in  einer  Verticaleliene  gelegenen  Kreis  wahr,  sondern  sic 
bleibt  auch  wahr,  wenn  dieser  Kreis  auf  einen  vcrlicalen  Cylin- 
der  aufgewickelt  wird,  und  die  itückkehrkante  der  dadurch  ge- 
gebenen Familie  von  Flächen  gehört  immer  zu  der  Familie  so 
erzeugter  Curven. 

Ebenso  wie  die  partielle  Dilfereiitialgleichung  in  p,  q,  welche 
eine  Ilclatiun  zwischen  den  Richtungscosinus  der  Tangentenebenc 
ausdrückt,  sowohl  für  die  Enveloppe  als  für  die  einzelnen  um- 
hüllten Flächen  wahr  ist,  so  sind  die  hier  betrachteten  totalen 
Diflerentialgleichungen  zugleich  wahr  für  die  Rückkehrkante  und 
fiir  die  Reihe  der  (Iharacteristiken , welche  dieselbe  berühren. 
Dieselbe  Wahrheit  kann  auch  so  ausgesprochen  werden:  Das 
System  der  Gleichungen 

da 

welches,  wenn  a als  Constantc  betrachtet  wird,  die  Characleristik 
repräsentiert,  stellt  die  Rückkehrkante  dar,  wenn  a eine  neue 
bekannte  Function  der  Veränderlicben  ist,  welche  mittelst  der 
Gleichung 


zu  eliminieren  ist.  Aber  die  (Gleichungen 
V = 0,  = 0 

da 


haben  olTcnbar  dieselben  Differentiale,  wenn  « als  veränderlicli 
und  dieser  Bedingung  unterworfen  oder  wenn  es  als  constant  be- 
trachtet wird. 

So  sind  im  Beispiel  des -letzten  Artikels,  wenn  wir  in  die 
Gleichungen 

(x  — uY  -F  (y  — (3)*  + z'^  = r*,  {x  — a)  -f  m {y  — ßj  = 0 
ß z=i  rp  la)  und  m = tp  (n) 
einselzen  und  diese  mit  der  Gleichung 

1 + ip  («)*  = iy  — ß)  <p"  (“) 

verbinden,  die  DilTerentiale  der  ersten  und  zweiten  Gleichungen 
dieselben,  wenn  a gemäss  der  dritten  Gleichung  veränderlich  als 
wenn  es  constant  ist;  und  daher  bleibt  die  Differentialgleichung, 
welche  durch  die  Elimination  a,  ß,  m zwischen  den  ersten  bei- 
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ili'ii  (;ifi('liunj;cn  und  ihren  unter  der  Voraussetzung  der  ('■onstanz 
dieser  (Irösseii  gehildelcu  DilTercntialcn  enlsleht,  gleieliniässig 
wähl-,  wenn  dieselben  nach  den  dargelegteu  (’iesctzen  veränder- 
lich wären,  l ud  wir  erliallen  die  (lltMcliungen  einer  Curve,  die 
dieser  Itiirereiilialgleirliiiiig  genügt,  indem  wir  eine  Form  etwa 
93  (ß)  willkürliili  wählen  und  dann  zwisclien  den  (ilcichungen 
(.r  — ß)’  + {y  — 93  (ß)}'^  -f  z*  = r% 
x — ct  -I-  93' (ß)  .[y  — 9i(ß)}  = 0, 

1 + {<P'  (“)}*  = {'/  — <P  («)}  9"  (“). 
die  t'i rosse  ß eliminieren. 

M.  Roberts  hat  bemerkt,  dass  durch  die  Substitution  von 
X kdx,  y -|-  hiy , z kdz  für  x,  y,  z 
in  die  Gleichung  einer  Fläche  und  nachmalige  Bildung  der  üiscri- 
minaiitc  in  Bezug  auf  A ein  Resultat  erhalten  wird  , welches  die 
lliirerentialgicichung  der  Rückkehrkante  einer  der  gegebenen  Fläche 
uingeschriebeiien  abwickelbaren  Fläche  darslellt.  ln  der  That  ist 
es  nach  Artikel  16  odenbar,  dass  die  Discriminaiitc  die  Bedin- 
gung ausdrückt,  unter  welcher  die  durch  die  Gleichung  darge- 
stellte  Curve  die  gegebene  Fläche  berührt. 

So  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Rückkehrkante  der  einer 
Kugel  umgeschriebenen  Abwickeliingsiläcben 


(.r*  -f  y-’  -F  z*  — n-)  {(/.e®  -f-  dy‘‘  -f-  dz®)  = [xdx  -f  ydy  -f  zdz)-, 
oder 

(ydz  — rdy)®  -f-  {zdx  — .rdz)®  -f-  (xdy  — yd.r)® 

= a®  (d.r®  -f-  dy®  -f  dz®). 

Itie  letztere  Form  zeigt  an,  dass  dieselbe  (Gleichung  für  jede 
geodätische  Linie  eines  Kegels  erfüllt  ist,  der  den  Scheitel  im 
Anfangspunkt  iler  Coordinaten  hat.  Denn  bei  der  Entwickelung 
des  Kegels  auf  eine  Ebene  wird  die  geodätische  zur  geraden 
Linie,  iiml  wenn  die  Entlermmg  derselben  vom  Anfangspunkt 
gleich  a ist,  .so  ist  die  Fläche  des  Dreiecks,  welches  durch  Ver- 
bindung des  Elements  ds  mit  dem  Anfangspunkt  gebildet  wird, 

= und  diess  ist  offenbar  die  durch  die  vorige  Gleichung 

ausgedrückte  Eigenschaft . 

Beispiel.  Allgemeiner  ist  die  Diflcrenlialgleicliiuig  der  Rflekkelirkante 
der  einem  KIlip.suid 
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uiiigesciirit.'beiicii  abwickelbaren  Flächen  — von  der  partiellen  DilTereii- 
lialgleicbung 

z — px  — qy  ~ + b'‘q’  + — 

{ydz  — zdy)'^  + 6^  {zdx  — xdz)^  + c*  {xdy  — ydx)^ 

= bVdx'^  + c^irdy'  -}■  aVdz-, 

oder 


lind  sic  geliörl  einer  Cliaraclerislik  jener  Familie  von  Flächen  glcicbralls 
an.  Denken  wir  dann  die  Rnckkelirkanlc  der  der  Fläche 


unigeschriebeucii  ahwickelhareii  Fläche  auf  der  Fläche  des  ursprünglichen 
Ellipsüids,  so  tritt  die  lilcichiing 

(o'* — k-)  (i/dz — zdyY (b^  —k^)  (zdx — .«/;)'■*+  (c'-* — /c'-*)  (xdy — ydx)^ 
= (6* — frj  (c* — Ä*)dx'^+  (c'-* — k’)  (a^ — k'^)dy‘  + («^ — A")  (6* — k-)dz'^ 
hinzu  und  man  erhält 

(xdy — ydx)'^  + (zdx  — xdz)'^  -J-  (xdy — ydx)~ 

= (6^  + c*  — dx-  + (c*  4"  — A*)  dy'^  + ("’  + — k'^)  di*. 


.T' 

a 


Da  aber  die  beiden  confocalcn  Flächen 

, y 1 I ^ o.  _ JL.  _L.  _ 

c*  “ ’ «*— A’^  P — A-’  c^  — . *2 


1 


als  die  beiden  Mäntel  einer  Fläche  lietrachtet  werden  können,  welche  der 
Ort  der  Cenira  für  eine  andere  Fläche  ist,*)  so  gehört  die  letztere 
Olcichung  einer  geodätischen  Linie  des  Ellipsoids  an.  (Vergl.  Artikel  120 
den  Satz  von  Ohasles  über  die  Tangenten  einer  geodätischen  Linie.) 

Hiermit  hängt  der  Satz  von  M.  Hoberts  zusammen:  Wenn  man  die 
Tangenten  einer  geodätischen  Linie  auf  einer  ccntrischen  Fläche  zweiter 


*)  Vergl.  Artikel  47.  Monge  hat  bewiesen,  dass  wenn  eine  Fläche 
y mit  einem  dreiachsigen  Ellipsoid  zusammen  den  Ort  der  Kriim- 
mungscentra  einer  andern  F'lächc  bildet,  die  geodätischen  T.tnion  jener 
Fläche  y,  welche  ihre  Diirchsclmittscurve  mit  dem  Ellipsoid  berühren, 
der  Gleichung 

fl’  {ydz  — zdy)  + Id  (zdx — xdz)  + {xdy  — ydx)  = b'^c'dx^ + (diddy‘‘  + rdli^dz'‘ 
genügen. 
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Oi'dmin^'  liis  /,u  ilircn  respoctivon  niiirlisdiuiUspiiiikti'ii  mit  ili'ii  zu  iliiipu 
nurmaii-M  Tangonlcnchctu'ii  dcrsi’llimi  Klilclie  verlängert,  so  erhält  man 
l’nnkte  einer  mit  ihr  concentrischen  Kugel;  für  alle  geodätischen  Linien, 
welche  diesclhe  Krümmungslinie  hcriihren,  hleiht  sie  die  nämliche. 

200.  Die  DifTereiitialgleicliung  der  (■.har.iclerislik  kann  in 
derselben  Weise  gefunden  werden,  wenn  die  gegebene  Gleichung 
von  der  zweiten  Ordnung  ist.*) 

Wir  können  in  diesem  Falle  zwei  auf  einander  folgende 
Fbu'lien  denken,  welche  der  gegebenen  Differentialgleichung  ge- 
nügen und  einander  längs  ihrer  Durchschniltslinie  berühren. 
Wenn  wir  z.  H.  eine  Oberfläche  haben,  die  durch  die  Bewegung 
einer  Gurve  erzeugt  wird,  während  dieselbe  zwei  feste  Direetrix- 
ciirven  stets  schneidet,  so  denken  wir  eine  neue  durch  dieselbe 
Gurve  erzeugte  Fläche,  während  diese  zwei  neue  Direclrixcurven 
beständig  schneidet;  wenn  dann  diese  letzteren  Leitcurven  die 
ersteren  in  den  Punkten  berühren,  wo  die  erzeugende  Gurve  sie 
schneidet,  so  berühren  sich  die  beiden  Flächen  längs  dieser  Linie. 

ln  diesem  Falle  haben  die  beiden  Flächen  längs  ihrer  Diirch- 
schnittslinic  die.  Grössen  x,  y,  z,  p,  q gemein  und  können  nur 
in  Bezug  auf  r,  s,  t von  einander  abweichen. 

DilTercntiieren  wir  daher  die  gegebene  DilTerentialgIcichung, 
indem  wir  diese  Grössen  als  allein  veränderlich  betrachten,  so  sei 

Jhlr  + Stis  + m = 0 

das  Ergebniss.  Da  nun  p und  q längs  dieser  Linie  conslanl  sind, 
so  sind 

drdif  + thdy  = 0,  dsdx  + dtdy  = 0, 

und  die  Elimination  von  dr , ds,  dl  liefert  die  Gleichung  der 
Gharacteristik 

Rdy'^  — Sdxdy  + Tdy'^  = 0. 

In  den  Fällen  von  Gleichungen  zweiter  Ordnung,  welche 
wir  früher  betrachtet  haben,  ergiebt  sich  diese  Gleichung  als  ein 
vollständiges  Quadrat.  AVenn  diess  nicht  der  Fall  ist,  so  zerfällt 
sic  in  zwei  Faclorcn,  welche,  wenn  sic  rational  sind,  zu  zwei 
unabhängigen  Gharuct*;ristiken  gehören,  welche  durch  getrennte 
Gleichungen  repräsentiert  werden;  die  dagegen,  wenn  sie  nicht 


•)  Siehe  Monge,  p.  74. 
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ratioiiiil  hind,  zwei  Zweige  derselben  Curvc  bezeichnen,  welche 
sich  in  dem  belrachlelen  Punkte  <ler  Fläche  durchschneideii.*) 

201.  In  der  Thal,  wenn  die  Bewegung  einer  Fläche  durch 
einen  einzigen  Parameter  gen-gelt  ist  (vergl.  Artikel  60),  so 
enthält  die  Gleichung  ihrer  Envelojjpe,  wie  wir  sahen,  nur  Func- 
tionen einer  einzigen  Grösse  und  die  DiOercntialgleichung  gehört 
zu  der  einfachem  eben  vorher  betrachteten  Art. 

Wenn  aber  die  Bewegung  der  Fläche  durch  zwei  Parameter 
geregelt  ist,  so  ist  der  Ort  ihrer  Beriihrung  mit  der  Enveloppe 
nicht  eine  Curve,  sondern  ein  Punkt;  die  Gleichung  der  Enve- 
loppc  enthält  im  Allgemeinen  Functionen  von  zwei  Grossen  und 
die  Difl'erentialgleichnng  ist  von  der  allgemeineren  Form. 

Wir  wählen  als  ein  Beispiel  des  Vorkommens  der  letzteren 
Klasse  von  Gleichungen  in  geometrischen  Untersuchungen  die 
Gleichung  der  Familie  von  Flächen,  für  welche  ein  System  der 
Krümniungslinien  einer  festen  Ebene 

y = mx 

parallel  ist.  Indem  man  in  die  Gleichung  des  Artikel  50  die 
Substitution 

(hj  = mdx 

vollzieht,  erhält  man  die  Differentialgleichung  der  Familie 
«»2  |(l  -F  ,p-]  s—pqtj  + m {(1  + 5,2)  r — (1  -F 

— {(1  + P’)  s — Pir)  = 0. 

Für  eine  sehr  interessante  Discussion  dieser  Gleichung  ist 
auf  .Monge  p.  161  zu  verweisen,  da  die  Lehre  von  der  Inte- 
gration solcher  Gleichungen  nicht  in  den  Plan  dieses  Werks  ge- 
hört. Um  zu  zeigen,  wie  solche  Differentialgleichungen  in  der 
Geometrie  selbst  sich  darstellen,  wollen  wir  nachw eisen,  wie 
diese  Gleichung  aus  der  Elimination  von  a,  ß zwischen  der 
Gleichung 

{x  — or)=*  -F  ilZ  — ßf  + {:  — (“  + mß)y  = f(ß  — m«)2 

und  ihren  nach  a und  ß gebildeten  Differentialen  entsteht. 

*)  Zu  neuer  Darlegung  und  Vervollständigung  der  Theorie  von 
Monge  erscheint  soeben  (Sommer  1864):  P.  du  Üois-Royiuond  ,, Bei- 
träge zur  Interpretation  der  partiellen  Did'crentialglcichungen  mit  drei 
Variabeln.  I.  Die  Theorie  der  Characteristiken“. 
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Jene  Dinerenliale  sind 

(x — ß]  + {z  — (p)q>’~  mtjj'ilj, 

{y—ß)  + {'  — 9)  9 = — i>'P. 

so  dass 

(x  — ß)  + m i!/  — ß)+{l+  m^)  (i  — ip)  9'  = 0 
ist.  Es  ist  aber  aiicli 

(ar— ß)  + p[z  — cp)  — 0.  iy  — ß)  + q{i  — 9)  = 0, 

also 

(a:  — ß)  + m [y—ß  + (p  + mq)  [z  — tp]  — 0. 

Die  Vergleichung  mit  der  vorigen  rileichnng  liefert  dann 
m?  = (1  + »1’)  9'  (ß  + mß), 

und  wenn  wir  (a  + mß)  durch  y ersetzen,  so  ist  noch  übrig,  die 
Elimination  von  y zwischen  den  Gieichungen 

X + my  — y + (p  + my)  {2  — 9 (y)}  = 0, 

P + »19  = (1  + »>*)  9 (y) 
zu  vollziehen.  Die  DilTerentiation  nach  x und  y giebl 

(1  +P-+  ”'P9)  + ('•  + — 9>(y)}  — {1  + (P  + '«9)  9'}  >'i . 

» m ( 1 + 9*)  + p9  } + (s  + m<)  { I — 9 (y) } — { 1 + (p  + my)  9'  j y j , 
und  nach  der  zweiten  Gleichung  hat  man 

r + ms  ; s + = y,  : y,, 

so  dass  das  Resultat  ist 

(1  + P^  + ">P9)  (s  + = l"*  (1  + 9’)  + P9}  (»•  + »1^). 

wie  zu  beweisen  war. 

202.  Als  ein  Beispiel  der  Anwendung  der  hier  nach  einander 
entwickelten  Begrifl'e  wollen  wir  liier  eine  Untersuchung  führen, 
welche  die  Lehre  Du|iins  von  den  conjugierten  Tangenten  (Art.  7) 
als  einen  iiesonderen  Fall  enthält  und  sonst  neue  Einblicke  in  die 
Theorie  der  Krümimmg  der  Flächen  eröffnet. 

Ist 

u !=  ( (.r,  y,  i)  = 0 
die  Gleichung  einer  Fläche,  bezeichnen 

U^,  Mj,  Mj,  U||,  Mjj,  Mjj,  U.jj,  1/3,,  «ij, 

ihre  Differentialqiiotienten  und  stellt 

U = F {Ä\  Y,  Z,  Cj,  Cj,  C3)  = 0 
die  Gieichung  einer  Flächenfamilie  dar,  so  sollen  zunächst  die 
Parameter  derselben  c, , Cj,  Cj  so  bestimmt  werden,  dass  U und  u 
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sidi  im  l'iinkle  x,  y,  z in  erster  Ordnung  berfiliren.  Sind 
y, , II2,  die  lielrelTenden  Wertlic  der  Differentiale  von  ü,  so 
müssen 

F [x,  y,  z,  c,.  Cj.  C3)  = 0,  U,  : U.^  : = Ui  : u.^  : «3 

— setzen  wir  für  später 

El  ^ 

“1  "2  «3 

woraus 

*2  („^2  ^ „^2  + „^2)  ^ ijz  ^ y^2  + 
folgt  — sein  und  man  erliält 

f,  = q>  {x,  y,  z),  c-i  = ip  [x,  y,  i),  = % (x,  y,  i), 

d.  h.  die  Gleichung  der  berührenden  Fläche 

U = F {X.  r,  Z,  <p.  lg,  x)  = 0. 

Sind  dann 

X = fi  W.  y = fz¥)  — '=  h W 
die  Gleichungen  einer  auf  der  Fläche  « gelegenen  Linie  L für  s 
als  ihren  Bogen,  so  wird  ?/  = 0 die  Familie  der  Flächen  U re- 
präsentieren, welche  xt  längs  dieser  Curve  in  erster  Ordnung  be- 
rühren, wenn  man  in 

F (.Y,  Y.Z.xp,  3g.  x) 

in  die  Functionen  q>,  ip,  x ‘^‘cse  Werthe  von  x,  y,  z substituiert 
denkt.  Aus 

U = F = {) 

und  dem  nach  s gebildeten  vollständigen  Differential  derselben 
Gleichung 

F'  0 

erhält  man  die  Gleichung  der  Envcloppe  dieser  Flächen,  wenn 
man  s zwischen  beiden  eliminiert,  und  dieselben  Gleichungen  re- 
präsentieren die  Gharacteristik  dieser  Envcloppe,  wenn  man  s als 
Constante  betrachtet. 

Denken  wir  ferner  die  laufenden  Goordinaten  X,  Y,  Z als 
Functionen  des  Bogens  S der  Gharacteristik,  so  gelten  die  Re- 
lationen 

EE  ^ EL  ‘11  A.  — — n ILl  11  4.  — n 

dX  dS  dK  dS  dZ  dS  “ dX  dS 

d.  h.  für  X — X,  Y = y,  Z ==  z und  Aj»  f*2>  •'2  ‘•I* 

Cosinus  der  Winkel , welche  die  Tangente  der  Gharacteristik  C 


Digitized  by  Google 


•2S1 


ini  l’iiiiktu  (a-,  y,  z)  mit  ileii  Acliscn  hililel, 
«,  Ij  + «j,«2  + ”3’'j  = 


(^S)  *.  + (S)  - + {%)  - »■ 


wenn  in  der  letzteren  Gleichung  die  in  Klammern  gesetzten  Dif- 

dF' 

ferentiale  die  Wertlie  bezeichnen,  welche  den  — — , . . . für 

dX 

X'  = X,  ...  entsprechen, 

Mil  den  bekannten  üezeiebnungen  U^^  etc.  kann  man  dann 
die  nach  s genommenen  Diirerentiale  von 

~ ArMj , £^2  ^^2»  ■' — 

fulgcndcrinasscn  schreiben 

“ *'“U  + * (“ll*'  + “ul/'  + «31*'). 
(^)  + UjiX  + Uj^y  + Uj,Z  = *'«22  + * {«12*  + Mj2y'  + «23*'). 
(~)  -i-  U^iX  + £/23y'  -H  ££332'  = *'«33  -1-  * («3,a:'  + «23^'  + «332'), 


wo  die  Indiccs  Derivierte  nach  s bezeichnen,  und  aus  Uinen  durch 
Mniliplication  mit  A2,  ftj,  und  Summierung  der  Resultate  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  a)  und  für  A, , , v,  als  die  Co- 

sinus der  Winkel,  welche  die  Tangente  der  Linie  L in  der  Fläche 
im  I’unkte  [x,y,  z)  mit  den  Achsen  bildet,  die  Relation  erhallen 

(£^il  Ar«||)  A,A2  •+•  (££33  AtKjj)  P2*'i) 

^’)  "I"  (^22  ^«22)f‘|f‘2  (^31  ^“31)  (*'1^2  *'2^1) 

+ (f^,33  — ^“33)  •'l*'2  + (^'12  — *“12)  (^lf'2  — Vl)  — 0. 

als  welche  die  Cosinus  der  'rangentc  einer  Linie  L der  Fläche 
und  die  der  'fangeutc  der  Characterislik  C der  Enveloppe  für 
irgend  einen  Punkt  verbindet.*) 

Für  den  Fall  der  U als  Berührungsehenen  und  der  £7  als 
der  entsprechenden  abwickelbaren  Enveloppe  wird  man  auf  die 
Relation  der  conjugierlen  Tangenten  von  Dupin  zurückkommen 
müssen.  Der  Weg  dazu  führt  durch  die  Betrachtung  der  Krüm- 
mungsvcrhällnisse  der  Fläche  «,  U,  die  wir  nun  kurz  darstellen 
wollen.**) 


*)  Vgl.  Bordoni,  „Opuscoli  matematici  e fisici“,  t.  I,  Milano  1832. 

**)  Vgl.  L.  Cremona,  „Ännali  di  Matern.“,  t.  III,  p.  328  f. 
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Denken  wir  durch  die  gemeinschaftliche  Normale  der  Flächen 
II  und  U und  die  Tangenten  von  L und  C im  Punkte  (a;,  y,  z) 
die  Ebenen  E^  und  JE'j  und  bezeichnen  wir  durch  r^ , und 
, R2  die  Krümmungshalbmesser  der  entsprechenden  Normal- 
schnitte von  u und  U,  so  gelten  die  Formeln 

(»iH  . 

= «11^1*+  «22Pi*+  «33*' 1’  + 2«23f*i*'i  + 2 «aiejA,  + 2 «,2^,^, , 

KH«2^  + «3^)^ 

*■2 

= «,|^2*-t-«22f*2*  + “33‘’2*  + 2«23P2>'2  + 2K3iV2i..  + 2m,2V2- 

U2‘‘+ 

Ä, 

= W+  ^'>1’+  2^’23/‘,e,-|-2f/3,V,;,-f-  2f/,2i,p„ 

{jV±Ul±U,f 

Ä, 

= ^^22^2*+  ^^33*'2^  + 2f^23P2*'2  + 2f-31*'2^2  +2buV2- 

und  nach  ihnen  mit  Hücksicht  aitf  die  Identität 

(«,*  + + «3^)  = + U2^  + 

die  Relationen 

* («t’  + “o-  +“3*)^  Q-  — -^)=(^^U“*"llHr'*  + 2(f/23  — ÄMjjVl*'! 

■P  (^22  ^«22)Pl^"P2tf^31  ^"31)  >'1^1 

■P  (^33  ^«33)*'l*'P 2(f^|2  ^«l2)^lPl> 

* («r^  + «2*  + "3'')^  Q-  — = *“ll)V  + 2(f/23  — ^«23)/»2*'2 

+ {U.22  ^n22)f*2^"P2(f^3l  ^“3|)*'2^2 

+ (^^33  — *"33)  *’2*+2(f/|2— *«,2)^2f*2- 
Wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  mnilipliciert  und  das 
Quadrat  der  Gleichung  b)  davon  subtrahiert,  so  erhält  man  mit 
den  bekannten  Relationen 

^2— JV4  _ «I 

sin  01  + + 

VjAj  — A,  Vj  u., 

sinu  («i^  + «2^+ «<3^)^’ 

^lt*2  — 1*1^2  _ !*3 

sin  « (m,''  -J-  I/.,*  4- 1/3^)^ 
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das  Resultat  in  der  Form 

p (u,^  + n _ iW  L _ n 

sin-“  ö)  Vä,  r,/  \/?2  r^J 

“]  • ^11 ^*^11'  ^12  ^^12.  ^^31  ^*^31 

_ «2>  ^12 *“l2>  Uj2—^'»i2’  ^'23  *"2:1  = ^ -|-  Ä’Q 

“3>  ^'^31 ^“31  > ^23 ^“23’  ^33  ^'*33  | 

0 , «1  . «2  > “3  I 

wenn  man  es  naeh  den  Potenzen  von  k ordnet.  Sind  dann  Q^,  q.,  die 
beiden  Hanptkrüinmungsbalbmesser  der  Fläche  u,  so  ist  nach  (lauss 

0 _ K1+  _“2^+  "xT; 

Pi  Q2 

und  da  (P  die  entsprechende  Bedeutung  ffir  die  umhfdlende  Fläclie 
hat,  so  ergiebt  sich  für  die  Voraussetzung,  dass  diese  iin  Punkte 
(a:,  y,  z)  einen  Kreispunkt  besitzt, 

F »2^  + «^3^)^ 

— B'i 

wenn  Äi  = Rj  = R 

ist.  Die  (irösse 

+ 2«23  {«1  {t'23“l  — ^31«2 ^'12“3)  + ^^l“2"3} 

— W22(^)|“s^  "I"  ^33“i^  2 ^^3in3'<l) 

+ 2M3,  {«2(^/3iW2— ^12'‘s“  ^23»l)+  ^22"3«l} 

- «33(^22"r''+  — ^ i^)2''l»2) 

+ 2«|2  {>'3(^12"3 ^33"l ^3l"2)  + ^33"l"2} 

erbält  man  dann  mit  Hilfe  der  die  Kreispunkle  rharacterisieren- 
den  Relationen  (Art.  37) 

f 33'*2^_  “^__^22"3*_ir_^  ^23*'2"3 
+ «3* 

i'lJi^23l'l t^3l''2~i^l2“3)  ■jl^ll"2''3 

“ «2«3 

_ F,,».,-  + F33«t^— 2 f'31»3»l 

~ 'V  + V 

»2  (^’3l“2 ^I2»3 ^23'*l)  + ^22“3''l 

~ "3«1 

^22"  1 * + I "2^*  — 2_F’i  2»i’'2 

_ W3(^'I2"3~  ^^23» I — ^3l!'2l+  ^33«lJi2  _ ^ 
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in  tier  Form 


fl 


k (»i^  + V + 


R 


{ {«22  + «33)  «r  + (»33  + “ll)«2*  + («II  + “22) 

— 2 «,J3"2“3  — 2»3,«3“|  — 2 «12"l">} 

— + "JL+  /"J_  4. 

R Ve,  ,fJ’ 

d.  li.  als  Endresultat  die  Formel 

Aus  denselben  Relationen  leitet  man  aber  auch  die  Gleicliung  ab 


(«1^  + 

~1 . J*AC  r.\  


R 


cos  ei  = «, , A,  A^  -f-  u.,.,  ft,  ft.^  + V,  V., 


+ “23  + *'lf*2)  + »31  (»'1^2  + ^l»2)  + “12  + f‘1^2): 

und  durch  die  Subtraction  ihres  Quadrats  von  dem  Product  der 
beiden  ersten  (ileichiingen  der  Gruppe  c)  die  Gleichung 


1 cos'^  w sin-  ta 

r,J-2  i?-’  Q^Q., 


Aus  d)  und  c)  abfir  folgt  die  Gruppe 


die  letztere  durch  Elimination  von  sin-  w zwischen  den  beiden 
erstereu. 

Die  Tangenten  (A,,  ft,,  v,),  (Aj,  ft,,  vj  dürfen  nach  der  vor- 
ausgesetzten Natur  der  Envelop])c  als  spli<ärisch  conjn giert 
bezeichnet  werden. 

Für  (o  = 90®  zeigen  die  ersten  Gleichungen  f)  die  Identität 
von  r,,  Tj  mit  p,,  (ij,  d.  h.  die  durch  einen  Punkt  gehen- 
den Krümmungslinien  einer  Fläche  — und  zwar  sie  allein 
unter  allen  orthogonalen  Systemen  — haben  sphärisch  con- 
jugierte  Tangenten. 
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Denken  wir  die  Geraden  (i, , fi,.  v,),  (ij,  fi.,,  Vj)  gegen  die 
Krnmmnngslinie  der  Fläche  unter  den  Winkeln  5,,  0.^  geneigt,  so 
ist  nach  dem  Satze  von  Euler 

1 cos^  ^ sin*  9f  1 cos*  9^  sin* 

'•i  ~ 9i  Ci  ’ '•j  ~ Pi  Pz  ’ 

und  nach  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  f) 

1 _ 1 

» . -ß  Pi 

tan  9,  tan  9j  = — 

R e-j 

wornach  erstens  das  I’roduct  der  Tangenten  der  hezeirhneten 
Winkel  constant  ist  in  jedem  Punkte  der  Fläche,  und  zweitens 
die  Paare  sphärisch  conjiigierter  Tangenten  eine  Involution  bil- 
den, deren  üoppelstrahlen  die  Tangenten  zweier  Normalschnittc 
sind,  die  gegen  die  Krüninumgsliiiie  gleich  geneigt  den  Krüm- 
mungshalbmesser R besitzen.  Für 


erhält  man  die  Gesetze  von  Dupin,  die  den  ebenen  Berührungs- 
flächen entsprechen.  Man  erkennt  ferner  diu  Krümmungs- 
linicn  als  die  einzigen  Linien  auf  den  Flächen,  welche 
zugleich  sphärisch  und  eben  conjiigicrt  sind.’^) 

203.  Hegelflächen.  Wegen  der  hervorragenden  Wichtig- 
keit der  Hegelflächen  schliessen  wir  hier  ferner  einige  Details 
aus  ihrer  besonderen  Theorie  an.  **) 

Die  Tangentenebene  in  irgend  einem  Punkte  der  Fläche  ent- 
hält nothwendig  die  erzeugende  Gerade,  welche  durch  diesen 
Punkt  hindurchgeht,  weil  dieselbe  eine  der  Inflexionstangenten 
der  Fläche  in  demselben  ist.  (Vergl.  Artikel  4.)  .ledern  ande- 
ren Punkte  der  Erzeugenden  entspricht  eine  andere  Tangenten- 
ebene (Hand  1,  Artikel  107),  welche  wie  folgt  construiert  werden 
kann:  Bekanntlich  geht  durch  jeden  Punkt  des  Baumes  eine  ge- 
rade Linie,  welche  zwei  beliebig  im  Haumc  gelegene  Gerade 

*)  Wir  verwui.scn  auf  die  ßlcgaiite  Cremona'sclie  Abtiandlimg. 

*•)  IJie  Theoreme  dieses  Aliaehiiitt»  sind  vorzüglich  aus  C h ns  1 e s's 
Meinoir  im  XI.  Bande  der  „Correspondance“  von  Quetelet  fp.  50) 
und  aus  Cnyloy’s  Abhandlung,  „Cambridge  and  Dublin  Mathemntical 
.lonrnal,“  Vol.  \T1,  p.  171  entnommen. 
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schneidet,  nilmlich  die  DurchsrhnitUiliiiie  der  beiden  Ebenen,  weiche 
durch  den  Punkt  und  jene  beiden  Geraden  bestimmt  sind.  Den- 
ken wir  daher  drei  auf  einander  folgende  gerade  Erzeugende  der 
Fläciic,  und  durcli  einen  Punkt  A in  einer  von  ihnen  eine  gerade 
Linie  gezogen,  weiche  die  beiden  andern  scimeidet;  so  ist  die- 
selbe, da  sie  drei  auf  einander  folgende  Punkte  der  Fläclie  mit 
einander  verbindet,  die  zweite  Innexionstaiigenle  in  A,  und  die 
Ebene  dieser  Linie  und  der  Erzeugenden  durdi  A ist  dalier  die 
Tangentenebene  der  Fläche  in  A. 

Es  ist  in  dieser  Construction  vorausgesetzt,  dass,  wie  dicss 
im  Allgemeinen  stets  der  Fall  ist,  je  zwei  auf  einander  folgende 
Erzeugende  sich  nicht  schneiden.  Gicht  cs  jedoch  in  der  Fläche 
singuläre  Erzeugende,  welche  durch  eine  nächstfolgende  Er- 
zeugende geschnitten  werden,  dann  ist  die  Ebene,  welche  beide 
enthält,  eine  Tangentenebene  in  jedem  Punkte  der  Erzeugenden. 
Insbe.sondere  können  endlich  zwei  auf  einander  folgende  Erzeu- 
gende zusammenfallen,  und  dann  ist  diese  Gerade  eine  doppelte 
Linie  der  Fläche. 

Die  Berührungsebenen  in  den  unendlich  entfernten  Punkten 
bilden  eine  developpable  Fläche,  die  der  Bcgelflächc  selbst  eng 
verbunden  ist. 

204.  Das  Doppelverhältniss  (anharmouischc  Verb.)  von 
vier  Tangentencbenen,  welche  durch  dieselbe  gerade 
Erzeugende  gehen,  ist  dem  Doppelverhältniss  ihrer 
vier  Berührungspunkte  gleich. 

Denken  wir  die  drei  festen  Linien  A,  B,  C durch  vier  ge- 
radlinige-Transversalen  in  den  Punkten 

aaa  a t hbb  b ^ ccc  c 

geschnitten,  so  gilt  zunächst  die  Doppelverhältnissgleichheit 
{bb’b"b"'}  = {ccc'c"'}. 

da  jedes  von  diesen  beiden  Doppclverhältnisscn  das  Doppelver- 
hältniss der  vier  Ebenen  misst,  welche  durch  A und  die  vier 
Transversalen  gehen,  libenso  ist 

i / /e  /// 1 / * f'  nf  1 

\ccc  c f = \aaa  a 

als  Ausdrücke  des  Doppelvcrhältnisscs  der  vier  Ebenen  durch  B. 
(Vergl.  -Band  I,  Artikel  112.) 

Wenn  nun  die  drei  festen  Linien  die  auf  einander  folgenden 
Erzeugenden  einer  Begellläche  sind,  so  schneiden  nach  dem  letz- 

Salmon,  AiiU.  Geom.  d.  Rtume»  II. 
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len  Artikel  die  Transversalen  eine  dieser  Erzeugenden  A in  vier 
Punkten,  für  welclic  die  durch  A und  die  Transversalen  bestimm- 
ten Ebenen  die  Tangenlenebenen  sind.  Und  es  ist  also  bierdiircb 
bewiesen,  dass  das  Doppelverliältniss  der  vier  Ebenen  dem  Dop- 
peiverbältniss  der  vier  Punkte  gleich  ist,  in  denen  die  Transver- 
sale A schneidet. 

205.  Wenn  eine  Erzeugende  einer  Regelflächc  gegeben  ist, 
so  können  wir  ein  einfach  es  Hyperboloid  conslruicren,  w el- 
ches diese  Erzeugende  mit  der  Regcifläche  gemein  und 
längs  derselben  in  allen  Punkten  die  nämlichen  Tan- 
gentenebenen mit  ihr  besitzt. 

Denn  aus  der  Conslruction  des  Artikel  203  folgt,  dass  die 
Tangentenebene  in  jedem  Punkte  der  Erzeugenden  bestimmt  ist 
durch  die  zwei  nächstfolgenden  Erzeugenden  der  Itegelfläche  und 
also,  dass  zwei  Regelllächen  sich  längs  einer  Erzeugenden  be- 
rühren, wenn  sie  diese  und  die  zwei  nächstfolgenden  Erzeugen- 
den gemein  haben.  Irgend  drei  sich  nicht  durchschneidende  ge- 
rade Linien  bestimmen  aber  ein  einfaches  Hyperboloid  (ßand  I, 
Artikel  76),  und  das  durch  die  betrachtete  Erzeugende  und  die 
zwei  nächstfolgenden  Erzeugenden  bestimmte  Hyperboloid  berührt 
also  die  Fläche  wie  vorgeschrieben  ist. 

Setzen  wir,  um  die  volle  Bedeutung  des  ausgesprochenen 
Satzes  zu  erläutern,  voraus,  dass  die  Achse  der  z ganz  in  der 
Fläche  n*'”  Grades  liege,  so.  muss  jedes  Glied  ihrer  Gleichung 
entweder  x oder  y enthalten,  so  dass  diese,  nach  den  Potenzen 
von  X und  y geordnet  und  von  der  Form 

-I-  r„_iy  + u^^ix^  r„_2ai/  -1-  -f-'elc.  = 0 

sein  wird,  wo  u„_i,  r,_i  Functionen  von  z vom  Grade  [n  — 1), 
«II-*.  t’,_2,  IC» -2  solche  Functionen  vom  Grade  (n  — 2),  etc.  be- 
zeichnen. 

Dann  ist  (vergl.  Band  1,  Artikel  107)  die  Gleichung  der  Tan- 
genlenebene  in  irgend  einem  Punkte  der  Achse 

u'n^iX  -f  p'„_iy  = 0, 

Wenn  wir  durch  i/»_i  und  r'„_i  das  Hesultat  der  Substitution  der 
('.oordinaten  des  Berührungspunktes  in  n,_i.  r„_i  respeclive  be- 
zeichnen. 

Umgekehrt  folgt,  dass  eine  Ebene 
y = tnx 
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die  Fläche  in  («  — 1)  Punkten  berülirt,  «eiche  diircli  die  (lleidiung 

M»-i  + = 0 

bestimmt  «erden. 

Wenn  aber  u«_j,  einen  gemeinsciiaftlicben  Factor  i/^ 
itaben,  so  dass  die  Glieder  vom  ersten  Grade  in  x und  y in  der  Form 

«P  (“ii-p-i*  + = 0 

geschrieben  «erden  können,  so  ist  die  Gleichung  der  Tangeulenebene 

u\-p-ix  + = 0, 

und  eine  Ebene 

y = 7IIX 

berührt  die  Fläche  ki  («  — p — 1)  Punkten. 

Man  erkennt  leicht,  dass  die  Punkte  der  Achse,  für  «eiche 
1/^  = 0 

ist,  Doppelpunkte  der  Fläche  darstellen. 

Nun  ist  in  dem  Theorem  dieses  Artikels  ausgesprochen,  dass, 
so  lange  die  Achse  der  z nicht  eine  isolierte  gerade  Linie  der 
Fläche  ist,  sondern  vielmehr  eine  von  einem  System  von  geraden 
Erzeugenden,  welche  die  Fläche  besitzt,  die  Form  der  Gleichung 
sein  müsse 

«»-2  {i‘x  + vy)  + . . . = 0, 

so  dass  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  irgend  einem  Punkte 
der  Achse  die  nämliche  ist  «ic  für  das  Hyperboloid 
7IX  + py  = 0. 

nämlich 

ux  + v'y  = t). 

Irgend  eine  Ebene 

y ==  mx 

berührt  somit  die  Fläche  in  nur  einem  Punkte.  Der  Factor 
zeigt  aber  an,  dass  in  jeder  Erzcngendcii  (n  — 2)  Punkte 
liegen,  «eiche  Doppelpunkte  der  Fläche  sind. 

206.  Wir  können  diess  für  eine  wichtige  Klasse  der  Degel- 
flächen  bestätigen , nämlich  für  diejenigen , deren  geradlinige  Er- 
zeugende durch  zwei  Gleichungen 

ar  -H  -t-  . . . ==  0, 

a'V'  -f-  ö't"  * + -I-  . . . = 0 

ausgedrückt  werden  können,  in  denen  a,  a,  b,  h',  ...  lineare 
Functionen  der  Coordinateu  und  t einen  veränderlichen  Parame- 
ter vorstellen. 

Die  durch  Elimination  von  t erhaltene  Gleichung  der  Fläche 

19* 
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Uanii  nacli  den  Gosolzen  der  Eliininalion  *)  in  der  Form  einer 
nelerminanle  dargesleill  werden,  deren  erste  \>rlical-  und  Ilori- 
zonlalreilic  idenlisdi  sind,  nämlicli 

[ab'),  {ac),  [ad'],  . . . 

Nun  ist  die  Linie 

u = 0,  d — 0 

eine  Erzeugende,  näinlicii  die  deiir  l’aranielerwerlii  t = x enl- 
sprecliende,  und  wir  sahen  ehen,  dass  jedes  Element  der  ersten 
Horizontal-  und  Verlicalreilie  entweder  a oder  o'  enthält;  da  nun 
jedes  Glied  der  Eiitwirkeluiig  der  Dctcriuinante  einen  Factor  aus 
der  ersten  \’erticalrcihe  sowohl  als  aus  der  ersten  llorizontalreihe 
enthält,  so  ist  diese  Entwickelung  vom  zweiten  Grade  in  a und  a’, 
detijenigen  Theil  nur  ausgenommen,  welcher  mit  dem  ersten  Ele- 
mente in  beiden  Iteiheii,  d.  i.  mit  [ab')  multiidiciert  ist.  Dieser 
Theil  der  Gleichung  aber,  der  in  o,  n’  nur  vom  ersten  Grade 
ist,  bestimmt  die  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  der  geraden 
Linie  na’,  und  die  Itegeilläche  wird  daher  längs  dieser  Erzeugen- 
den von  dem  Hyperboloid 

ab'  — n’b  = 0 

berührt. 

Wenn 

0 = 0,  ü = I) 

oder 

fl'  = 0,  6'=  0 

dieselbe  Ebene  darstellcn,  so  durchsrlmeidef  die  betrachtete  Er- 
zeugende die  nächstrolgende  und  die  Ebene 

0 = 0 

berührt  die  Fläche  nach  ihrer  ganzen  Länge. 

Wenn 

b =■  ka,  b’  — ka' 

sind,  so  verschwinden  die  Glieder,  welche  in  o,  a’  vom  ersten 
Grade  sind,  aus  der  Gleichung  der  Fläclie  und  die  Erzeugende 
ofl'  ist  eine  Doppcllinie  derselben. 

207.  Indem  wir  zur  allgemeinen  Theorie  der  Hegelllächeii 
zurückkehren,  erkennen  wir^  dass  jede  durch  eine  Erzeugende 
gehende  Ebene  mit  der  Fläche  ausser  dieser  Geraden  eine  Curve 
vom  (» — 1)'™  Grade  gemein  haben  wird,  die  die  Erzeugende  in 

*)  Vergl.  „Vorlesungen“,  Artikel  IG  f. 
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(n  — 1)  Punkten  schneidet.  Jeder  dieser  Punkte  ist  als  ein  Dop- 
pelpunkt  in  der  Schnittcurve  nach  Artikel  205  in  gewissem  Sinne 
ein  Berührungspunkt  der  Ebene  irul  der  Fläclie.  Aber  nacli  Ar- 
tikel 205  haben  wir  gesehen,  dass  nur  einer  von  ihnen  ein 
eigenüiclicr  Berührungspunkt  der  Ebene  ist,  dass  dagegen  die 
übrigen  (n  — 2)  feste  Punkte  der  Erzeugenden  sind,  welche  mit 
der  Drehung  der  Ebene  um  dieselbe  nicht  variieren.  Es  sind 
die  Punkte,  in  welchen  diese'  Erzeugende  andere  nicht  nächst- 
folgende Erzeugende  durchschncidet,  also  Punkte  einer  Dop- 
pelcurve  auf  der  Fiäche.  Eine  windschiefe  Ilegelfläche 
hat  daher  im.  Allgemeinen  eine  Doppelcurvc,  welche 
jede  Erzeugende  in  (n  — 2}  Punkten  dnrchschneidet. 
Es  kann  geschehen , dass  zwei  oder  mehrere  von  diesen  (n  — 2) 
Punkten  ziisammenfalleii  und  dass  die  vielfache  Eurvc  der  Fläche 
von  einer  höhern  als  der  zweiten  Ordnung  ist.  In  dem  im  letz- 
ten Artikel  betrachteten  Falle  kann  bewiesen  werden,*)  dass  die 
vielfache.  Curve  von  der  Ordnung 

(m  -f-  n - 1)  (m  -f  « — 2) 

1.2 

ist  und  dass  in  ihr 

(m  -f-  n — 2)  (w  -f  M — 3)  fm  + » — 4) 

1 . 2 . .3 

dreifache  Punkte  existieren. 

Eine  Begelfläche,  welche  eine  Doppcilinie  besitzt,  wird  im 
Allgemeinen  keine  Cuspidal-  oder  Rückkehrkante  haben,  ohne 
dass  sie  abwickelbar  ist  und  ihr  ebener  Querschnitt  ist  daher 
eine  Curve  mit  Doppelpunkten , aber  ohne  Spitzen. 

208.  Betrachten  wir  nun  den  Kegel,  der  aus  irgend  einem 
Punkte  als  Scheitel  der  Begelfläche  umgeschrieben  ist. 

Da  Jede  Ebene,  welche  eine  Erzeugende  enthält,  die  Fläche 
in  einem  Punkte  berührt,  so  sind  die  Tangentenebenen  des  Ke- 
gels die  Ebenen , welche  seine  Spitze  mit  den  Erzeugenden  der 
F'läche  bestimmt.  Der  Kegel  hat  im  Allgemeinen  keine  stationä- 
ren Tangentenebenen,  da  eine  solche  Ebene  erfordert,  dass  zwei 
auf  einander  folgende  Erzeugende  in  einer  Ebene  liegen,  die  zu- 
gleich die  Spitze  des  Kegels  enthält;  es  liegen  aber  nur  in  spe- 

*)  Vergl.  die  Untorsuchung  ,, lieber  die  Ordnung  von  Systemen  von 
Gleichungen.“  im  letzten  Kapitel  dieses  Werkes. 
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riellfii  Fiillpii  zwei  auf  cinamlcr  folgende  Erzeugende  in  einer 
Elieue,  die  Zahl  solcher  Eheuen  ist  somit  beschränkt  und  im 
Allgemeinen  kann  nicht  eine  von  ihnen  durch  einen  beliebigen 
l’unkt  des  Raumes  gehen.  Die  Klasse  des  Kegels,  da  sie  ausge- 
driiekt  ist  durch  die  Zahl  seiner  Tangentenebeneu,  «eiche  durch 
eine  beliebige  seine  Spitze  enthaltende  Gerade  gehen,  ist  in  Folge 
dessen  gleich  der  Anzahl  der  Erzeugenden  der  Fläche,  «eiche 
diese  Jdnie  schneiden,  d.  h.  gleich  der  Ordnung  oder,  wie  «ir 
«egen  dieser  Zusammenstimmung  sagen  wollen,  gleich  dem  Grade 
der  Fläche.  (Vcrgl.  Band  I,  Artikel  161,  Anmerkung.) 

IVir  hahen  nun  bewiesen,  dass  die  Klasse  des  Kegels  dem 
Grade  oder  der  Ordnung  eines  ebenen  Ouerschnitts  der  Fläche 
gleich  ist,  und  dass  der  erstere  keine  stationären  Tangentenebe- 
neu, der  letztere  keine  stationären  oder  Cuspidalpunkte  bat. 
Dann  beweisen  aber  die  Gleichungen,  welche  die  Anzahlen  von 
irgend  dreien  der  Singularitäten  einer  Curve  verbinden,  dass  die 
Zahl  der  Doppeltangentenebcnen  des  Kegels  der  Zahl  der  Doppel- 
punkte eines  Schnittes  der  Fläche  gleich  sein  muss;  mit  andern 
Worten,  dass  die  Zahl  der  durch  einen  angenommenen  Punkt 
gehenden  Ebenen,  welche  zwei  Erzeugende  enthalten,  gleich  der 
Zahl  der  Durchschnittspunkte  zweier  Erzeugenden  ist,  welche  in 
einer  angenommenen  Ebene  liegen.*) 

209.  Wir  erläutern  die  vorige  Theorie  durch  Aufzählung  einiger 
von  den  Singularitäten  der  Regclflache,  welche  durch 
eine  gerade  Linie  erzeugt  wird,  die  stets  drei  feste  Leit- 
en rven  schneidet,  deren  respective  Grade  m^,  ntj,  OTj  sind.**) 

Der  Grad  oder  die  Ordnung  der  erzeugten  Fläche  ist  der 
Zahl  der  Erzeugenden  gleich,  welche  eine  angenommene  gerade 
Linie  durchschneiden,  also  gleich  der  Zahl  der  DurchschnitLs- 
punkte  der  Curve  «i,  mit  der  Regclfläche,  welche  die  Curven 
»ij,  »13  und  die  angenommene  Gerade  zu  Leitlinien  bat,  d.  h. 
das  m,  fache  des  Grades  der  letztem  Fläche.  Dieser  letztere  ist 
ferner  in  gleicher  Weise  das  mj fache  vom  Grade  einer  Regel- 
(läche,  welche  zwei  gerade  Linien  und  die  Curve  Wj  zu  Leit- 
linien hat,  und  der  Grad  der  letzten  endlich  aus  demselben  Grunde 

*)  Diese  Theoreme  vcnlankt  mini  Cayley.  „Cambridge  and  Du- 
blin Math.  .Tomn.",  Vol.  VII,  p.  171. 

**';  Der  Vcrfiisscr  gab  eine  Disenasion  dieser  Fläche  im  „Cambridge 
and  Dublin  Math.  .Tourn.“,  Vol.  VIII,  p.  -tS. 
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= 2»i;i-  Soiiiil  ist  iler  Grad  der  Itegeinäche  von  den  Directrix- 
curvcii  m,,  m.,,  Wj 

= 

Die  drei  lÄirven  m,,  m^,  selbst  sind  vielfaclie  Linien  in 
der  Fläelic,  deren  Ordnungen  res|)ective  m^m^,  m^m,^  sind. 

Denn  durch  irgend  einen  Punkt  der  ersten  Curve  gehen  m^m.^ 
Erzeugende,  die  üurchschnittslinien  der  über  den  Lurven  m.^,  m.^ 
stellenden  Kegel,  welche  diesen  l^unkt  zuin  Scheitel  haben. 

210.  Aus  der  Ordnungszahl  der  Itegelllächc  und  dem  Artikel 
207  folgt,  dass  jede  Erzeugende  von 

(2  ;«j  »ij  — 2) 

andern  Erzeugenden  gescliiiitten  wird.  Da  sie  aber  in  den  Punk- 
ten, die  sic  mit  den  Lcitcurven  gemein  hat, 

(hIjOT^  — 1)  + («sm,  — 1)  -f  (»i|mj  — 1) 

andere  Erzeugende  schneidet,  so  muss  sie  ausserhalb  der  Leit- 
curven  noch 

2ni^m.,m^  — + »*|  + 1 

Erzeugende  durcbscbneiilen. 

Wir  können  diess  Itesultat  unabhängig  begründen,  indem 
wir  die  Zahl  der  Erzeugenden  untersuchen,  welche  eine  gegebene 
Erzeugende  durchsclineiden.  Wir  bestimmen  zuerst  den  Grad  der 
Itegeltlächc,  deren  Leitlinien  die  Curven  m, , m.^  und  die  gegebene 
Erzeugende  sind,  d.  h.  eine  gerade  Linie,  welche  beide  durch- 
sclincidet. 

Diese  gerade  Linie  ist  zuerst  eine  vielfache  Linie  von  der 
Ordnung  — 1),  weil  offenbar  durch  jeden  Punkt  in  ihr 

diese  Zahl  von  geraden  Linien  — die  gegebene  Gerade  selbst 
ungerechnet  — gezogen  werden  kann,  welche  die  Curven  »i,, 
durchsclineiden.  Dann  ist  der  Schnitt  der  Fläche  mit  einer  durch 
jene  Gerade  gelegten  Ebene  zusammengesetzt  aus  der  l)fach 

gezäldten  Geraden  selbst  und  den  (m,  — 1)  (mj — 1)  Erzeugenden, 
die  man  erhält,  indem  man  einen  der  Durcliscbnittspunkte  der 
Ebene  mit  der  Curve  m,  mit  einem  ihrer  Durchschnittspiinkte  mit 
der  Curve  verbindet;  somit  ist  der  Grad  dieses  Schnittes  und 
damit  der  Grad  der  Fläche  selbst 

= + (”*i  — 1)  ("’z  — 2)  = 2m^m^  — m,  — m^. 

Indem  wir  diese  Zahl  mit  imiltiplicieren , erhalten  wir 
die  Zahl  der  Punkte,  in  denen  diese  Kcgelfläche  durch  die  Curve 
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gijsrliuillen  wird,  «nler  ihnen  jedocli  den  — l)farh  gezähl- 

leii  l’iinkl,  in  «eldiein  die  (^iirve  m,  die  belraclilele  Erzeugende 
silineidel.  l*ic  Sublrnclion  dieser  Zahl  lässt 

2»i,;n^,j/i3  — + 1 

als  die  Zahl  der  l’nnkte  der  Ciirve  m,,  durrh  welche  eine  (le- 
rade  so  gezogen  werden  kann,  dass  sie  die  Eni'ven  «i,,  »«j  und 
die  angenommene  Erzeugende  schneiden,  d.  h.  die  gesuchte  Zahl. 

211.  Die  Regellläche  wird  eine  gewisse  Anzahl  von  doppelten 
Erzeugenden  enthalten,  diejenigen  nämlich,  welche  die  eine 
der  L<itcurven  zweifach,  die  hcideii  fihrigen  aber  einfach  diirch- 
schneiden. 

Die  Zahl  solcher  Geraden,  welche  die  Gurve  zweifach 
sclitieiden,  wird  durch  ganz  den  vorigen  ‘ähnliche  Schlüsse  als 
das  fache  des  Grades  der  llegeinäche  erkannt,  welche  durch 

eiue  Gerade  erzeugt  wird,  die  die  Gurve  tn,  zweifach  und  ausser- 
dem eine  willknrliclie  (ierade  schnei<let.  Ist  nun  /i,  die  Zahl  der 
sclieinharen  lto|ipeIpiinkte  der  Gurve  »i,,  d.  h.  die  Zahl  der  Ge- 
raden, die  durch  einen  angenommenen  Punkt  so  gezogen  werden, 
dass  sie  die  Gurve  zweimal  schneiden,  so  erhellt,  dass  die  ange- 
nommene Gerade  in  dieser  Hegellläclie  eine  vielfache  Linie  vom 
Grade  /(,  sein  würde  und  dass  also  der  Schnitt  einer  sie  enthal- 
tenden Ebene  mit  der  Fläche  aus  der  /ij  fach  gezählten  Geraden 

nml  den  (m,  — 1)  Geraden  bestehen  würde,  welche  die  Diirch- 

schnittspunkte  der  Ebene  mit  der  (hirve  m,  paarweise  verbinden. 
Der  Grad  dieser  Regellläche  ist  daher 

= -Y  + '''i' 

und  die  Gesammtzahl  doppelter  Erzeugenden  in  der  ursprünglichen 
Regellläche  ist  somit 

{/i,  -1-  J m,  — 1)|  -F  -f  (m^  — 1)} 

+ »h’"i  {^'3  + (»”3— !)}• 

Die  Ordnung  der  Doppelciirve  im  .Allgemeinen  ist  durch  eine 
andere  llichlung  der  Rctrachtmig  zu  bestimmen,  für  welche  man 
ilie  letzten  Artikel  dieses  Randes  vergleichen  wolle;  aber  in  dem 
speciellen  Falle,  in  welchem  eine  der  Leitcurven  eine  gerade 
Linie  ist,  während  die  beiden  andern  Gurven  von  den  respectiven 
Gi  dnuugen  ;/i, , sind,  besteht  olfenbar  der  durch  jene  Gerade 
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gehende  ebene  Schnitt  aus  der  m,mjfach  zu  zählenden  Geraden 
zusammen  mit  m,  Geraden,  die  sicli  in  ^ m,  m,  (m,  — 1)  (mj — 1) 
1‘unkleD  durchschneiden , welche  nicht  in  den  Leilcurven  liegen. 
Diese  letztere  Zahl  ist  also  in  diesem  Falle  die  Ordnung  der  Kno- 
ten- oder  Doppelcurve,  sobald  sie  nicht  die  geradlinige  Direc- 
trix  in  einer  gewissen  Zahl  von  Punkten  schneidet,  welche  dann, 
wenn  diess  geschieht,  zu  der  Ordnung  der  Curve  addiert  werden 
muss.  Es  giebt  übrigens  ausserdem  doppelte  Erzeugende,  wie  es 
im  ersten  Theil  dieses  Artikels  bestimmt  ist. 

Man  erkennt  in  gleicher  Weise,  dass  die  Fläche,  welche 
durch  eine  gerade  Linie  erzeugt  wird,  die  eine  Curve  von  der 
•Ordnung  m zweifach  und  üherdiess  eine  feste  Gerade  schneidet, 
ausser  ihren  doppelten  Erzeugenden  eine  Doppelcurve  enthalten 
wird,  deren  Ordnung  mindestens  = -t  m (m  — 1)  {m  — 2)  [m — 3)  ist. 

212.  Der  Grad  der  Regellläche,  wie  man  ihn  nach  Artikel 
209  berechnet,  reduciert  sich,  sobald  ein  Paar  der  Leitcurven 
gemeinschaftliche  Punkte  besitzt.*) 

Wenn  die  Curven  m,,  »i.,  einen  Punkt  gemein  haben,  so  ist 
offenbar  der  Kegel,  der  aus  diesem  Punkte  durch  m,  beschrieben 
wird,  ein  Theil  des  Systems  und  die  Ordnung  der  eigentlichen 
Regellläche  wird  daher  um  m,  vermindert.  Und  allgemein,  wenn 
die  drei  Leitcurven  m^,  m^,  rcspeclive  eine  Anzahl  von  a,  ß,  y 
Punkten  paarweis  gemein  haben,  so  wird  die  Ordnung  der  eigent- 
lichen Regcifläche  um 

-j-  m^ß  -\-  m.^y 

reduciert.  Wenn  also  z.  B.  die  Leitlinien  zwei  gerade  Linien 
und  eine  Curve  dritter  Ordnung  sind,  so  ist  die  Fläche  im  All- 
gemeinen von  der  sechsten  Ordnung:  aber  ihre  Ordnung  ist  vier, 
wenn  jede  der  Geraden  die  Curve  dritter  Ordnung  schneidet;  sie 
ist  zwei,  wenn  jede  der  Geraden  sie  zweifach  durchschncidet; 
wenn  die  eine  derselben  die  Curve  dritter  Ordnung  zweifach,  die 
andere  sie  einfach  schneidet,  so  ist  die  Fläche  von  der  dritten 
Ordnung  und  die  erste  der  beiden  Geraden  ist  in  ihr  eine  Dop- 
pellinie. Denken  wir  ferner  als  die  Leitcurven  irgend  drei  ebene 
Querschnitte  eines  einfachen  Hyperboloids.  Nach  der  allgemeinen 
Theorie  müsste  die  entstehende  Fläche  von  der  sechzehnten  Ord- 


•)  Des  Verfassers  Aufmerksamkeit  ward  durch  Cayley  auf  diese 
Beduction  gelenkt.  % 
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nuiig  sein;  da  aber  jedes  Faai'  der  Leilciirven  zwei  Punkte  mit 
einander  gemein  haben , nämlich  die  Punkte,  in  welchen  die 
Uurchschnittslinie  ihrer  Ebenen  das  IIy|ierboloid  durcbschneidel, 
SU  enthält  die  Fläche  der  sechzehnten  Ordnung  sechs  Kegel  zwei- 
ten Grades,  die  durch  die  doppelt  zählende  Originallläche  zweiter 
Ordnung  zur  sechzehnten  Ordnung  ergänzt  werden.  Dass  diese 
doppelt  zählen  muss,  gehl  aus  dem  Umstande  hervor,  dass  die 
vier  Erzeugenden,  welche  durch  einen  Punkt  in  einer  der  Leit- 
curven  hindurchgehen,  aus  zwei  Kegelsciten  und  zwei  Erzeugen- 
den des  Hyperboloids  bestehen. 

Wenn  wir  allgemeiner  drei  ebene  Schnitte  einer  Kegellläche 
als  Leitcurveii  wählen , so  enthält  die  Gleichung  der  erzeugten  • 
Kegellläche  ausser  den  die  Kegelllächen  und  die  Originallläche 
darstellenden  Factoren  einen  Factor,  der  eine  andere  durch  die 
gegebenen  Curven  gehende  Kegellläche  darstellt.  Denn  cs  ist  im 
Allgemeinen  möglich,  gerade  Linien,  welche  alle  drei  Curven 
durchschneiden,  zu  bestimmen,  die  nicht  unter  den  Erzeugenden 
der  Originallläche  sind. 

213.  Wir  kehren  zu  der  allgemeinen  Theorie  der  Kcgcl- 
flächen  zurück.  Es  ist  bekannt,  dass  die  Ebenen  eines  Büschels 
und  die  durch  ihre  gemeinsame  Scheitelkante  gehenden  Normal- 
ebenen derselben  ein  involutorisches  System  bilden,  so  dass  das 
Doppelverhältniss  von  beliebigen  vier  Ebenen  desselben  stets  dem 
Doppelverhältniss  ihrer  conjngiertcn  gleich  ist.  Daraus  folgt  nach 
Artikel  204,  dass  das  System  der  Berührungspunkte  einer  um 
eine  Erzeugende  sich  drehenden  Ebene  und  der  zu  ihr  stets  nor- 
malen Ebene,  welche  dieselbe  Erzeugende  enthält,  ein  involuto- 
risches System  ist;  in  andern  Worten,  die  Systeme  der  Be- 
rührungspunkte der  Ebenen  eines  Büschels  mit  der 
Kegelflächc  und  der  Punkte,  in  welchen  dieselben 
Ebenen  zur  Fläche  normal  sind,  bilden  eine  Involution. 
Das  Centrum  des  Systems  ist  derjenige  Punkt,  in  welchem  dieje- 
nige Ebene,  welche  die  Fläche  in  unendlicher  Entfernung  be- 
rührt, zu  ihr  normal  ist.  Nach  den  bekannten  Eigenschaften  der 
Involution  bilden  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Punkte- 
paaren, in  denen  eine  und  dieselbe  Ebene  die  Fläche  berührt  und 
zu  ihr  normal  ist,  Bechtecke  von  constanter  Fläche. 

214.  Die  Normalen  einer  Ke gclfläche  in  den  Punkten 

t einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 
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Denn  sie  sind  zuerst  alle  einer  Ebene,  nämlich  der  Normal- 
ebene der  erzeugenden  (icraden,  parallel.  Man  kann  von  dem 
Doppelverliältniss  von  vier  zur  näniiichen  Ebene  parallelen  Gera- 
den sprechen,  indem  man  das  von  vier  Parallelen  durch  densel- 
ben Punkt  meint.  In  diesem  Sinne  ist  dann  das  Doppelverhält- 
niss  von  vier  Normalen  dem  der  vier  entsprechenden  Tangenten- 
ebenen gleich,  d.  i.  gleich  dem  ihrer  Berührungspunkte  nach 
Artikel  204  und  dem  der  Fusspunkte  der  Normalen  in  der  Er- 
zeugenden nach  Artikel  212.  Aber  ein  System  von  Linien,  die 
einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind  und  eine  gegebene  Gerade 
schneiden,  erzeugt  ein  hyperbolisches  Paraboloid , wenn  das  Dop- 
pelvcrhältniss  von  beliebigen  vier  unter  ihnen  dem  Doppelverhält- 
niss  der  Punkte  gleich  ist,  welche  sie  in  jener  Geraden  bestim- 
men. Die  Umkehrung  des  Satzes  ist  leicht  zu  erweisen  und  dar- 
aus ergiebt  sich  auch  seine  Richtigkeit. 

Die  l’unkte,  in  welchen  vier  Erzeugende  eines  hyperbolischen 
Paraboloids  von  der  ersten  eine  Erzeugende  der  zweiten  Art 
durchschneiden,  sind  die  Berührungspunkte  der  vier  Tangenten- 
ebenen, welche  sie  enthalten,  und  das  Doppelverliältniss  der  vier 
Punkte  ist  daher  dem  dieser  vier  Ebenen  gleich.  Das  Letztere 
wird  aber  durch  das  Doppelverliältniss  der  vier  Linien  gemessen, 
in  denen  diese  vier  Ebenen  durch  eine  den  vier  Erzeugenden 
parallele  Ebene  geschnitten  werden,  und  diese  Geraden  sind  den 
Erzeugenden  parallel. 

Man  beweist  leicht  den  Salz;  Wenn  man  eine  Regelflächc 
durch  eine  Schaar  von  Parallelehenen  schneidet,  so  bilden  die 
in  Punkten  einer  Erzeugenden  gelegten  Tangenten  der  Schnitt- 
curven  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Denkt  man  den  von  Pa- 
rallelen der  Erzeugenden  gebildeten  Kegel,  der  als  Richtungskegel 
bezeichnet  werden  darf,  so  haben  seine  Tangentenebenen  die 
gleiche  Stellung  mit  den  Tangentenebenen  der  Regelfläche  in  den 
unendlich  entrernten  Punkten  der  parallelen  Erzeugenden. 

Daher  lassen  sich  zu  einer  jeden  Regelfläche  längs  einer 
Erzeugenden  unendlich  viele  berührende  Paraboloide  hestimmeii, 
die  zu  einer  Richtungsebene  die  entsprechende  Tangentenebene 
des  Richtungskegels  der  Fläche  haben,  während  die  andere  will- 
kürlich ist;  nimmt  man  sie  in  einer  der  zu  jener  rechtwinkligen 
Lagen,  so  wird  das  Paraboloid  gleichseitig. 

Bei  einer  Drehung  um  90'’  um  die  Erzeugende  wird  das 
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Berühningsparaboloid  normal  zur  Fläche;  die  feste  Richtungsebene 
ist  die  entsprechende  Nornialebene  des  Riclilungskegels.  Das  Para- 
boloid  der  Normalen  ist  gleichseitig. 

Der  Centralpunkt  der  Erzeugenden  (Artikel  213)  ist  der  Schei- 
tel des  Paraholoids  der  Normalen. 

215.  Der  Cenlralpunkl  der  im  Artikel  213  betrachteten  In- 
volution ist  der  Punkt',  in  welchem  jede  Erzeugende  der  näclisl- 
folgenden  Erzeugenden  am  meisten  genähert  ist,  d.  h.  der  Punkt, 
in  dem  sie  durch  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  Erzeugen- 
den geschnitten  wird. 

Der  Ort  der  Punkte  der  Erzeugenden  einer  Itegclfläche , in 
denen  jede  der  nächstfolgenden  £rzcugenden  am  nächsten  ist, 
wird  die  Strictionsliniu  der  Fläche  genannt,  l'ni  einen 
naheliegenden  Fehlschluss  zu  corrigieren ,*)  wollen  wir  bemerken, 
dass  die  kürzeste  Entfernung  zweier  auf  einander  folgenden  Er- 
zeugenden kein  Element  der  Striclionslinie  ist;  denn  wenn 
Ja , Dl) , Cc 


drei  auf  einander  folgende  Erzeugende  sind,  während  ab  die 
kürzeste  Entfernung  der  beiden  ersten  von  ihnen  ist,  so  schnei- 
det diese  die  kürzeste  Distanz  der  zweiten  und  dritten  b'c  im 
Allgemeinen  nicht,  weil  diese  Bb  in  einem  von  b verschiedenen 
Punkte  b'  trifft,  und  das  Element  der  Strietionslinie  ist  nicht  ab, 
sondern  ab'. 

Beispiel  1.  Man  soll  die  Strietionslinie  des  hyperbolischen  Para- 
holoids 


(r 


bestimmen. 


Die  Gleirliungcn 


^ X y 

a b ’ a b ft 

drücken  ein  Paar  Erzeugende  ans;  sie  sind  der  Ebene 


parallel  und  ihre  kürzeste  Entfernung  ist  daher  zu  dieser  Ebene  normal 
und  liegt  in  der  Ebene 


*)  Vcrgl.  Lacroix,  t.  III,  p.  668. 
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{1  + I _ + („3  _ I J _ I _ 1}  _ 0. 

welche  die  erste  Erzeugende  iin  Punkte 

. _ - h-  J_ 

‘ + 6'^  l(n  . 

durchschiicidet.  IVcnn  beide  Erzeugende  dem  Zusanimenrallen  sieh  uiihe 
grenzt  nähern , so  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  des  Ourchschnitls* 
Punktes  derselben  mit  der  kürzesten  Distanz 


h’  1 


und  also 


oder 


4-6»  1»’ 


+ f = 


fc*  l 


+ 6*  1’ 


-3  + P = "• 


o'>  ■ 6'* 

■ Die  Strictionslinic  ist  daher  die  Parabel,  in  welcher  diese  Ebene  die 
Fläche  durchschneidet.  Wenn  man  dieseihe  Flfiche  als  durch  die  Erzeu- 
genden des  andern  Systems  gebildet  denkt,  so  hat  sie  eine  zweite  Stric- 
tionslinic in  der  Ebene 

«3  P 

Für  das  gleichseitige  Parahoiuid  werden  die  dem  Scheitel  entspre 
ebenden  Erzeugenden  die  Strictionslinie. 

Beispiel  i.  Man  soll  die  Strictionslinie  des  Hyperboloids 


a:‘ 

a- 


-I-  — = 1 

^ h-‘  c’ 


bestimmen. 

Sie  ist  die  Durchschnittslinic  der  Fläche  mit  der  durch 

^ (L  4.  L\  ^ L ^ ( L - L\ 

x'‘  \P  C*/  g2j  j2  \b'  a}) 

dargcstcllten  Fläche. 

216.  Wir  haben  bei  den  Uelrachtungen  dieses  Kapitels  viel- 
fach auf  die  Theorie  der  Krümmung  zurürkgewiesen,  welche  in 
den  vorigen  Kapiteln  entwickelt  worden  ist.  Für  die  Regel- 
flächen  wollen  wir  insbesondere  die  Frage  der  Deformation 
oder  der  Abwickelungsfähigkeit  auf  andere  Flächen  noch  näher 
erörtern.*)  Wir  knüpfen  sic  an  die  Formeln  f*)  des  Artikel  158- 

*)  Sie  ist  zuerst  von  Mincling  im  XVIIt.  liande  von  „Crelle’s 
Jonrnal“,  dann  von  O.  Bonne t in  t.  XIX  des  „Journal  de  l’ecole  po- 
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Besitzt  die  betrachtete  Fläche  geradlinige  Erzeugende,  so 
bilden  diese  ein  System  geodätischer  Linien,  welches  für  die 
Coordinatenlinien  (r)  gewählt  werden  kann;  dann  ist  nach  den 
Schlussergebnissen  des  Artikel  158  in  jenen  Formeln  H^  — 0, 
und  man  erhält  aus  der  letzten  derselben  durch  Integration 

Tg-^  = A. 

wo  A eine  Function  von  v allein  ist;  damit  aber  aus  der  ersten 

(Pg A‘‘ 

dtp  g^ 

und  durch  Integration  und  Ersetzung  der  Constanten  durch  Func- 
tionen von  p für  G die  Form 

G = LtP  -F  3fu  + If, 

in  welcher  £ = 1 , Z = 0 die  beiden  einzig  zu  unterscheiden- 
den Werthe  des  Coefficienten  von  u-  sind. 

Damit  also  auf  eine  gegebene  Fläche  Hcgelflüchen 
abwickelbar  seien,  ist  es  nöthig  und  hinreichend,  dass 
das  Quadrat  der  Entfernung  zweier  Punkte  auf  der 
Fläche  in  die  I'orm 

d.P  = dtp  -f-  Gdv‘ 

gebracht  werden  kann,  wo  G ein  Polynom  zweiten  Gra- 
des in  u ist. 

Besrhränkt  man  sich  auf  den  Fall,  in  welchem  die  Fläche 
reelle  gerade  Erzeugende  besitzt,  so  kann  man  diesen  Ausdruck 
für  das  Quadrat  von  ds  direct  geometrisch  nachweisen.  Sei  00^ 
die  kürzeste  Entfernung  zweier  unendlich  nahe  benachbarten  Er- 
zeugenden OG,  0,G|  — also  0 der  Centralpunkl  der  ersteren  — 
sei  0,G'  parallel  zu  OG  und  von  einem  Punkte  A/  der  letzteren 
auf  G'O^G^  die  Normale  MP  gefällt,  sowie  von  T aus  PQ  nor- 
mal zu  O^G^,  so  dass  MQ  auch  normal  zu  0, G,  ist.  Zeichnen 


lytcclmiqiie“  und  zuletzt  von  K.  Itonr  (ibid.  t.  XXII,  p.  .31  f.)  spccicll 
unternucht  worden. 

O.  Rönnet  hat  .auf  Grund  von  nllgomrineii  Formeln,  welche  Co- 
dazzi  bei  Gelegenheit  des  Concurs  von  1860  gegeben  hat,  die  Frage 
untersucht,  ob  die  Rcgclflächen  bei  jeder  Deformation  ihre  geradlinigen 
Krzeugciiden  behalten  müssen  und  oh  diese  nicht  etwa  in  ungerade 
geodätische  Linien  übergehen  können  und  sie  ist  natürlich  auch  so  da- 
hin entschieden,  dass  das  erstere  stets  stattfindcn  muss.  (Vgl.  ,.(;omptes 
reiidiis“  t.  LVll,  p,  805.) 
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wir  dann  auf  der  Flüciic  eine  beliebige  Curve  MM^  und  beziehen 
sie  auf  ein  System  geodätischer  Coordinaten,  das  von  den  gera> 
den  Erzeugenden  (»)  und  iliren  ortlmgonalen  Trajectorien  (m)  ge- 
bildet wird,  so  dass  also  w die  Länge  der  Erzeugenden  zwischen 
dem  betrachteten  Punkt  und  einer  Anfangstrajectorie  und  v der 
Parameter  der  allgemeinen  Gleichung  der  geradlinigen  Erzeugen- 
den ist.  Wir  denken  zur  näheren  Restimmung  den  Riclitungs- 
kcgel  der  Fläche,  d.  h.  den  von  Parallelen  zu  ihren  Erzeugenden 
gebildeten  Kegel,  und  schneiden  ihn  durch  eine  concentrische 
Kugel  vom  Radius  Fäns;  dann  ist  v der  Rogen  der  entstehenden 
sphärischen  Curve  von  einem  gewissen  Anfangspunkt  aus,  also 
der  unendlich  kleine  Winkel  G'O^G^  = itv. 

Ist  dann  u — u die  Gleichung  der  Sli  ictionslinic , also  a 
eine  bei  der  Deformation  unveränderliche  Function  von  v und 
(u  — a)  die  Entfernung  des  gewählten  Punktes  lil  vom  zugehöri- 
gen Ccntralpunkl,  so  ist 

OM  — 0,/*  = Of  0 = u — er, 

PQ  — (m  — a)  de,  QM^  = du. 

Aber  es  ist  auch 

= ds^  = d«-  + = du‘‘  + {u  — a)^  de*  -f 

und  die  Grösse  MP  als  die  kürzeste  Entfernung  zweier  benach- 
barten Erzeugenden  kann  durch  ßdv  vertreten  werden,  wo  ß 
eine  bei  der  Deformation  unveränderte  Function  von  v ist.  Man 
hat  also 

G = [u  — c)*  -p  ß‘‘. 

Die  Dedentung  von  ß giebt  sofort  für  den  Winkel  der  Tan- 
gentenebene in  einem  beliebigen  Punkt  gegen  die  Tangentenebene 
im  entsprechenden  Centraipnnkt  den  Ansdrnck  von  Chasics 


tan  J = 


u — a 


Da  man  ferner  findet,  dass  die  Krümmung  der  betrachteten 
Fläche 


^ d‘‘g  ß^ 

g du-  |(m  — «)'*•+■ ^ 


ist,  so  erkennt  man,  dass  für  die  auf  eine  Ebene  ent- 
wickelbaren  Rcgelflächen  insbesondere  ß = 0 und  G 
ein  vollständiges  Quadrat  sei.  Für  alle  andern  Regelflächen 
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niil  reellen  geraden  Erzeugenden  die  Krümmung  wesent- 
lich negativ,  d.  h.  es  sind  die  beiden  Haiiptkriimmungen  jedes 
Punktes  wesentlich  entgegengesetzt;  cs  sind  die  windschiefen 
Flächen,  welche  dem  entsprechen. 

Wenn  an  Stelle  von  ß in  dieser  Formel  + ß j/ — 1 treten, 
so  sind  die  Erzeugenden  imaginär,  aber  die  Fläche  selbst  kann 
in  dem  Falle  der  Zulässigkeit  beider  Vorzeichen,  d.  h.  des  Vor- 
handenseins zweier  Systeme  gerader  Erzeugenden  oder  in  dem 
einzigen  Falle  der  Flächen  zweiten  tlrades  reell  sein.  Dem  Falle 
L = (i  entspricht  endlich  allein  das  elliptische  Paraboloid. 

217.  Die  beiden  letzten  allgemeinen  Formeln  sind  der  nähe- 
ren Betrachtuiig  «erth.  Die  erste  von  ihnen 

, V — a 

ta„  / ..  .. 

zeigt,  dass  die  Tangentenebene  im  unendlich  entfernten  Punkte 
der  Erzeugenden  rechtwinklig  zu  der  im  Ccntralpunkte  ist  und 
zwischen  beiden  Grenzen  alle  möglichen  Lagen  gegen  diese  au- 
nimmt.  (Artikel  213.  Für  jene  ist  sie  |>arallel  der  entsprechenden 
Tangentenebene  des  Itichtnngskegels. 

Ist  der  Winkel  der  Tangeiitenebenc  im  Centraipnnkt  und  der 
zweiten  durch  dieselbe  Erzeugende  gehenden  Tangeiitenebenc 
+ 45",  so  erhält  man  als  llerührungspunktc  der  Letzteren  die 
Brennpunkte  oder  Doppcljiunkte  der  Involution  des  Ar- 
tikel 213. 

Dagegen  zeigt  die  zweite 

_ ifi  

g du}  i(t!  — -f- 

dass  die  Krümmung  im  Centraipnnkt  einen  Maximal- 
werth  der  absoluten  Grosse  hat  und  nach  dem  unend- 
lich entfernten  Punkte  der  iNull  zustrebt.  Nimmt  man 
auf  zwei  Erzeugenden  Punkte  in  gleicher  Entfernung  von  den 
Centralpunklcn , so  hängen  die  entsprechenden  Krümmungen  nur 
von  ß ab,  von  dem  auch  die  gegenseitige  Lage  der  Taugenten- 
ebenen abhängl  und  das  bei  der  Deformatiou  unveränderlich  ist. 

Für  die  developpabeln  Flächen  ist  die  Grösse  ß für  alle  Er- 
zeugenden gleich  Null;  im  Allgemeinen  ist  sie  es  nur  für  eine 
gewisse  Aiizabl  von  Erzeugenden;  in  der  nächsten  Nähe  derselben 
hat  die  Flüche  die  Eigenschaft,  auf  eine  Ebene  cnlwickelbar  zu 
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sein,  w«ül  in  ilir  dir  Kriimnuing  gleicli  Null  ist.  Die  Verbin- 
(liiiig  beiiler  Formeln  hobt  aticb  den  srbeiidiaron  Widerspruch, 
der  fnr  die  Ceniralpiiiiklc  dieser  letzteren  Krzengenden  slaltfindel, 
da  fnr  diese  « — « = 0,  also  die  Knnnnning  scbidnbar  nnend- 
lirb  wird.  Diese  l'nnkle  vergleichen  sich  den  Diickkehrpnidilcn 
der  dcveloppaheln  Flächen;  sic  treten  hiei'  isoliert  auf,  während 
sie  dort  die  ItnckkeliiTurve  bilden,  flie  '|■,'ingentellC•hene  ist  in 
ihnen  iinhestimint.*)  .\lle  (äirven  der  scheinbaren  Fmrisse  einer 
windschiefen  Fläche  gehen  durch  diese  l’nnkle  und  tangieren  in 
ilinen  die  entsprechenden  Frzeiigenden. 

Die  Krfinimiing  ist  ferner  Null  für  die  Krzeugenden,  denen 
ß = oo  enlsj)i'icht;  und  für  die.selhcn  Werthe  ist  tan  J — -xi, 
so  lange  nicht  (» — «)  selbst  mtendlich  wird.  Diese  Krzengenden 
sind  zu  allen  Curven  der  scheinbaren  I'inrisse  asyin])lulisch.  .lene 
Punkte  und  diese  Cicraden  erscheinen  also  wie  Kcken  und  Kanten 
eines  Polyeders  stets  iin  scheinharen  Umriss.**) 

'In  jeder  windschiefen  Megellläche  bestimmen  irgend  vier 
asyni|ilolischc  Linien  auf  den  gerailen  Krzengenden  Pnnktesysteme 
von  constantem  Doppelvcrhällniss,  oder  die  asymptotischen  Linien 
bestimmen  in  den  geraden  Krzengenden  huinogra[)biscbe  Theihin- 
gen.  Hat  die  Fläche  eine  Direclorebene,  so  werden  diese  Thei- 
Inngen  proportional.  Die  wohlbekannten  Kigenschaften  der  Flä- 
chen zweiten  Drades  sind  hierin  enthalten.***) 

218-  Für  das  Problem  iler  .Abwickelung  der  Itegelfläcben 
sind  die  (»)  Gerade  und  somit  die  A, , p, , v,  für  die  ganze  Kr- 
streckiing  einer  (v)  conslant,  also  -von  r allein  abhängig.  Die 
Koordinaten  -V„,  l'g,  der  Punkte  der  Striclionslinie  werden 
Functionen  von  e allein  sein,  deren  Werth  man  aus  den  allge- 
meinen Ausdrücken  von  X,  T,  Z lindel  für  ii  = ct.  Umgekehrt 
gehen  aus  .V(,,  J'„,  die  .V,  J',  Z hervor,  indem  man  jenen 

die  Projeclionen  der  Länge  (« — «)  nacli  der  Ftiebtung  (A,,  p,,  r,) 
hinzufügt;  (1.  h.  die  allgemeinen  Gleichungen  der  windschiefen 
l’lächen  sind 


•)  Das  allereiiifaclistc  lieispicl  bietet  die  S|)itze  des  Kegels. 

•*)  Diese  Ueziclmngcii  der  selieinbaren  Umris.se  der  Kegeltliielieil 
zu  gewissen  Punkten  und  Kiiiicn  sind  von  de  la  (Joiirnerio  (.,,Touriml 
de  l’e'col«  polytechuique“,  t.  ,VX)  zuerst  gegeben. 

»*»)  V'ergl.  P.  Serrot,  ,.Tbeorie  nouvelle  des  lignes  a double 
courbure“,  p.  Iö7,  169. 

Saimon,  Anal.  Geoni.  il.  Haumes.  II« 
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,V  = (u — a)  cos  i,  + .r„,  r=  (»/  — et)  cos  fl,  -j-  I’„, 
' Z — (tt  — a)  cos  J’i  + Z„. 

Durch  DilTcrcnliuliou  erhält  man  ilaraus 


ilX  = cos  A,  (hl  + |(ii  — «) 
(IY=  cosfi,(/i/  + |(n  — «) 
ilZ  = cos  v^<hl  + |(m  — «) 


ü cos  A, 
rfiT 
ll  cos  fl, 

Iv 

d cos  e, 
dv 


dp, 

dp, 

dv. 


Wegen  der  Itelalion 

i/A'*  + rfl'*  + dZ'^  — du^  + {(«  — irf  + dv^ 
müssen  somit  zwischen  den  ('.ocfficienlen  der  allgemeinen  (Deicli- 
iingen  und  den  l'aramclern  a,  ß die  folgenden  Gleichungen  slalt- 
flnden: 


(d  cos  A,\*  I ^ 

ilv  ) \ dp  ) \ dv  ) 


1 


cos  l'i 


h) 


dZ„ 

dv 


da 

dp' 


, "-‘fl  I , 

d cos  A,  c/A',  ^ d cos  fl,  dV„  d cos  v,  dZ„  _ 

dp  dv  dp  dv  dp  dv 

c:^)’ + (5)’ + (fr =(:)’+«’• 


0, 


Da  die  drei  Cosinus  nur  z\>ei  verschiedene  Functionen  re- 
präsentieren,  so  kann  man  scizeu 

cos  A,  = cos  a^  sin  />, , cos  fi,  = sin  a^  sin  fc, , cos  = cos  t,, 
und  die  ersle  der  vorigen  Gleichungen  geht  fiher  in 
-F  sin^A,  </«,*  = i/p^. 


Dahei  hleihl  der  eine  der  Winkel  ri, , A,  willkürlich  lind  da 
diese  Gleichung  einfach  aiisdrückt,  dass  dv  der  Dogen  der  sphä- 
rischen Schniltciirve  sei,  welche  der  Ilichlungskegel  beslimmi, 
so  kann  dieser  letztere  völlig  hcliehig  gewählt  werden,  so  lange 
man  die  gesuchte  Fläche  nur  der  Dedingiing  imterwirn , dass  sie 
auf  eine  gegebene  Fläche  (o,  ß)  abwickelbar  sei.  Man  kann 
also  eine  Hegel  fläche  immer  in  der  Art  deformieren, 
dass  ihre  Fr  zeug  enden  denen  eines  beliebigen  Dicli- 
liiiigskegels  parallel  werden;  insbesondere  also  auch 
e i n e r F b e n e. 
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219.  Hat  man  diesen  Kegel  willkürlicli  gewTilill*),  so  kennt 
man  cos  1,,  cosftj,  ros  v,  in  Function  von  v;  a tind  ß sind  ge- 
geben und  man  leitet  aus  den  drei  vorlier  nicht  bennUten  Ite- 
dingungsgleicliungen  für  die  drei  Unbekannten  die  Formeln  ab 


c) 


da 

cos  1, 

+ 

^cos 

f*l 

d cos  v^ 

— ros  v^ 

d cos  p 1 

dv 

dv 

dv 

dv 

da 

cos  p, 

+ 

^cos 

d cos  A, 

— cos  A, 

d cos  Vj 

dv 

*'t 

dv 

dv 

cs  : ^ 

II 

da 

dv 

cos  V, 

+ 

^cos 

d cos  p, 
d'v 

— cosp, 

d cos  A| 
dv 

Oie  binomischen  Factoren  von  ß sind  hier  die  Itie.lilnngs- 
cosinus  der  gemeinscbartlichen  Normalen  der  Fr- 

/.eugend^n  (v)  und  der  nächstfolgenden  Erzeugenden.  Diese  ge- 
rade ist  die  Tangente  der  orthogonalen  Trajeclorie  der  Erzeugen- 
den, welche  durch  den  betrachteten  Centrali)unkt  geht,  \\ .ährend 
die  Grössen 

d cos  1,  d cos  |a,  d cos  e, 
dä  ’ dv~’  dr 


die  Richtungscosiniis  einer  zur  vorigen  und  ziir  Erzeugenden 
(i, , ft, , v^)  normalen  Geraden  sind , die  die  äussere  Normale  im 
Centralpunkt  ist;  und  sie  können  daher  analog  zu  Artikel  1,'>7 
durch  m„,  bezeichnet  werden.  Jene  Gleirhnngen  werden 


d) 


dA'j,  da 

dv  dv 

dTfl  da 

dv  dv 

dZ„  da 

dv  dv 


cos  1,  -j-  /S  cos  1,1 , 
cos  + ß cos  Po, 
cos  I',  -F  ß cos  Vg 


*)  Man  kann  statt  dessen  die  Erzeugende  einer  andern  ncdingnng 
nnterwerfen,  z.  B.  eine  gegebene  gerade  oder  krumme  Dircetrix  zu 
scliiiciden;  oder  eine  gegebene  Fläclic  stets  zu  tangieren.  Denn  die 
1,.  p|.  v^  repräsentieren  die  Winkel  der  Erzeugenden  (o)  mit  den  Aeli- 
Bcn  und  sind  datier  nur  den  zwei  Bedingungen 


c.os’  X,  + cos*  p,  ,,  . , 

((/  cos  i,\’  , /l/COSpiY  /(/C08»|\* 

— { - dv  -)  + ) - 


vinterworfen. 

**)  Die  Substitution  ihrer  Integrale  in  die  Oleicbungeu  a)  führt  zur 
Dar.stellung  aller  auf  einander  abwickelbaren  Ucgelttäeheii. 

20* 
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1111(1  es  isl  zu  liemcrken,  dass duicli  — ß erselzl  werden  kann, 
unter  gleicliniässiger  Erfüllung  der  Clrieliuugen  a).  Die  beiden 
Fläclien,  welclie  diesem  Zeirliemveclisel  entsprechen,  sind  auf 
einander  aliwirkelhar  und  kiünnen  als  sjininel rische  Flächen  lie- 
zeichiiet  «erden.  .Man  erhält  daraus  ferner 


gv.<\»l  = ß cos  + (,/  — f,)  ros  y cos  I — ß cos  /„  — (n — a) cos 

y cos  n = ß CO.S  + (m  — f<)  cos  «i„ , y cos  m =ß  ros  w„  — (u  —a)  cos 

ros  r = |3 cos + („  — «)  ros n„ ,yco»n=ß cos  — (u—a)  cos r,„ 

und  durch  Einführung  des  A\  inkels  y,  den  die  Tangentenehene 
ini  Punkte  (i/,  i>)  mit  der  im  ('.entralpunkle  hildel,  (Artikel  21  f>) 
wegen  ß = y ros  J,  u — « = — y sin  J,  also 

cos  A = cos  ijCns/ — cos  /„  siny,  cos  / = cos  /„  cos/+  cos i,, sin/, 
cosfi  = cosp„cosy— rosw„sin/,  coswi=coswi„cos/+ cos,Unsin/. 
cosi’=  coscdCos/ — cos;iy  .sin/,  cosn  = cos  »j,  cos/ + cos  sin/. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  der  Artikel  1.57,  158  kann  man  dann 
die  \Aerthe  von  //,  //, , T h(vlimmen  und  erhält  für  r,  als  eine 
«illkürliche  Function  von  v 


oder 


//,  =0,  r = 

dv 


'/■“  ’ y dt! 

'Iß 


U r.-  — 


Somit  erfahrt  die  i orsion  der  geradlinigen  Erzeugenden 
durch  die  rieformalion  keinerlei  Veränderung,  während  in  den 
Ausdruck  von  II  die  von  der  Wahl  des  Ilichlungskegels  abhängige 
(irossc  rfc,  einirill,  welche  geometrisch  als  der  Winkel  der  kür- 
zesten Entfernung  00,  gegen  die  nächstfolgende  I^age  der  kürze- 
sten Entfernnng,  der  t.ontingenzwinkid  des  llichtimgskegels,  das 
Element  des  sphärischen  Schnittes  des  Suppicmentarkegels  und 
analytisch  durch  die  Formeln  definiert  ist 


(/r,  = cos  d cos  /„  -f  cos  d cos  >«„  -|-  cos  e„  d cos  n„ 

= • cos  /„  d cos  A|,  — cos  »/(„  d cos  — tos  «„  d ros 

= (d  cos*  d cos*  fi„  -f-  d cos*" 

= [d  cos*  /„  d cos*  ;/?„  -f  d cos* 

Da  II  die  Krümmung  des  zur  Erzeugenden  normalen  Schnit- 
tes und  gdv  der  Bogen  dieses  Schnittes  ist,  so  ist  — (,// 
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sein  (lontingeiizniiikel;  es  verändert  sich  «■»ber  J nicht  bei  der 
UefuriiialiDii  der  Fläche,  und  inan  erhält  nach  dein  eben  erläu- 
terten Wesen  der  tj rosse  (lv^  den  Satz:  Wenn  inan  eine  wiiid- 
scliieCe  Fläche  deforiniert,  so  variiert  der  Coiitiiigeiiz- 
winkel  aller  zur  näinlichcii  Erz  enge  iide  ii  iioriiialeii 
Schnitte,  genau  nach  der  Grösse,  um  welche  der  ent- 
sprechende Coiitingenzwiiikel  <les  Uichlnngskegels 
wächst  oder  a h ii  i in  in  t. 

220-  Wenn  man  die  gefiiiuleiieii  Werthe  von  H,  Hy,  T in 
die  Schhissgleiciinng  des  Artikel  15il  einselzt,  so  erhält  man 
einerseits  die  geraden  Erzeugenden,  andererseits  Cnrven  von  der 
UilTerentialgleichuiig 

rf  (/  + C|) 

gdv  2ß  2 cos  J du  ’ 

oder 


du  1 jrfe, 

du  2ß  \dv 


rfe, 

de 


als  Ort  der  Punkte  von  der  Krümmung  Null.  Wir  setzen 


tan  d = 


du 

gdv’ 


indem  wir  d als  den  Winkel  dieser  Linie  mit  der  Per]ieiidicnlareii 
betrachten.  Man  kann  die  Gleichung  der  Krnmmungsliiiien  nicht 
allgemein  integrieren,  kann  aber  für  den  Fall  der  Itegelllächen 
au  ihrer  Statt  gewis.se  andere  Gnrven  betrachten,  welche  in  jedem 
Punkte  die  Elemente  der  Krümmung  der  Fläche  bestimmen.  Ihre 
Gleichung  ist 

/ + »j  = M', 

mit  w als  einer  willkürlichen  Constanten;  nennt  man  y den  Win- 
kel, unter  welchem  diese  Linien  [w)  die  Perpcndiculare  schnei- 
den, so  ist 

du  du  1 d [J  + i'i) 

tan  y j 

3:, 7. 


und  somit 


tan  J — ^ tan  y, 


(1.  h.  die  Uichtnng  der  Perpendiciilaren  und  die  der 
Linie  (w)  sind  in  jedem  Punkte  die  Richtungen  von 
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Tanjj'enlcn  der  hyperbolischen  Iiidicalrix  der  Fläche 
nach  zwei  conjugierlen  Durchmessern. 

Wenn  inan  also  die  Linie  w gczeichncl  denkl,  so  kennt  man 
Inr  den  helrelTenden  Dunkl  der  Fläche  zwei  conjugicrle  Durch- 
messer der  Iiidicalrix  und  erhält  die.  Riclitungen  der  Asymplolen 
und  der  Hauptachsen,  und  seihst  die  Grösse  dieser  Lelztcreii, 
da  ilir  Product  hekannt  ist. 

Denken  wir  heispielswcise  eine  Fläche,  «leren  Erzeugende 
einer  festen  Ebene  parallel  sind  und  diese  Ebene  in  einen  Kegel 
Iransformiert.  Sei  OM  die  Erzeugende,  Mfi  die  Perpendiculare 
bis  zu  nächsten  Erzeugenden  OjjV,  MN'  die  Tangente  der  Cnrve 
(v)  und  MP  die  zweite  Asymptote  der  Indicatrix,  d.  h.  P die 
Mitte  von  NN'.  Man  kann  nun  die  Ebene  der  wagerechten  Achsen 
in  zweierlei  Art  auf  einen  Kegel  anrrollcn;  iiäinlich  im  positiven 
Sinne,  .-o  dass  H auf  Grund  des  negativen  — (iv^  vermindert 
wird,  und  im  negativen  Sinne,  mit  wachsendem // und  also  unter 
Annäherung  der  Linien  MN',  MP  an  MO. 

Dreht  man  immer  im  nämlichen  Sinn,  indem  mau  die  Gon- 
tingenzwinkel  des  Kegels  stetig  wachsen  lässt,  so  schneiden  sich 
die  .Asyni|itoteii  der  Indicatrix  unter  einem  stetig  abnehmenden 

Winkel,  welcher  wegen  der  Fnhcschränktheit  von  ~ unter  jeden 

heliehigen  Werth  gebracht  werden  kann.  Wir  haben  also  hier 
eine  imheschränkte  Annähcrimg,  obwohl  nie  vollständiges  Zusam- 
menlällen  mit  einer  developpakehi  Fläche,  je  mehr  der  Kichtuiigs- 
kegel  sich  znsamiiienzieht. 

221.  Wir  haben  gesehen,  dass  während  der  fortschreitenden 
Deformation  der  Fläche  die  zweite  Asymptote  der  Indicatrix  um 
den  Punkt  .V  drehend  alle  möglichen  Lagen  annehmen  kann. 
Unter  allen  Formen,  die  man  der  Fläche  in  der  Nachbarschaft 
der  Frzengenden  M gehen  kann,  ist  daher  immer  eine,  in  wel- 
cher diese  Asymptote  mit  der  Tangente  MN  der  Perpendiculare 
/nsainmenfallt.  Dann  ist  in  diesem  Punkte  M der  Erzeugenden 
die  Krnmnning  H gleich  Null,  die  Oscnlationsebene  der  Perpen- 
dieiilare  fällt  in  die  Tangentenebene  der  Fläche,  und  die  Erzeu- 
gende ist  die  Hanptiiormale  derselben  Cnrve  («). 

Für  jede  Erzeugende  einer  beliebigen  Regellläche  giebt  es 
zwei  Punkte,  in  welchen  sie  mit  der  Hauptnormale  von  (w)  zu- 
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saiiiiiiLMirällt.  Die  Glcidiung  für  //-  im  Artikel  220  giebl  für 
H = 0 


thf 

dv 


(«-«)-  + 


da 

dv 


0, 


eine  Gleichung  vum  zweiten  (iratle  für  u.  Für  dv,  = 0 ist  eine 
ilirer  Wurzeln  nueiullich  gruss,  d.  li.  einer  jener  Funkte  ist  in 
jeder  Erzeugenden  uneiidlicli  entfernt,  wenn  der  Fläche  der  be- 
sondere Fall  einer  Hichtungsebenc  entsjnicht.  Wenn  die  zweite 

Wurzel  gleichfalls  den  Wertli  Null  liaben  soll,  so  muss  = o 


Man  kann  mitliertrand  die  Frage  aufwerfen,  unter  w el- 
cher Bedingung  diese  Fdgenschaft  für  alle  Funkte 
einer  gewissen  o rthogonalen  Trajectorie  der  Erzeu- 
genden statt  finden  kann?  Dazu  ist  nölhig,  dass  eine  der 
Wurzeln  der  obigen  Gleichung  von  t>  miahhängig  sei.  Sind  diess 
beide  Wurzeln,  so  sind  die  Erzcugetiden  der  Fläche  gleichzeitig 
die  Hauptnormalen  zweier  Gurven.  Ist  die  Gleichung  eine  Iden- 
tität, so  besitzen  die  Erzeugenden  der  Fläcbe  diese  Eigenschaft 
in  Bezug  auf  alle  ihre  orthogonalen  Trajeclorien.  Ein  constanter 
Werth,  also  wegen  der  Willkürlichkeit  des  Anfangspunktes  u = 0, 
befriedigt  die  Gleichung  für 


dv, 

dv 


ß± 

^ dv  dv 

-f  ’ 


oder 


arc.  tan  — = tonst. 
P 


d.  h.  man  kann  dieser  Bedingung  stets  durch  schick- 
liche .Annahme  der  Function  v,  genügen,  von  welcher 
der  Bich  tun  gskcgel  und  die  specie  Ile  Form  der  Fläche 
abhängt. 

Hat  man  sie  erfüllt,  so  wird  die  Gleichung  der  Gurven  von 
der  Krümmung  Null  (Artikel  220) 


2ß 


du 

dv 


also  linear,  wenn  man  — zur  Veränderlichen  macht. 
u 
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D;iniit  dii:  Kiv.i‘ugPiidL-ii  die  H;ni|ilnuniialen  2Heii-r  Curvpii 
seien,  sind  die  lledin^niigen 


zn  erfüllen,  in  denen  p und  n uillküHiehe  ('.onslanlcn  hezeieli- 
iien.  Die  Integration  fiilirt  zu 

n = /)  + m ros  2 (’i , ^ ~ •‘’i'i  2t'|, 

mit  m und  q als  Cunslanten , die  durch  die  Helntioii  ti‘‘  — 
verhunilcn  siiul. 

nie  Pitrameler  der  Härlic  « und  ß müssen  dann  die  Be- 
dingungsgleirlmng 

(c<  — p'f  + (ß  — g)*  = »«■* 


erfüllen  für  drei  sehieklicli  gewählte  Constanleii  </,  in. 

Die  (irnndgleirhung  «ird  endlich  eine  Identität  für  die  gleich- 
zeitigen Bedingungen 


c,  = 0, 


ila 

dp 


= 0. 


welche  mir  für  die  flachgängige  Schranhenlläche  erfüllt  sind. 
Alle  Linien  der  Krümmung  Null  sind  dann  sulche  orthogonale 
Trajeclorien , welche  die  Erzengenden  zu  Ilau|itnorinalen  haben.*) 
222-  Man  kann  als  Schranhen-BegelfläcLen  alle  die- 
jenigen Flächen  hezeiclmcn,  welche  durch  diejenige  Bewegung 
einer  Geraden  längs  einer  gegehenen  Schrauhenliuie  erzeugt  wer- 
den können,  hei  der  sämmtliche  Punkte  der  Geraden  Schrauben- 
linien derselben  Neigung  und  von  glelchei’  Achse  durchlaufen. 
Für  dieselben  ist  die  Strictionslinie  eine  Schraubenlinie,  unter 
allen  auf  ihr  liegenden  diejenige,  deren  Cylinder  den  kleinsten 
llalhmesscr  hat.**)  Dieser  Ilalhmesser,  die  gemeinsame  Steigung 
der  Schrauheidinien  und  der  Winkel  der  Erzengenden  gegen  die 
Achse  des  Cylindei's,  d.  h.  die  (irösse  ö, , hestimmen  die  Schrauben- 
Regelllächc. 


*)  Für  die  Tlicoric  der  Linien  auf  den  windacliiofcn  Fliiclien  ver- 
gleiche man  P.  Serrct’s  „The'orie  nonvelle  des  ligiics  k double  cour- 
huro“  (p.  143  f.). 

•*)  Für  den  sehr  apeciellen  Fall  der  seharfgiingigen  Schrauben 
der  Technik  ist  dieser  llnibinesser  gleieti  Null  und  der  Cylinder  auf 
seine  Achse  rcduciert,  die  dadurch  zur  Dircctri.v  wird. 
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Der  |{iclitiiiig>k(‘gel  isl  ein  Llimlreliungskegel  um  jene  Achse. 
Die  Cenlralehene  für  jede  Kr/engende,  d.  li.  die  enls|)recliende 
Nuniialei)ene  des  lliclilnneskegels,  ist  zur  Achse  parallel,  also 
den  Cylinder  de.s  scheinharen  Umrisses  lancierend.  Die  Strictions- 
liiiie  der  Fläche  ist  ihre  Hernhrnngslinie  mit  diesem  Cylinder. 

Lässt  man  />,  von  Null  bis  ISO"  wachsen,  so  erhält  imyi 
alle  möglichen  Flächen  dieser  .Art.  .Man  hat  daher  für  diese 
Flächen 

G = {u  — rw)*  ß-, 


mit  r und  ß als  linearen  Constanlen,  von  denen  ß wesentlich 
positiv  ist.  Sie  sind  deshalb  auf  einfache  Umdrehungshyperboloide 
abwickelbar,  welchen  dieselhe  Form  von  G entspricht;  diese  ge- 
hören als  specielle  Fälle  der  Familie  an. 

In  der  Thal  für  a = rv,  ß = const. , db^  = 0,  also 
de  = + sin  b^(la^  liefert  die  Integration  der  Gleichungen  c) 
des  Artikel  219  die  Gleichungen  der  Slriclionslinie  in  der  Form 


JTj  ==  {—  ß cos  b^  + r sin  fc,)  sin  b^  sin  a^ , 

Fq  = — ( — ß cos  b^  + r sin  ft,)  sin  ft,  cos  a^, 

Z|,  = ( ß sin  ft,  + r cos  ftj)  sin  ft,  (a,  + c). 

Um  die  gewfdmliche  Form  der  Gleichungen  der  Sclirauben- 

linie  zu  (^halten,  hat  man  an  Stelle  des  die  Richtung  des  Grund- 
risses der  Erzeugenden  bestimmenden  Winkels  a^  den  entspre- 
chenden Winkel  des  Radius  des  Gylinders  w einzuführen,  für  den 


Jt  . , V . 

a,  = 1-0),  0)  = -F  -T"  . , sin  a,  = cos  w,  cos  o.  = — sin  w 

‘2  — sin  6,  ‘ * 

sind.  Für 

R — [ — 13  cos  ft, + r sin  ft,)  sin  ft,  u.  ^ = ((3  sin  ft,  + r cos  ft,)  sin  ft, 
sind  sie  dann 


Xf,  = R cos  0),  F„  — R sin  a,  ^ a. 

2 7t 

Man  erhält  aus  den  Elementen  R,  h,  ft,  die  Conslauten 
r und  ß des  Rogenelemenls  </s* 


Ä -H  — cot  ft,  = -f  r, 
2Jt  “ 


2« 


— R cot  ft,  = ß. 


*)  Für  ß = 0 entsteht  die  entwickolbarc  Schraubenfläche. 
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Keniil  inaii  nur  r und  ß,  su  isl  eines  der  drei  Elemente 
der  Selirauben-Regellläclie  uidiestinnnl.  Die  folgende  Conslruclion 
ersetzt  die  Itcclinung;  Man  trägt  auf  O.V  die  Länge  0.4=  + r,  auf 
OZ  die  Länge  0/?  - - + ß ah  und  besclireihl  die  vier  Kreise  OAB. 
Zieht  man  dann  durcli  A eine  lieliebigc  Sekante  AM , weldic  den 
Kreis  .40 B in  M sebneidet;  so  erliält  man  eine  Schranben-Rcgel- 
lläehe,  für  «elclie 

R = OP.  ~ = MP,  L map  = b. 

ist,  wenn  P den  Fussjuinkt  der  von  M auf  O.Y  gefällten  Senk- 
rechten hezeiehnet.  Jeder  Lage  der  Sekante  ents|ii‘echen  zwei 
Lösungen,  und,  da  die  diireh  den  zu  eilen  l’unkt  A parallel  zur 
ersten  gehende  Sekante  auch  zu  berüeksichtigen  ist,  eigenllieh 
vier  Lösungen  des  Droblems  für  jeden  Winkel  b^ ; jedoch  hat  man 
nur  auf  die  in  der  positiven  Achse  projicierten  Punkte  3/  Rück- 
sicht zn  nehmen  nöthig,  da  sonst  jede  Lösung  zweimal  vorkommt. 
Unter  den  besonderen  Fällen  kann  man  bervorbeben 


])  b^  = !)0",  die  Scbraubeiiregellläclie  mit  Richtiingsebcrie; 
cot  6|  = 0,  R = r,  ^ + ß. 

2)  tan  b,  = + —,  y?  -=  0,  = + ß;  die  Sclirau- 

— r 27t  — 

benregelllärbc  mit  geradliniger  Direcliix. 

3)  tan  ö|  = + •^,  R = r,  h = ();  eine  IJmdrehungs- 

fläche,  nämlich  ein  einfaches  Hyperboloid. 

Die  allgemeinen  Formeln  liefern  tlie  folgende  Form  der 
Gleicbungen  der  Schrauhcnregeinächen  für 

PM  = Q = [h — rv)  sin  ö,, 

A’  = R cos  w — Q sin  w,  Y R sin  w + p cos  w. 


2 ~ h.  0)  -f  p cot  h^. 

2,  7t 


Dann  ist 


eosA,  = — sinä,sina),  cos/fl=  + cosw,  cos  Ag  = + cos  6,  sin  to, 

cosft,  = sinö|  eosco,  coshiq=  + sin co,  cosp„  = + cosö,  coso>, 

cose,=  cosb,  , cos/)q  = 0 , cosi'(,  = + sinöj  ; 

= i cot  6,  dv  = cos  ft,  da  ; 
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T=  - l,  =.  X _ P’’. 

?*’  9<Ib  ij  g'’ 

Die  Gluicluiiig  ilec  Linien  von  der  Krüiinnnng  Null  ist 

du  r j I 1», 

dv  ~ ~ hj""  1 ~ ^ W^'’ 

welche  durch  Einrfdinnig  der  Grössen  q und  u in 

l = ■ 

nhergelit  und  idlgeinein  integriert  werden  kann. 

Die  Gleichung  der  Krnnniningslinien  wird 

ßdg^  + (?*  cut  b, — ßR)  dad^  — — (p^  + shi*  b^)  (/w*  = 0 

- 7t 

lind  integriert  sieh  iin  .\llgenieineii  durch  elli|itisclie  Fiinclionen; 
durch  gewöhnliche  l''inic(iinien  aber  für  7i  = 0 oder  cot  ö,  = (), 
welches  den  rindrehnngsflächcn  und  den  Flächen  mit  Itichtungs- 
ehenc  entsinicht.*) 

223.  Einige  andere  Ileinerkuugen  widmen  wir  noch  den 
Flächen  des  .Vrtikel  1S2  -und  den  Conoidllächen  des  Artikel  175, 
um  das  dort  Gegebene  /n  ergänzen. 

Die  hezcichnelen  Flächen  sind  windschiere  Hegelflächen  mit 
Hichtiingschencn.  Von  den  Schraiibenregcinächen  gehört  die  der 
llachgängigen  Schraiihe  zu  ihnen  und  zwar  insbesondere  zu  den 
geraden  Gonuiden,  denn  ihre  gerade  Directri.x  ist  normal  zu  ihi  er 
Richtnngsebeiic.  Das  Daraboloid  ist  ein  (knioid  in  zweierlei  Art ; 
deshalb  hat  es  auch  zwei  Strictionslinicn.  (Artikel  215,  Beisp.  1.) 
Nach  Artikel  214  ist  die  Hirhtungsebene  die  gemeinschaftliehe 
Richtungsehenc  aller  herfihrcnden  Darahuloide  der  Regelllächc 
mit  Richtungsehenc.  Jede  Fläche  dieser  Art  hat  eine  unendlich 
entfernte  Erzeugende,  die  Stellung  ihrer  Richtungsebene. 

Die  Geraden,  in  welchen  die  kürzesten  Entfernungen  der  auf 
einander  folgenden  Erzeugenden  enthalten  sind,  bilden  einen  zur 
Richtungsebene  normalen  Cylinder,  welcher  der  Fläche  nach  ihrer 
Strictionslinie  umgeschrieben  ist.  Diese  giebt  also  den  sichtbaren 
Umriss  der  orthogonalen  Projcction  der  Fläche  auf  die  Richtungs- 


♦•)  Für  die  Abwickelung  der  Umdrcliungsfliicheil  verwei-  eii  wir  uuf 
das  Mt'raoir  von  £.  Bour,  a.  a.  O.  p.  78  f. 
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ebene;  sie  wird  uiuhülll  von  den  Projectionen  der  Erzeugenden. 
Die  Berülirungsebenen  der  Fläciic  in  den  Cenlralpunkten  der  Er- 
zeugenden sind  normal  zur  lUclitungsebene. 

Die  Conoide  mit  geradliniger  Direelrix  ^Artikel  175),  normal 
zur  Richtungsebeue,  babeii  die  letztere  zur  Strictionslinie ; die 
Centralpunkte  der  Erzeugenden  liegen  also  in  dieser. 

Die  nähere  Erläuterung  dieser  Verhältnisse  giebt  am  befpiem- 
sten  die  darstellende  Geometrie. 
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ly.  Kapitel. 

Von  den  Flächen , welche  ans  Flächen  zweiter 
Ordnung  abgeleitet  werden. 


224.  Es  erscheint  angemessen,  vor  dem  Uchergang  zur 
Theorie  der  Flüclien  dritter  Ordnung  einige  mit  dem  Inlialt  der 
vorigen  Kapitel  näher  verhnndene  Flädien  zu  untersuchen,  welrlie 
aus  den  Flächen  zweiten  Grades  allgeleitet  werden.  Ableitungen 
dieser  Art  sind  sehr  mannirhraltig  und  es  ist  geboten,  sich  auf 
die  wichtigsten  zu  beschränken.  So  erwähnen  wir  nur  gelegent- 
lich der  folgenden:  In  einer  auf  ihre  Hauptachsen  bezogenen 

Fläche  zweiten  Grades  fällt  man  von  den  Goordinatenfusspunkten 
eines  Punktes  der  Fläche  auf  seinen  centralen  Hadius  vector  Nor- 
malen und  sucht  den  geometrischen  Ort  der  Fiisspunkte  der- 
selben. 

Man  findet  leicht,  dass  aus  der  Gleichung 
f (x,  y,  z)  = 0 

der  Originaldäche  allgemein  die  Gleichung  des  fraglichen  Ortes 
in  der  Form 

f {xii,  yu,  zu)  0 

hervorgeht  für 

.-r*  + y*  + :■ 

“ ~ + y‘  “ 

hei  Betrachtung  der  Fusspunktc  der  z;  für 

u = — r. — 

y^  + 

hei  der  der  x,  etc.  Und  ferner,  dass  die  successive  Ableitung 
einer  dritten,  vierten,  etc.  Fläche  aus  der  so  erhaltenen  zweiten, 
etc,  auf  die  allgemeine  Gleichung 
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f {xu",  yu”,  zu")  = 0 

fülirl.  Insbesondere  rfir  das  dreiaclisige  Ellipsoid  allgemein 
lind  specicll 

G + + 5) 

für  die  Kugel  vom  Itadius  r 

(a:’  + + i’)*  = r*  (ar'*  + y*)*. 

225.  Wir  bandeln  bier  zuerst  von  der  Wellenflärlie  von 
Fresnel.*) 

Wenn  man  auf  der  Ebene  eines  beliebigen  <ienlraisclinilles 
einer  Fläche  zweiten  Grades  eine  Normale  im  Cenlrnm  erricblel 
und  auf  ihr  von  diesem  aus  die  Acliscnläiigen  des  (Jnerschnitts 
abirägt,  so  ist  der  Ort  der  crballenen  Endpunkte  eine  Fläche 
von  zwei  Mänteln,  die  Wcllenfläche.  Ihre  Gleichung  wird  daher 
direct  aus  der  Formel  der  Artikel  97,  98  des  ersten  Ilandes  ab- 
geleitet, in  welcher  die  l,ängen  der  Achsen  eines  Ouerschnitts 
in  Function  der  von  der  Normale  desselben  mit  den  Achsen  der 
Fläche  gebildeten  Winkel  dargestellt  wurden.  Die  nämliche  Gleich- 
ung drückt  die  Itelation  aus,  in  welcher  die  Länge  des  lladitis 
vectors  der  Wellenlläche  zu  den  Winkeln  steht,  die  er  mit  den 
Achsen  bildet.  Die  Gleichung  der  Wellenfläclie  ist  daher 
a^x'^  b'^y^ 

„2  _ ^2  + ^ L.  ;.2  = 

für 

= a;2  -f  y’  -J- 

Uder  entwickelt 

(x-‘  + y2  + t*)  (nV  + bV  -f-  ch‘>) 

— -j-  c^)  -f-  b‘y^  (c*  -}-  a'^)  -|-  (o*  + ä*)  J.  a^b'^c'^  = 0.**) 

*)  Meiiioires  de  riiistitiit,  t.  VII,  p,  1.3G;  1S2"  verüffenlliclit. 

♦*)  Man  crliiilt  dieselbe  (ilcielmng  mich  als  diejenige  der  Knveloppe 
einer  Ebene 

I.V  -p  tiiy  -F  nt  = <)P, 

deren  Coefficienten  den  Hedingnngcn 

p -f  nP  -F  «*  = 1 , 


cp 


I)»  — iP  ^ ept  — IP  ^ 


unterworfen  sind. 


— - - = 0 

cp*  — e* 
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Ans  der  ersten  Form  erhellt  ziigicirli,  dass  der  Durclisrlmitl 
der  Wellenflärlie  mit  einer  conccnlrischen  Kugel  ein  sphärischer 
Kegelschnitt  ist. 

22G-  Der  Querschnitt  der  Fläche  durch  eine  der 
Ilauptcbenen,  z.  D.  die  Ebene  der  z,  zerfällt  in  einen 
Kreis  und  eine  Ellipse;  denn  seine  Eieichung  ist 

(a-*  + y*  — c^)  = 0. 

Diess  crgicbt  sich  auch  geometrisch;  denn  wenn  wir  einen 
die  Achse  der  z enthaltenden  Schnitt  der  erzeugenden  Fläche 
zweiten  Grades  betrachten,  so  ist  eine  der  Achsen  desselhcn 
gleich  c,  während  die  andere  Achse  in  der  Ebene  .ry  liegt  Wenn 
wir  daher  im  Centrum  eine  Normale  zur  Schnittebenc  errichten 
und  auf  ihr  die  Längen  dieser  Achsen  ahtragen,  so  beschreibt 
der  eiue  Endpunkt  einen  Kreis  vom  Halbmesser  c,  während  den 
Ort  des  anderii  der  Hauptschnitt  der  erzeugenden  Fläche  zweiten 
Grades,  nur  um  90“  gedreht,  wiedergiebt. 

Die  Fläche  hat  daher  in  jeder  der  Hauplchenon 
vier  Doppel|)unkte,  nämlich  die  Durchschnittspunkte  des  Krei- 
ses und  dci'  Ellipse,  die  oben  erwähnt  sind.  Wenn  x',  y die 
Coordinaten  eines  dieser  Durchschnittspunkte  sind,  so  hat  der 
Tangentenkegel,  welcher  diesem  Doppelpunkt  entspricht,  nach 
Artikel  9 die  Gleichung 

4 (a;.c' -f- yy’ — ■\-b‘^yy — — c*)  (//*  — c‘^)=0. 

Wenn  wir  die  erzeugende  Fläche  zweiten  Grades  als  ein 
Ellipsoid  voraussetzen,  so  ist  offenbar,  dass  in  dem  Falle  des 
durch  die  Achse  z geffdirlen  Schnittes  der  Kreis  vom  Radius  c 
ganz  innerhalb  der  Ellipse  von  den  Achsen  n und  b,  und  im 
Falle  des  durch  die  Achse  .r  geffihrten  Srhnittes  der  Kreis  vom 
Radius  a ganz  ausserhalb  der  Ellipse  von  ilen  Achsen  b und  c 
liegt;  in  Folge  dessen  cischeiiien  nur  in  den  dnrrh  die  Achse  y 
geführten  Schnitten  reelle  [toppelpunktc,  ofTetihar  die  Dunkle, 
welche  den  Kreisschnitlen  des  erzeugenden  Ellipsoids  ent.^prechen ; 
denn  man  erhält 


•)  Für  iliese  Wcrllic  nml  ,»/  = 0,  r*  = /<’  verscliw  imlen  <lie  drei  er- 
ste« Differentiale  der  GIcictinng'  der  Fliiclie  zngleicli  mit  dieser  selbst, 
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Die  unendlicli  cnlffnilfii  Punkte  der  Fläclic,  d.  i.  ilimi 
Srliiiitl  mit  der  uiicndlieli  entfernten  Eliene,  stellt  das  Prodiiet 
der  Factoren 

+ (/'■'  -j-  j''*,  nV  -j-  "F 

dar,  lind  jener  Srlinilt  kann  dalier  als  die  Verldndnng  eines  ima- 
ginären Kreises  lind  einer  Ellipse  angcselien  wi'rden,  «elclie  vier 
imaginäre  Doppelpunkte  der  Fläclie  in  iinendliclier  Entrernnng  lie- 
dingt.  Die  Wellen  fläclie  hat  daher  in  Allem  seehszehn 
Doppel-  oder  conische  Punkte,  jedoeh  sind  nur  vier  von 
ihnen  reell.  Sic  .sind  nach  der  vorausgesetzten  Entstehung  die 
gemciiisehaftlichen  Punkte  beider  Mäntel  der  Fläche, 

227.  Die  Wellenlläclie  gehört  zu  einer  Klasse  von  Flächen, 
welche  man  als  A psid  a I fl  äch c n he/eichnen  kann. 

Wenn  irgend  eine  Fläche  gegeben  ist,  und  durch  einen  be- 
liebigen als  Pol  genommenen  Punkt  ein  ebener  Schnitt  der  Fläche 
gcfrihi'l  wird,  um  dann  die  Apsidal-Hadien,  d.  h.  den  Maximal- 
nnd  Minimalwerth  der  Iladien  verloren  auf  der  im  Pol  errichte- 
ten Norinale  der  Schniltehene  ahzntragen,  so  ist  der  Ort  der 
Endpunkte  dieser  Normalen  die  aus  der  gegebenen  Fläche  her- 
vorgehende Apsidallläche. 

Die  Gleichung  der  Apsidallläche  kann  immer  so  wie  im  Ar- 
tikel 08  des  ersten  Handes  gefiiiiden  «erden.  Man  bildet  zuerst 
die  Gleicbnng  der  Kegellläche,  «eiche  den  Pid  znm  Scheitel  hat 
lind  die  Dnrchsrhinllslinic  der  gegebenen  Fläche  mit  einer  Kugel 
vom  Hadiiis  r enthält.  Wie  am  angeffihrlen  Orte  «ird  beniesen, 
dass  jede  Kante  dieses  Kegels  ein  Apsidalradins  des  mit  der  Fläche 


Z.'i  = 2.r  -l/i*  (r*  — A*  — c*)  -|-  rA.r*  -|-  -p  etc. 

zum  Zeielicii  <Icr  Singularitiit  der  Punkte. 

Die  zweiten  Diflcrcutinlc  wenlcn 


Z./„  = 8«V*  = - 2 («»-A*)  (/A-  r»). 


A'33  — 8n*c*  _ , 


«•— r»’ 
A'—  c* 
«* 


l» 


Aii.v  ilmen  entspringt  die  (Jleielmng  de.s  zugeliörigeu  Tnngentenkc- 
gels  in  der  Form 

■I*  _ n®— c»  ^ 

+ „t-A^  + 


= 0. 
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durch  die  üiigeliörige  TniigeiiU'iielieiu-  desselben  geliildeleu  Schnit- 
tes ist.  U’enn  man  dann  die  (ileicbuug  des  Keciprocalkegels 
bildet,  dessen  Kanten  zu  den  Tangentenebenen  des  ersten  nor- 
mal sind,  so  erhält  man  alle  die  Punkte  der  Apsidaltläche,  welche 
den  Tangentenebenen  des  angenommenen  Kegels  entsprechen. 
Betrachtet  man  r in  der  Gleichung  dieses  letztem  Kegels  als 
veränderlich,  so  stellt  sie  die  Gleichung  der  A[tsidaltläche  dar. 

228-  Wenn  OQ  ein  Hadiiis  veclor  der  erzeugenden  Fläche 
und  OP  die  Normale  zur  Tangentenebene  derselben  im  Punkte  0 
ist,  so  ist  OQ  ein  Apsidalradius  desjenigen  Sebnittes  der  Fläche, 
welcher  durch  OQ  und  durch  die  zur  Fbene  POQ  normale  Gerade 
OR  hindurcligeht.  Denn  die  Tangentenebene  in  Q geht  durch  PQ 
und  ist  zur  Ebene  POQ  normal,  die 
Tangente  des  Schnittes  QOR  liegt 
in  der  Tangentenebene  und  ist  da- 
her auch  normal  zur  Ebene  POQ. 

Weil  endlich  OQ  zur  Tangente  im 
Schnitt  QOR  normai  ist,  so  ist  sie 
ein  Apsidalradius  dieses  Schnittes. 

Daraus  foigt  auch,  dass  der  dem 
Punkt  Q entsprechende  Itadius  der 

Apsidallläclie  in  der  Ebene  POQ  liegt,  und  normal  unil  gleich 
mit  OQ  ist. 

229.  Die  Normale  der  Tangentenebene  derApsidal- 
fläche  in  T liegt  auch  in  der  Ebene  POQ  und  ist  nor- 
mal zu  und  gleich  mit  OP.*) 

Betrachten  wir  zuerst  einen  zu  OT  unendlich  naben  Badius 
OT'  der  Apsidalfläche  in  der  i\iJ*OQ  normalen  Ebene  TOR,  so  ist 
nach  der  Dellnition  OT'  einem  Apsidalradius  -des  Schnittes  der 
Originaliläche  durch  eine  zu  OT'  normale  Ebene  gleich  und  diese 
Ebene  muss  durch  OQ  gehen.  Ferner  ist  ein  Apsidalradius  eines 
Schnittes  dem  nächstfolgenden  Radius  gleich  und  der  Apsidalra- 
dius eines  durch  OQ  gehenden  und  der  Ebene  QOR  unendlich 
nahen  Schnittes  also  gleich  OQ.  Daraus  folgt,  dass  OT  = OT' 
und  somit  die  Tangente  des  Schnittes  TOR  normal  zu  OT  und 
somit  normal  zur  Ebene  POQ  ist.  Die  Normale  der  Tangenten- 


*)  Diene  Siitne  vcnlunkt  man  ^la  c- Cu  11  apli,  „Tnuisnctioiis  of 
tlie  Royal  Irish  Acailcmy“',  vol.  XVI. 

'>>‘iIinoiit  AmhI.  Ueoiii  tl.  R-ianu“»  " 21 


Fig.  4. 
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ebene  in  T muss  daher  in  der  Kbcne  POQ  liegen,  welches  der 
ersle  Theil  der  Behauptung  ist. 

Wir  betrachten  dann  zweitens  einen  unendlich  nahen  Badius 
OT"  in  der  Ebene  PUQ  -,  er  ist  einem  Apsidalradius  des  Schnittes 
liOQ'  gleich,  wo  OQ'  unendlich  nahe  hei  OQ  ist.  End  da  dieser 
Apsidalradius  wie  vorher  als  unendlich  nahe  OQ'  diesem  gleich 
ist,  so  ist  OT"  sowohl  gleich  als  iiornial  zu  OQ'.  Balier  ist  der 
Winkel  T"TO  dein  Winkel  Q'QO  gleich  und  die  Normale  OS 
gleich  und  normal  zu  OP. 

Die  Symmetrie  der  Construction  zeigt,  dass,  wenn  eine  Fläche 
A die  Apsidallläche  von  B ist,  umgekehrt  B die  Apsidaldäche 
von  A sein  muss. 

230.  Die  reciproke  Polare  einer  Apsidairifiche  in 
Bezug  auf  den  .Anfangspunkt  0 ist  identisch  mit  der 
A |isidal  fläch  e der  reciproke  n Polar  c der  Original  fläche 
in  Bezug  auf  O. 

W’enn  wir  in  OP,  OQ  Stücke  Op,  (>q  ahtragen,  die  zu  jenen 
indirect  proportional  sind,  .so  erhalten  wir  in  diesen  einen  Badius 
veclor  und  die  entsprechende  Normale  zur  Tangentenehene  der 
Keciprocallläche  der  gegebenen  Fläche. 

Und  wenn  wir  diesen  gleiche  Stücke  in  den  Linien  OS,  OT 
abtragen,  welche  in  ihrer  Ebene  liegen  und  auf  ihnen  res|)cclivc 
rechtwinklig  sind,  so« haben  wir  nach  dein  letzten  Artikel  einen 
Badius  vcctor  und  die  entsprechende  Normale  zur  Tangentenehene 
der  Apsidallläche  der  Keciprocallläche  bestimmt.  Aber  dieselben 
Längen  sind  als  indirect  proportional  zu  OS,  OT  auch  ein  Radius 
vector  und  eine  Normale  zur  Tangentenehene  der  Reciproken 
der  Apsidallläche.  Die  Apsidallläche  der  Reciproken  ist  daher 
identisch  mit  der  Reciproken  der  Apsidallläche. 

Insbesondere  ist  die  Reciproke  der  aus  einem 
gegebenen  Ellipsoid  ahgeleiteleii  Wellenfläche  die 
W e 1 1 c n f 1 ä c h e des  R e c i p r o c a I - E 1 1 i p s o i d s. 

Man  erkennt  auch  in  anderer  Weise,  dass  die  Reciproke 
einer  Wellcniläche  eine  Fläche  vierter  Ordnung  sein  muss.  Denn 
die  Reciproke  einer  Fläche  vierter  Ordnung  ist  nach  Artikel  20 
im  Allgemeinen  von  der  sechs  und  dreissigslen  Ordnung;  die.se 
Ordnungszahl  wird  aber  durch  jeden  Doppelpunkt  der  Fläche  um 
zwei  Eiidieiten  reduciert  und  kommt  .somit  durch  die  sechszehn 
Doppelpunkte  der  Wellenfläche  auf  viel-  herab. 
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Beispiel.  M.iii  bcwpist  Iriclil  den  folgendeii  Satz;  Die  beiden 
Mäntel  der  Wcllenfläcbe  sind  reciproke  Polaren  inllezug 
auf  das  E 1 1 i j>  s o i d 


Manche  andere  Ergebnisse  folgen  aus  ihm. 

Da  etiieni  Knolen|iunkl  oder  conischeii  l’iinkl  einer  Fläclie, 
als  einem  Punkte,  welchem  unendlich  viele  einen  Kegel  zweiten 
Grades  umhüllende  Tangentenehenen  derselben  entsprechen,  eine 
Tangentenebene  der  Heciprocalfläche  entspringt,  welche  mit  die- 
ser eine  unendliche  Zahl  von  Berührungspunkten  in  einem  Kegel- 
schnitt gemein  hat,  so  folgt  aus  der  Existenz  von  vier  reellen  Dop- 
pelpunkten der  Wellenlläche  und  der  Wahrheit,  dass  die  Reciproke 
einer  Wellenfläche  wieder  eine  Wellenlläche  ist,  die  Existenz 
von  vier  reellen  Tangentenehenen  der  Wellenfläche, 
welche  diese  in  je  einem  Kegelschnitt  berühren.*) 

231-  Die  folgenden  Ililfssätze  fördern  den  Beweis:  1)  Wenn 
zwei  zu  einander  normale  und  durch  einen  festen  Punkt  gehende 
Gerade  sich  in  festen  Ebenen  bewegen,  so  umhüllt  die  Ebene 
derselben  einen  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  von  den  festen 
Ebenen  in  Parabeln  geschnitten  wird. 

Wenn  wir  die  Ebene  der  Zeichnung  als  parallel  zu  der  einen 
festen  Ebene  vorausselzen , während 
die  andere  feste  Ebene  durch  die 
Linie  MN  in  dieser  geht,  und  der 
feste  Durchschnitt.spunkt  0 der  Ge- 
raden über  derselben  vorausgesetzt 
wird,  so  dass  P den  Fusspimkt  der 
von  ihm  auf  die  Ebene  der  Zeich- 
nung gefällten  Senkrechten  bezeich- 
net, so  sei  OB  eine  der  Lagen  der 
Geraden,  die  sich  in  der  Ebene  OMN 
bewegt;  dann  ist  die  andere  Gerade  OA,  welche  der  Ebene  der 

*)  Die  Existenz  iler  vier  Knotenpunkte,  deren  Tiinpentencbenon 
Kegel  zweiten  Grades  uinhüllcn  und  der  vier  nach  Kreisen  lieriilircnden 
Tangcutciiebenen  der  Wellenfliiche  ward  zuerst  von  R.  Hamilton  ge- 
zeigt. („Transactiüus  of  tlie  ttoynl  Irish  Academy“,  Vol.  XVII,  p.  1.1'i.) 

Dr.  Eloyd  hestiitigte  experimentell  die  daraus  entspringenden  optischen 
Ergebnisse.  Die  hier  folgenden  geometrischen  llntersuchnngen  verdankt  , 
man  Mac-Cullagh  (p.  248).  ' 

21  * 
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Zeirhniing  parallel  bleibt  und  noriiial  zu  OB,  zugleich  auch  zu 
OP  ist,  normal  zur  Ebene  OBP.  Aber  die  Ebene  OAB  schneidet 
die  Ebene  der  Zeichnung  in  einer  zu  OA  parallelen  (Geraden  BT, 
welche  daher  zu  BP  normal  ist.  Und  die  Enveloppe  von  BT  ist 
somit  eine  Parabel,  für  welche  P der  Brennpunkt  und  A/A'  die 
Tangente  im  Scheitel  ist. 

2)  Wenn  eine  Gerade  OC  zur  Ebene  OAB  normal  bleibt,  so 
erzeugt  sic  einen  Kegel,  dessen  Ki'cis.scbuitte  den  festen  Ebenen 
parallel  sind.  (Vergl.  Beispiel  5 im  Artikel  117  des  ersten  Ban- 
des.) Wie  im  Artikel  143,  Band  I wird  bewiesen,  dass  der  Ort 
von  C die  reciproke  Polare  der  Enveloppe  von  BT  in  Bezug  auf 
den  Punkt  P ist;  er  ist  also  ein  durch  P gehender  Kreis. 

3)  Wenn  ein  Centralradiiis  einer  Fläche  zweiten  Grades 
sich  in  einer  festen  Ebene  bewegt,  so  bleibt  die  Normale  zur 
entsprechenden  Taugentenebene  auch  in  einer  festen  Ebene. 
Nämlich  in  der  Normalebene  des  zur  ersten  Ebene  conjugierten 
Durchmessers,  als  welchem  die  Tangentenebene  stets  parallel  ist. 

232.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  die  Ebene  OQR  (wo  OB 
zur  Ebene  POQ  normal  ist)  ein 
Kreisschnitt  einer  Fläche  zweiten 
Grades  sei,  so  ist  OT  der  Badius 
des  Knotenpunktes  der  Wellcnllächc, 
und  bleibt  unverändert,  während  OQ 
sich  in  der  Ebene  des  Kreisschnittes 
bewegt.  Uns  bleibt  der  durch  OS 
erzeugte  Kegel  zu  bestimmen.  Aber 
OS  ist  normal  zu  OB,  welches  sich 
in  der  Ebene  iles  Kreisschniltes  und  zu  OP,  welches  sich  in 
einer  festen  Ebene  bewegt  nach  dem  3-  Hilfssatz;  somit  erzengt 
OS  einen  Kegel,  dessen  Kreisschnitte  den  Ebenen  POB,  QOB 
parallel  sind.  Nun  ist  T ein  fester  Punkt  und  TS  der  Ebene  POB 
parallel,  somit  der  Ort  von  <S  ein  Kreis. 

Der  dem  Knotenpunkt  entsprechende  Tangentenkegel  ist  offen- 
har  Her  Beciprocalkegel  des  von  OS  erzeugten  Kegels  und  ist 
daher  ein  Kegel , der  von  den  Parallelen  derselben  Ebenen  in 
Parabeln  geschnitten  wird.  Setzen  wir  zweitens  voraus,  dass  die 
Linie  OP  von  constanter  Länge  sei,  welches  statlfindet,  wenn 
die  Ebene  POB  der  Ouer.schuill  eines  'der  zwei  geraden  Gylinder 
ist,  welche  dem  Ellipsoid  umgeschrieben  werden  können,  so  isl 
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der  Piinkl  S ein  feBler  Puiikl  und  man  heweisl  ganz  in  derselben 
Weise,  dass  der  Orl  von  T ein  Kreis  ist.*) 

233.  Pie  GIciclinngcn  des  Artikel  231  im  erslen  Bande  lie- 
fern sofort  eine  andere  Form  der  Gleiclinng  der  Wellenlläclie. 
(tifenhar  sind  die  Längen  des  Radius  vectors  für  den  einen  Mantel 
der  Wellenlläclie,  wenn  9,  5'  die  Winkel  bezeichnen,  welche  ein 
Radius  vcclor  mit  den  Linien  narb  den  Knotenpunkten  bildet,  durch 

1 cos*  ^ (6  — 9')  _ sin*  ^ (9  — 9') 

c^~~  ^ «*  ’ 


und  für  den  andern  Mantel  derselben  durch 

1 _ cos*  i (9  + 9')  , sin*  i 

e'*  — "c*  «* 

ausgedrfickt , also  dass 

1 1 /I  ^ „ 

— = l ^ — >1  sm  ® sin  9 

e*  p * \c-  «V 

ist.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  ilie  Pui'chschnitte  der 
Wellenfläche  mit  einer  Reibe  concentriseber  Kugeln  eine  Schaar 
coiifncaler  sphärischer  Kegelschnitte  bilden.  Denn  wenn  ^ und  q' 
in  denselben  cunstant  gedacht  werden,  so  erhält  man 
9 + = const. 

234.  Die  Gleichun[g  der  Wellenfläche  kann  nach  W. 
Roberts  in  folgender  Weise  in  elliji tischen  Coordinaten 
ausgedrückt  werden. 

Die  Form  der  Gleichung 


a.v‘ 
a*  — r* 


+ 


ft*y* 


c*  - 


= 0 


a‘  — r'  9*  — r*  c‘ 
zeigt  an,  dass, sie  als  Resultat  der  Elimination  von  r*  zwischen 
den  Gleichungen 

-2 


. >r_ 

r*  - «*•''■  r‘*  — 6* 


+ 


r‘  — c“ 


= 1 , ,r*  -|-  y*  -|-  s*  = r* 


zu  erhalten  ist.  Wenn  man  aber  dem  r*  eine  Reihe  constanter 
Werthe  beilegt,  so  bezeichnet  die  erste  Gleichung  eine  Reibe  von 
coiifocaleti  Flächen  zweiten. Grades,  für  welche  die  Achse  i die 

*)  Die  analy  tische  l’ntcrancliung  liefert  für  tlaa  Ilalhmesscrquadrat 
dieses  Kreises  den  Ausdruck 

*1)  (ft»  — e«) 

A» 
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primäre  und  die  Achse  der  x die  kleinste  Achse  ist.  Da  stets 
kleiner  als  d‘  und  grösser  als  ist,  so  bezeichnet  die  Gleichung 
stets  ein  Hyperboloid , und  zwar  ein  einfaches  oder  zweifaches , je 
nachdem  r*  grösser  oder  kleiner  als  fc’  ist.  Die  Durchschnitte 
der  Hyperboloide  der  ersten  Keihc  mit  den  concentrischen  Kugeln 
erzeugen  den  einen,  diejenigen  der  andern  Reihe  mit  denselben 
den  andern  Mantel  der  Weileniläche. 

Wenn  nun  die  Fläche  ein  einfaches  Hyperboloid  bezeichnet, 
und  >1,  (i,  V die  primären  Achsen  der  drei  confocalen  Flächen 
des  betrachteten  Systems  für  irgend  einen  Punkt  sind,  so  gieht 
uns  die  Gleichung 

r*  — c*  = 

und  da  nach  Rand  I,  Artikel  169 

r*  = + V*  — A*  — k'^ 

ist,  so  ergieht  sich  die  Gleichung  des  einen  Mantels  der  Fläche 
in  elliptischen  Coordinaten 

-j-  4" 

ln  gleicher  Weise  ist  die  Gleichung  des  andern  Mantels 
A*  4*  ft'-*  = (j®  4"  — c*. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Weileniläche  gieht  auch 
ft*  4"  »'*  = o'*  4"  — c*, 

eine  Gleichung  jedoch,  welche  einen  iuiaginäreu  Ort  bezeiclinet. 

Da  für  conslantcs  A auch  ft  für  den  einen  und  v für  den 
andern  Mantel  der  Fläche  constant  ist,  so  folgt,  dass,  wenn  durch 
irgend  einen  Punkt  der  Fläche  ein  demselben  System  angchöriges 
Ellipsoid  gelegt  wird,  diess  den  einen  Mantel  in  einer  krümmungs- 
linic  des  einen  Systems  und  den  andern  Mantel  iik  einer  solchen 
des  andern  Systems  schneidet.*) 


*)  AV.  Roberts  bat  auch  die  Cubatiir  der  Wcllenfläcb?  elcg.nit 
RCgeben  in  den  ,,Auimli  di  Matern.“,  t.  IV,  p.  345. 

Die  Volumen  beider  Mantel  sind  nach  unseren  Dozciclinuugeii 


sin  ailadß. 


71  ^71 

= j j ^ j ^ Bin  ariadß, 
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Wenn  die  Gleichungen  zweier  Flächen  in  Function  der  k,  fi,  v 
ansgedrückt  sind,  so  giebt  die  Dillerentiation  derselben 

Pdk  + Odfi  + lidv  = Q,  P'dk  + Q’dji  + li'dv  = 0 
und  die  Bedingung,  unter  welcher  sie  sich  rechtwinklig  durdi- 
schneiden , ist  nach  Artikel  135 

PP’  (A*  — /P)  (A*  — Ä*)  00'  — A*)  {*2  _ ,,z) 

(A-^  - + (A^  - ft’)  (ft’- 

, ÄÄ'{A’-r’)  (A’-v’) 
f ffi’  — v’)  ~ ’ 

eine  Bedingung,  welche  für  P = 0,  0 = 0,  Ä'  = 0 erfüllt 
ist.  üaher  schneidet  eine  Fläche 

V = const. 

eine  andere  Fläche  von  der  Gleichungsforni 
(P  (A,  fi)  = 0 

rechtwinklig.  Das  Hyperboloid 

u = const. 

wenn  a und  ß die  Kiclituiifrswinkel  der  Normalo  de»  Kllipnoids  im 
Punkt  fl,  V bczeicliueii. 

Du  nun  das  Fläehcnolcmcnt  des  Kllipsuids  durch 
(o*  — A’)  («*  — A*)  sin  ailtttlß 
P* 

und  andererseits  in  olliptisehcn  Coordinutcu  durch  die  Kennel  des  Ar- 
tikel 135  ausgedrückt  wird,  so  erhält  man  nach  dem  Werthe  von  ft*  für 

sin  ttdttdß 

den  Ausdruck 

n*  («*  — Ä’)  («*  — A*)  (ft*  — j>*)  dfidv 
(a*  - fi*)i  («*  — v*)i  {(fl*  — //*)  (A-*  — fl*)  (/i*  — v*)  (A*  — **)}i' 

Seine  Substitution,  die  Trennung  der  Veränderlichen  und  die  Ke- 
duction  auf  die  elliptischen  Functionen  durch  die  complcmentUreu  Mo- 
duli  m,  m , n,  n,  wo 

, A’  («»  — A»)  A*  — A* 

^ “ Ä*  (n*~“A»)’  " 

sind,  giebt  endlich  die  eleganten  .Ausdrücke 

K,  = ^ ~ {K(m)Ä(n)-fK(n)&’{'«)— A'(«0^('')  — ^ A'(«i)  A’(n)  { , 

{K(m’)Ä(n')  + K(n')£(m')  - y(m')F{n) 
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scliiii'ulel  süinil  «leii  einen  Mantel  der  Wellenilädie  ree.htwinklig, 
wälimid  es  mit  dem  andern  eine  Krünmiungslinic  auf  dem  Hyper- 
boloid gemein  liat. 

235.  Die  Ebene  irgend  eines  Radius  vectors  der 
Wcllcnriäclie  und  der  entsprechenden  Normale  auf 
die  Tangentenebene  bildet  gleiche  Winkel  mit  den 
Ebenen,  welche  den  Radius  vcctor  und  die  Knoten- 
linicn  enthalten. 

Denn  nach  Artikel  228  ist  die  erste  Ebene  normal  zu  ÖÄ, 
welches  eine  Achse  des  Schnittes  QOR  des  erzeugenden  Ellipsoids 
bezeichnet,  mul  die  beiden  andern  Ebenen  sind  normal  zu  den- 
jenigen Radien  dieses  Schnittes,  deren  Länge  die  mittlere  Halh- 
achsc  b des  Ellipsoids  ist;  diese  aber  bilden  mit  der  Achse  gleiche 
Winkel. 

Offenbar  sind  diejenigen  Ebenen  rechtwinklig  zu  einander, 
welche  durch  irgend  einen  Radius  vector  und  durch  je  eine  der 
Normalen  der  Tangeutenebeneu  bestimmt  sind,  die  den  Endpunk- 
ten des  Radius  vectors  in  beiden  Mänteln  der  Fläche  entsprechen. 

Nach  dem  Gesetz  der  Reciprocität  ergiebt  sich  aus  dem 
Theorem  dieses  Artikels,  dass  die  Ebene,  welche  durch  einen 
Radius  vector  und  je  einen  der  Punkte  bestimmt  ist,  in  denen 
«lie  Tangentenebene  der  Fläche  zu  diesem  Radius  vector  normal 
sind,  mit  denjenigen  Ebenen  gleiche  Winkel  bildet,  welche  durch 
denselben  Radius  vector  mit  den  vom  Centrum  auf  die  Ebenen 
der  kreisförmigen  Berfdirung  gefällten  Normalen  bestimmt  sind. 
(Artikel  232.)  ‘ 

236.  ^V’enn  x,  y,  i'  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  er- 
zeugenden Ellipsoids,  und  a,  ä'  die  primären  Achsen  der  durch 
ihn  hindiirchgehenden  confocalen  Flächen  ausdrücken,  so  sind 
(rt*  — «'*),  («^  — o"’)  die  Quadrate  der  Achsen  des  der  Tangen- 
tenchene  parallelen  Schnittes;  wir  wollen  sie  durch  q-,  p*  be- 
zeichnen. Sie  geben  die  beiden  Wertbe  des  Radius  vectors  der 
Welleidläcbe  an,  deren  Ricbtungscosiniis 

P^'  py_ 

’ ‘ft’  ’ e* 

sind.  Rerechnen  wir  die  Länge  und  die  Richtiingscosinus  der 
Normale  der  Tangentenebene  in  jedem  der  Punkte,  in  denen 
dieser  Radius  vector  die  Fläche  schneidet. 
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Nach  Artikel  229  «issen  wir,  dass  die  verlangte  Normale 
gleich  und  normal  ist  /.u  der  Normale  in  demjenigen  l'uiikte, 
wo  *las  Elli|)soid  durch  eine  der  Achsen  des  Schnittes  getrolTen 
wird;  die  Richtimgsrosiims  dieser  Achse  sind 


Die  floordinaten  dieses  ICndpiinktes  sind  die  l’roducte  dieser  Itich- 
tnngscosiiins  mit  q und  die  Hichtnngscusinus  der  enls[irechenden 
Normale  des  Ellipsoids  sind  respective 

n.  n.  P’/  n.  P 


7>2  — 9P  + gVif 

ist.  Das  Product  der  in  den  Klainineni  steheinlen  (irösse  mit 
(a^  — «'*]-  ist  aber 

- W ^ 

r P^ 

SO  dass  * 

1 _ + P\  ni  _ /'’?■ 

/>*  “■  ’ "■  p-‘~+  ■ 

Diess  gieht  die  Länge  der  Normalen  auf  die  Tangentenehene 
in  dem  betrachteten  Punkte  der  Wellenlläche.  Ihre  Hichtnngs- 
cosinus  werden  aus  der  Bemerkung  abgeleitet,  dass  sie  zu  den 
zwei  Linien  normal  ist,  welche  die  respertiven  lUchtungscosinus 


l'T-  pg 


fc"2  > c"2  ’ ‘'f  a^a”^'  cV2 

besitzen;  indem  man  nach  der  Formel  des  Artikel  14  im  ersten 
Rande  die  lUchtungscosinus  ihrer  geuieinschartlichen  Normalen 
bestimmt,  erhält  man  nach  einigen  Reductionen 


( 

V a"V' 

P9  V 

1 — 

^ ä"V’ 

PQ  V 

^ c"V 

Die  Richtigkeit  des  Ergebnisses  kann  leicht  bestätigt  werden. 
Daher  ist  die  Gleichung  der  Tangentenebene  in  demselben  Punkt 

•r.r'  (l  - + yy  (l  - + **z'  (l  - 

ln  derselben  Art  (indet  man  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene der  Fläche  in  demjenigen  Punkte,  wo  der  nämliche  Radius 
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veclor  zum  zwcilfii  Male  die  Fläche  schneidel,  durch 

(*  “ «'^)  + ~ I/O  + **"'  ~ c'O  = 

ausgedrückl.  ^ 

237.  Wenn  $ den  Winkel  bezeichnel,  welchen  die  Normale 
der  Tangcnlencbene  mit  dem  Radius  veclor  bildet,  so  ist 
P = p cos  9; 

und  da  nach  dem  letzten  Artikel 
ist,  so  muss 

, , , p^ 

tan*  9 = — 

p*  + * p‘ 

sein.  Mittelst  der  im  Ai'likel  173  des  ersten  Randes  ITir  p und  ;/ 
gegebenen  Werllie  erhallen  wir 

P "o  7^  » 

und  somit 


cos*  9 = 


'z  _ («*  - e*)  - P^)  (e*  - e*) 

^ r (p-  — f'’) 


tan*  9 = 


(‘  - 9 (■  - 9 (‘  - 9 


1 — 


In  dieser  Form  ist  der  Ausdruck  das  Analogon  desjeingeii, 
welchen  die  Theorie  der  Kcgelschniltc  für  den  Winkel  bildet,  der 
von  der  Normale  und  dem  centralen  Radius  veclor  des  Punktes 
einer  Ellipse  eingeschlosscn  wird,  nämlich 

- 9 (‘-rO-  • 

ln  dem  Falle  der  Wcllcnlläche  ist  offenbar,  dass  9 für  die 
Specialfällc 

Q = a,  Q = b,  Q = c 
verschwindet,  und  für  den  Fall 

?=?'  = * 

unbestimmt  wird. 

238.  Rer  Ausilruck 

/ 

tan  9 = — 

P 

führt  zu  einer  Construclion  für  die  Normalen  der  Tan- 
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genlc  liebe  II  eil,  welclic  den  Punk  len  enlsprechen,  in 
denen  ein  gegebener  Radius  vcctor  die  zwei  Mäntel 
der  Fläche  schneidet. 

Pie  Normalen  müssen  in  der  einen  oder  andern  der  zwei 
festen  Ebenen  der  Artikel  235.  236  liegen,  und  wenn  eine  Ebene 
norinal  zum  Radius  verlor  in  der  Entfernung  gelegt  wird,  so 
ist  aus  dem  Ausdruck  für  tan  6 olfcnbar,  dass  p'  die  Entfernung 
des  Radius  vector  von  dem  Punkte  ist,  wo  die  Normale  zur  Tan- 
genlencbene  diese  Ebene  schneidet.  So  erhalten  wir  diese  Con- 
struction;  „Man  lege  normal  zu  dem  gegebenen  Radius  vector 
eine  Tangentenebene  des  erzeugenden  Ellipsoids,  falle  von  ilircin 
Berührungspunkl  Normalen  auf  die  festen  Ebenen  des  Artikel  235; 
dann  sind  die  Geraden,  welche  die  Fusspunkte  dieser  Normalen 
mit  dem  Centrum  verbinden,  die  fraglichen  Normalen  der  Tan- 
genlenebenen." 

Nach  dem  Gesetz  der  Reciprocilät  erhält  man  hieraus  eine 
analoge  Conslruction  zur  Restiminiing  der  Punkte,  in  welchen 
die  einer  gegebenen  Ebene  parallelen  Taiigenlenebenen  der  Fläche 
ihre  beiden  Mäntel  berühren. 

239.  Es  ist  zuweilen  von  Vorlheil , die  Gleichung  der  Häche 
— analog  zu  Artikel  180  des  ersten  Randes  — so  zu  transfor- 
,inieren,  dass  der  irgend  einem  1‘unkte  der  Fläche  entsprechende 
Radius  vector  die  Achse  der  z ist  und  die  Achsen  des  entspre- 
chenden Schnittes  des  erzeugenden  Ellipsoids  die  Achsen  x und  y 
sind.  Wir  schreiben  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

(a^x‘^  -f-  -j-  — c^a'^  — (x’  + i^) 

+ + 5 + = 

nun  bleibt 

durch  Transfornialion  ungeändert  und  in  den  Artikeln  183,  184 
des  ersten  Randes  sind  die  Transformationen  von 


und 

a^x^  -f-  -j-  cV 

gegeben.  Folglich  ist  die  transformierte  Gleichung 


Digitized  by  Google 


332 


}/A'^  + (/'"’+  Q^)>f  + 2/</>'.rr  + 2pp’yz  + 2pp"xy) 

■x{x^  + y*  + -*)  — p‘~'  (e'+e  *)  — {/'•?*  + /'"V  + ri'} 

— <f  [p'<i"^+p"^a"‘  + — 2 pp\)\vz  — 2pp"d'yz  + 

= 0. 

Dabei  ist  dio  a.  a.  0.  iiiil  bezcicbuele  Grösse  durch  ilireii 
aus  der  Gleicliuni; 


L = 1 + L+  1 _ 1 

Ai*  et*  n-  /**  ft* 


besliminteii  Werlli  erselzl  und  die  Idenliläl 
ft-c*  + c*n^  + = p'^  {q-  + p'*)  + p’^Q^  + p'^Q^  + 9‘V* 

beiiuUt  worden. 

Man  erkennt  leicht,  dass  für  x = 0 und  y = 0 diese 
Iransfornnerle  Gleichung  für  z^  die  Werthe  p'*  ergieht,  wie 
zu  erwarten  war. 

Wenn  wir  die  Gleichung  zu  parallelen  Achsen  durch  den 
l'iinkt  z ~ Q (ransforinieren , so  wird  der  lineare  Theil  der 
Gleichung 

2 pp  (p^  — p'^)  (pz  + p'x) 


und  die  vorher  über  die  Lage  der  Taugenteneheiie  ahgeleileleu 
Hesullale  können  daraus  unahhangig  begründet  werden. 

Die  analoge  Entwickelung  der  tllieder  vom  zweiten  Grade, 
erlaidit,  die  Werthe  der  Ilauptkrümiiuingsradien  und  die  Hich- 
tung  der  Krümmungen  zu  bestimmen,  ohne  dass  Itesultate  von 
besonderer  Wichtigkeit  sich  ergäben. 

240.  Dfe  Gleichung  der  Ueciprocalfl äche  der  Wel- 

len  fl  liehe  wird  erhalten,  indem  man  — für  «,  etc.  in  die 

IX 

Gleichung  der  Wellenlläche  substituiert;  wenn  das  Itesiillat  nach 
der  Methode  des  vorigen  Artikels  transformiert  wird,  so  entsteht 
die  Gleichung 

(a:^  + y’-'  + r*)  X 

{ + P^Q-y'‘—  2 ppq"‘xz—  2 pp’o'-yz  + j*(//’p'* +//'^p- + p-p'*)  I 

— ^ ' (P''  + P"’ + P ■')  ()P + /)"-  + p'^  + p'*)  r* 

+ 2 k*p'p"xij  + 2 Vpp'xt  + 2 i.*pp'yz  + A*  = 0. 

Wir  wissen,  dass  die  Fläche  durch  die  Ebene 

_ ^ 

~ Q 
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berfilirt  wird,  und  erhalten  in  der  Tliat  duieli  Einrfihrnng  dieses 
Werthes  von  z in  die  Gleicliung  den  Ausdruck  einer  Curve,  die  in 


einen  Doppelpunkt  hat.  Wenn  wir  ferner  in  der  Gleichung  der  Giirve 

y = 0 

machen,  so  erhalten  wir 

(?'*  - e")}. 

und  lernen  daraus,  dass  die  Sehne  des  äussern  Mantels  der  Wel- 
lenlläche,  welche  irgend  einen  Punkt  des  Innern  Mantels  dersel- 
ben mit  dem  Fusspunkt  der  INorinalen  vom  Centrum  auf  die  Tan- 
gentenebene verbindet,  in  diesem  Punkte  des  Innern  Mantels 
^halbiert  wird. 

Die  Inflcxionslangcnten  sind  parallel  zu 

2/»W^  + {pV  + yV*— 

ein  Crgebniss,  dessen  geometrische  Bedeutung  wir  nicht  erhalten 
haben.*) 


•)  Eino  irrtbümliche  Benierkiinfr  von  Zech  Uber  die  Kriimmnngs- 
liiiicn  der  WollenflHcbe  im  „.lonrnal  für  Mntb.‘‘,  ltd.  LIV,  p.  72  bat  zu 
einer  interesennten  mntheiuntiiicbcn  DisriiHnion  den  Anlass  gegeben, 
bei  welcher  Uertraud  „Coinptes  rendns“,  Nov.  18f>8,  Kriosvlii, 
„Anuali  di  Mateni.'*  t.  IV,  p.  135,  245,  Combesenre,  il>id.  p.  278  zn 
bemerkenswerthen  Ergebnissen  gekommen  sind.  (Vcrgl.  auch  Cayley, 
„Quarterly  Jonrn.",  V'ol.  III,  p.  16.) 

Wir  citieren  die  Bemerkung  von  Brioschi,  dass  die  Ebene 
te  -|-  my  -f-  ni  = qp, 

in  deren  Gleicbnng  /,  m,  n,  tf  Functionen  zweier  unabbiiiigigen  Veriin- 
dcrlicben  m,  » sind  (wio  im  Artikel  150),  eine  Fliiclie  nmliiillt,  in  wel- 
cher die  Cnrvcnfamilicn 

u = tonst.,  V ~ const. 

in  ihren  Durchschnitten  durch  conjugierte  Tangenten  der  Fläche  be- 
rührt werden,  wenn 


/ . 

m , 

n , 

<p 

m,  , 

»1  , 

qpi 

>"j  . 

«f  » 

"•is> 

«la» 

fit 

und  auf  einander  normal  sind,  wenn 

(/*  ra*  -F  n*)  (/|/j  -p  ni|mj  -p  «,»(4)  = (W,  -p  »i»<i  -p  n«,)  [Ht+  »»««-p  nn,) 
ist;  wobei  G,  ..  /,j  die  Differentiale  nach  u und  v bezeichnen,  wie 
früher. 
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241.  Es  ist  der  Hauptchanictor  der  Wellenfläclie,  von  der 
vierten  Ordnung  zu  sein  und  sechszehn  Doppelpunkte  zu  haken, 
von  denen  vier  in  einer  Maiiptehene  liegende  reell,  acht  in  den 
beiden  andern  Ilauptcheuen  liegende  imaginär,  und  vier  in  der 
unendlich  entrcrnten  Ebene  enthalten  sind.' 

Darum  ist  ihre  lleciproke  statt  von  der  36*'"  auch  nur  von 
der  vierten  Ordnung. 

Durch  collineare  Transformation  gelangt  man  von  ihr  zu  der 
allgemeineren  Auffassung  einer  Flächenfamilie  mit  secliszehn  sin- 
gulären Punkten,  die  zunächst  in  vier  Ebenen  vertheilt  sind.  Es 
ist  allgemeiner,  von  der  Lage  dieser  Punkte  gegen  einander  ab- 
zuseben,  und  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Flächen 
vierter  Ordnung  mit  sechszehn  singulären  Punkten 
zu  untersuchen.*)  | 

Die  Detrachtuiig  des  Tangentenkegels  der  Fläche  aus  einem 
ihrer  singulären  Punkte  gieht  die  folgenden  Resultate.  Er  ist 
für  die  allgemeine  Lage  seines  Scheitels  vom  zwölften,  für  die 
im  singulären  Punkte  vom  sechsten  Grade;  die  fünfzehn  Geraden, 
die  den  singulären  Punkt  mit  den  fünfzehn  andern  Punkten  die- 
ser Art  verbinden,  sind  notliwendig  Doppelkanten,  und  da  er  als 
eigentlicher  Kegel  seines  Grades  nicht  mehr  als  zehn  Doppelkan- 
ten  haben  kann,  so  muss  er  aus  Kegeln  niedrigerer  Grade  zu- 
.sammengesetzt,  und  zwar  insbesondere  aus  sechs  Ebenen  zu.sam- 


Kür 

m*  -)-  n*  — 1 , qp  = 1/ 

worden  jene  Bocling'imgon 
1 


•I.  ll. 


'•■I  I «2 
;n,j,  »i,j 


Ol  "f"  »l”2 


u = const. , (I  = coiist. 
bezciclinon  Kriinimungsliiiicn , wenn 

_ "'11  _ 
ll  i»2  n-i 

.sind.  Da  der  Wellenfliiclio  die  Wortlio 


= 0, 


(„2  _ „»)  („2  _ „2) 

/*  =3  - ' ' ~ ' etc 

(«»  — A»)  ("*  — o»)’ 

cntsiircclion,  .so  sind  jene  Cniven  für  sie  niclit  Kriimniiuigslinion,  son- 
dern nur  ortlingoniil. 

*)  Kninincr,  „Monntsbcrielit  der  königl.  Prouss.  Akademie  der 
Wissenscliuften  zu  llerlin‘‘,  18ti4,  p.  24li  f. 
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niengesetzt  sein,  die  diirrli  denselben  Punkt  gelien.  Jede  dieser 
Ebenen  muss  eine  singuläre  Taiigentenebeue  der  Fläche  sein,  und 
sie  in  einem  KegelscbniU  berühren.  Ebenso  liegen  in  jeder  die- 
ser Ebenen  sechs  von  den  singulären  Punkten  und  man  hat  den 
Satz;  Jede  Fläche  vierter  Ordnung  mit  16  singulären 
Pniiklen  hat  zugleich  16  singuläre  Tangentenebenen, 
und  diese  Punkte  und  Ebenen  liegen  so,  dass  Jede  der 
16  Ebenen  6 von  den  Punkten  enthält  und  durch  jeden 
der  16  Punkte  6 von  den  Ebenen  hindurchgehen. 

lla  die  sechs  in  einer  Ebene  liegenden  singulären  Punkte 
dieser  und  der  Fläche  gemeinscharUich  sind,  so  müssen  sie  in 
einem  Kegelschnitt  liegen.  Ebenso  mü.ssen  die  sechs  singulären 
Tailgentencbeuen,  welche  durch  einen  singulären  Punkt  gehen, 
Tangenlenehenen  des  Kegels  zweiten  Grades  sein,  welcher  die 
Fläche  in  dem  singulären  Punkte  osculiert. 

242.  i^ur  Bildung  der  allgemeinen  Gleichung  solcher  Flä- 
chen denken  wir  vier  der  singulären  Tangentenebenen  so  ge- 
wählt, dass  die  Ecken  ihres  Tetraeders  vier  singuläre  Punkte  sind 
und  lassen 

a-,  = 0,  a.j  = 0,  .Tj  = 0,  a’i  = U 
ihre  Gleichungen  sein.  Dann  ist 

-|-  ä^aj-a-,-  -f  c'a,''*a'j''*  -J-  -|-  -j- 

-f-  2äca',*a2a'3  — 2 aca'i.Xj'a'j  — 2abXfX2X2'  — 2 «/.i','^a\,a'4 

-F  2cea'ja'2^a4 — 2(lex^X2XJ^^  -F  2Wa-j’a3.T4  -F  2bf x^X2‘x^ 

+ 2dA'i^3^4^  + 2aex2^X2X^  -F  2oA'2^3*A  + 2 e/’a-.^ajaj"'* 

— dj/a-ja^aja.,  = 0 * 

ihre  allgemeine  Gleichung.  Denn  da  die  Ecken  des  Tetraeders 
singuläre  Punkte  sind,  so  muss  die  linke  Seite  der  Gleichung  mit 
ihren  vier  ersten  Iterivierten  zugleich  verschwinden,  wenn  drei 
der  Veränderlichen  aj,  .x-j,  a,,  a^  gleich  Null  gesetzt  werden 
und  sie  kann  daher  weder  Guben  noch  vierte  Potenzen  der  Varia- 
bein enthalten;  da  ferner  die  Ebenen  a,  = 0,  a.^  = 0,  etc. 
singuläre  Tangentenebenen  sind,  die  in  Kegelschnitten  berühren, 
so  muss  für  das  Verschwinden  einer  der  Veränderlichen  die  linke 
Seite  der  Flächcngleichung  das  vollständige  Quadrat  einer  homo- 
genen Function  zweiten  Grades  der  drei  übrigen  werden;  damit 
die  Zahl  der  singulären  Punkte  gerade  16  sei,  muss  dann  die 
gegebene  Form  gewählt  werden.  Sie  enthält  18  (^nslanten.  Man 
kann  ihr  für 
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(f)  — na-jOTg  + bXjfX,  + rx,»-,  + dx,x^  + «ar^x,  + fXyX,, 
if>  = «6x3-  + dex,^  +«0X3X3+  rrfx,X4+  g'xgx^, 
g'  = g + i (ad  + 6e  + c/") 
die  Forui 

(p^  = 4x,Xjrf> 

und  in  gleicher  Weise  fünf  andere  enlsi»rccliende  Formen  gel»Pii,  in 
denen  reclils  au  Stelle  von  x,Xj  die  l'rodiirle 

X1X3,  X3X3,  XjXj,  X2XJ , X3X^ 

erscheinen. 

Durch  Addition  von 

4A'XjX,4)  + 4Ar''’x,''*X3* 

auf  beiden  Seilen  erhält  man  dann 


(<p  + 2A:XjXj)-'  = 4x,x.3  + A<p  + Ä-XiX.^); 

wenn  man  nun  A so  bestimmt,  dass 


ip  -j-  A(p  -f-  A‘'X,X3  = 0 

eine  Kegeliläche  darstellt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  sechsten 
Grades,  die  das  Quadrat  von 


+ [9 


(» 


/ ad  he  "icf\ 


'S  ad  , ^ , cf 

2 2 


'{)  * - ^ 


ist;  giebt  man  aber  dem  k einen  der  drei  dieser  Gleichung  ge- 
nügenden Werthe,  so  wird 

lg  + Agj  + A-x,Xj  = 0 '' 

das  Product  zweier  linearen  Factoren  j/| . g-t . 

6x.,  . dx.  . ax,  . ex. 

y.  = «-3  +y-^+  , . y,  = cx,  + ^ + 


und  die  allgemeine  Gleichung  unserer  Flächen  nimmt  die  Form  an 

{«X.3X3  + AxjX,  + c (1  + 2A)  .r,x.3  + (/XjXj  + eXj.r^  + /‘XgX^}  * 
— 4A-  {k  + 1)  x,X3{/,y3  = 0. 

Es  existieren  fünf  andere  ents|)rechende  Formen,  in  denen 
nach  den  Bedeutungen 


y*  = /■-!  + ,-rq:  j 


nx^ 


y»  = /'+! 


f/x, 

~k~ 


+ 


ex. 


A + 1 


au  Stelle  von  ;/,;/3  die  Factoren  y,?/,.  g^g,.  y^y^.  y,y^,  t/^y^  cr- 
scheiueu. 
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Mit  der  vorigen  Form  identisch  ist  die  irrationale 

+ y(k  + 1)  + /— «-3^3  = <>• 

Wenn  in  y^,  y^,  y^,  y^  für  k die  drei  ziigeliörigen  Werthe 
nach  einander  substituiert  werden,  so  erliält  man  in 

y^  = 0,  yj  = 0,  ’Js  = Q,  y^  = 0 
die  zwölf  übrigen  singulären  Tangenteneheucn,  ausser  den  Flächen 
des  Fundainenlaltetraeders. 

Wählt  man  die  vier  Ebenen 

=0.  = 0,  y,  = 0,  y-i  = 0 

ais  Fundanicntaiebenen,  so  kann  man  die  Gleichung  der  Flächen 
in  der  Form 

= ICÄ'or,  a:jy,y2 

darstellcn,  wo 

0 = x^^  + x^  + y,*  -f-  yj2  + 2a  (ar^y,  + y.^x^) 

+ 2ö  (x,y,  + arjyj)  + 2c  {x^x^  + y^y^), 
und 

Ä"  = a*  + 6*  + — 2aöc  — 1 

sind;  hier  erscheinen  nur  dfei  Conslantcn  expiieite,  zu  den  15. 
weiche  in  den  Gleichungen  der  vier  Fundainentalebencn  cnlhal- 
ten  sind. 

Die  singulären  Punkte,  Tangeiitenehenen  und  Uerülinings- 
kcgelschnittc  werden  säiniiitlich  reell,  v\cnn  inan  die  säininllicheii 
Coustanten  reell  und  a,  b,  c insbesondere  numerisch  grösser  als 
Eins  anniinmt.  *) 

243.  Die  Flächen  vierter  Ordnung  mit  16  singulären  Punk- 
ten sind  docli  noch  hinreichend  allgemein,  um  als  ebene  Schnitte 
alle  möglichen  Curven  vierter  Ordnung  zu  erzeugen. 

V'on  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curven  vierter  Ordnung 
aus,  welche  hei  Gelegenheit  seiner  Untersuchungen  über  ihre 


*)  Für  a = 4 = c = 2 und  ein  reguläres  Fundameutaltctraedcr 
werden  die  vier  DerUhrungskcgelscbnitte  in  den  Fuudamontalebenen 
Kreise;  von  den  singulären  Punkten  liegen  12  in  den  Endpunkten  der 
um  gleiche  Stücke  verlängerten  Tetraederkanten  und  in  der  Kegclflaehe 
der  licriihrungskreise,  die  4 Ubrigim  in  den  über  diu  Spitzen  verlänger- 
ten Hüben  des  Tetraeders.  Die  übrigen  zwölf  Beruhrungskegelscbnitte 
sind  Hyperbeln.  Die  Fläche  selbst  besteht  aus  12  gesonderten  Theilcn, 
die  unter  einander  mir  mittelst  der  16  singulären  Punkte  in  Verbindung 
stehen;  etc. 

Silmon,  Anal.  Geom.  d.  Itaumea.  11.  22 
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Doppdlaiigcnten  von  Hesse*)  gegeben  ist,  beweist  man**)  den 
Satz:  Durch  jede  gegebene  ebene  Curve  vierter  Ord- 
nung kann  man  sechs  verschiedene  vierfach  unend- 
liche  Schaaren  von  Flächen  vierter  Ordnung  mit  16 
singulären  l’unkten  hindiirchlogcn. 

Jede  singuläre  Tangcntcnebeiic  der  Fläclie  schneidet  dann 
aus  der  Ebene  der  Curve  eine  Dojijieltaiigente  derselben  aus  und 
wenn  man  alle  sechs  Flächen  dieser  Art  durch  eine  solche  Curve 
hindurcidegt , so  hestimmen  ihre  singulären  Tangentenebenen  alle 
28  Doppeltangenten  derselben  in  inehiTacher  Wiederholung. 

Durch  jeden  l'unkt  des  Haunies  gehen  (.Artikel  18)  12  Ge- 
rade, welche  die  allgemeine  Fläche  vierter  Ordnung  zweimal  be- 
rühren. Alle  solche  Linien  bilden  ein  Strahlensystem,  das 
man  als  von  der  12'™  Ordnung  bezeichnen  kann  und  welches 
die  Fläche  vierter  Ordnung  zur  Hreuniläche  hat.  Wird  die  Fläche 
durch  eine  beliebige  Ebene  geschniUen,  so  entliält  dieselbe  28 
Strahlen  des  Systems,  die  28  Doppeltangenten  der  bezüglichen 
Schnittcurve;  man  kann  also  das  Strahlensystem  als  von  der 
28'™  Klasse  hezeichnen. 

Ist  insbesondere  die  Itreniilläche  des  Strahlensysteins  von  der 
hier  betrachteten  Art,  so  kann  mau  die  Strahlen  aussondern, 
welche  die  16  singulären  Tangentenehenen  vollständig  erfüllen, 
da  jede  Linie  in  einer  solchen  eine  Doppel tangente  ist;  und  das 
Strahlensyslem  wird  dann  ebenso  von  der  12'™  Klasse  wie  von 
der  12'™  Ordnung.  Die  IJntersuchung  zeigt  ferner,  dass  dieses 
Strahlensystcm  zusammengesetzt  ist  aus  vier  Strahlensystemen 
2“'  Ordnung  und  KIa.sse  und  einem  Strahlensystcm  vierter  Ord- 
nung und  Klasse.  Das  vollständige  Strahlensystem  12'"^ 
Ordnung  und  28'"  Klasse,  welches  eine  allgemeine 
Fläche  4'"  Ordnung  zur  Drennfläche  hat,  besteht, 
wenn  diese  16  singuläre  Funkte  enthält,  erstens  aus 
16  ehe  nen  Strahlensystem  CU,  zw  ei  tens  aus  4 Strahlen - 
Systemen  2'”  Ordnung  und  Klasse  und  drittens  aus 
einem  Strah le usystem  4'"^  Ordnung  und  Klasse. 

Für  die  Frcsnel’sche  Welleniläche  und  ihre  Collinearver- 


„Crollc’s  Journal“,  Ud.  II,,  p.  ,'iOl. 
**)  Vpl.  Kummer,  a.  a.  O.  p.  255. 
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wandten  zerfällt  das  Strahlensystena  d*""  Ordnung  und  Klasse  noch 
in  2 Strahlensystemc  2'"  Ordnung  und  Klasse. 

Denkt  man  die  beliebige  Ebene,  in  welcher  die  12  Strahlen 
der  4 Systeme  2*"  und  des  Systems  4‘°''  Ordnung  und  Klasse 
liegen,  als  eine  Tangentenebene  der  Brennfläche,  so  fallen  je 
zwei  der  12  Strahlen  zusammen  und  man  erhält  die  sechs  Tan- 
genten der  Fläche  in  jenem  Berfihrungspunktc,  welche  sie  zu- 
gleich noch  an  je  einem  zweiten  Punkte  berühren. 

244.  Wir  betrachten  ferner  die  Parallelfläche  einer 
Fläche  zweiten  Grades,  d.  h.  die  Fläche,  welche  als  Enve- 
loppc  derjenigen  Eibenen  zu  definieren  ist,  die  den  Tangenten- 
ebenen der  Fläche  zweiten  Grades  parallel  und  in  einem  gegebe- 
nen normalen  Abstande  von  ihnen  liegen;  oder  auch  als  der  Ort 
der  Punkte,  welche  auf  den  Normalen  der  E'läche  durch  eine 
constante  Entfernung  von  ihr  bezeichnet  weiden. 

OlTeiibar  berührt  die  Kugel  von  einem  dieser  Entfernung 
gleichen  Hadius  stets  die  Origiuallläche , so  lange  ihr  Ccntruin 
der  Parallcifläche  angehört.  Und  wir  bilden  am  einfachsten  die 
Gleichung  der  Parallcifläche,  indem  wir  nach  Artikel  127,  Band  I 
die  Bedingung  ausdrücken,  unter  welcher  die  E'läche  zweiten 
Grades 


= < -F  A* 


durch  die  Kugel 

[x  — af  + (i/  — ßy  + (2  — y)*  = 

berührt  wird.  Diess  geschieht  durch  die  Bildung  der  DLscriiiii- 
nante  nach  t von  einer  biquadratischen  Gleichung,  deren  Goefli- 
cienten  Band  1,  Artikel  147  gegeben  worden  sind,  welche  sich 
aber  in  der  einfachen  E'orm 

«2  + < *2  -f  / + 

schreiben  lässt. 

Das  Resultat  repräsentiert  eine  E'läche  von  der  zwölften  Ord- 
nung. 

E'ür  den  speciellen  Fall  A = 0 reducierl  sie  sich  auf  die 
doppelt  zu  zählende  Fläche  zweiten  Grades  und  die  imaginäre 
abwickelbare  E'läche,  welche  alle  der  gegebenen  confocalen  E'lä- 
chen  zweiten  Grades  umhüllt  (vergleiche  Band  I,  Artikel  203). 

22* 
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Diefs  gellt  dircel  aus  der  Form  hervor,  in  welcher  soeben  die 
fragliche  bi(|uadralischc  Gleichung  geschrieben  worden  ist.*) 

Man  erhält  dabei  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

S»  = 27  rl 

wenn  S und  T die  Invarianten  der  biquadratischen  Form  be- 
zeichnen. 

245-  Der  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen,  die  man  von 
einem  festen  Funkte  auf  die  Tangentenebenen  einer  Fläche  fällen 
kann,  wird  als  die  Fiisspunktf  lache  der  Original  fläche 
(Podaire  bei  den  Franzosen,  Pedal  bei  den  englischen  Schrift- 
stellern) bezeichnet. 

Beispiel.  Für  das  auf  seine  Achsen  a,  b,  c hezogene  Ellipsoid  und 
den  Punkt  (a,  (3,  y)  als  Pol  erhält  man  die  Gleichung  der  FusspunklllJche 
durch  Eliniinaliou  von  a“,,  y^,  aus  den  Gleichungen  des  Ellipsoids,  der 
Tangentcneheiien  desselhcn  und  der  Normale  der  lelzlcrn  vom  Pol  in  der 
Form 

{ ^ {x—a)  -F  y (y—ß)  -f  I (z — y)  I* = a^x—af  -\-b'^[y—ßf+c^{z— yf. 

Die  Fusspunklfl.ächcn  der  Cylinderflächen  rediicieren  sich  auf  eheue 
Cunen,  die  Fusspunklcurven  ihrer  Normalschnilte;  die  iler  Kegelfl.ächeii 
auf  sphärische  Linien  der  aus  dem  Pol  heschriehenen  Suppicmentarkegel 
und  derjenigen  Kugel , welche  ilher  der  Verhiudiingsliuic  der  Spitze  mit 
dem  Pol  steht;  ehenso  die  aller  ahwickelharen  Flächen  aufGurveii,  die 
auf  dom  Supplementarkcgel  des  Pols  liegen. 

Wenn  man  aus  der  Fussjiunktfläche  nach  deinsclhen  Verfah- 
ren eine  neue  Fläche  abicitet  und  auf  diese  wieder  das  nämliche 
Verfahren  anwendet,  so  erhält  man  eine  Reihe  derivierter  Flächen, 
die  man  als  die  erste,  zweite,  dritte,  etc.  Fnsspunktfläche 
bezeicluiet.  Wenn  man  ferner  die  Enveloppe  der  zu  den  Radien 
vectoren  der  Fläche  in  ihren  Endpunkten  normalen  Ebenen,  d.  i. 
eine  Fläche,  von  welcher  die  gegehene  Fläche  die  erste  Fuss- 
punktfläche  ist,  die  erste  negative  Fnsspunktfläche  nennt, 
so  kann  man  von  dieser  nach  derselben  Methode  zur  zweiten,  drit- 
ten, etc.  negativen  Fusspunktfläche  fortschreiten.**) 


*)  Vgl.  Caylcy,  „Aiinali  di  Miitcm."*,  t.  III,  p.  345,  wo  auch  eine 
andere  intere3.s.anti'  Auflösung  von  W.  Roberts  mitgetheilt  ist.  Oder 
die  Abhandlung  des  Herausgebers  im  „Archiv  der  Mathem.  und  Physik“, 
Hd.  XX.MX,  j).  ly  f. 

•*)  Von  der  reichen  Literatur  der  Kusspnnktfliiehen  sind  zu  nennen 
die  Arbeiten  von  W.  Roberts,  „Journal  dp  Mathem.“,  t.  X,  XII; 
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Von  den  aligenieinenEigcnscliafleiigolciierFlächeii 
mögen  liier  die  wcscntliclistcn  dargestelll  werden,  sofern  sie  nicht 
die  Oiiadralur,  Ciibalur,  etc.  derselben  betreffen. 

Wenn  0 der  Fusspnnkt  der  Normalen  ist,  welche  von  0 auf 
die  Taiigenlenchene  im  Punkte  P gefällt  wird,  so  berührt  die 
über  OP  als  Durchmesser  beschriebene  Kugel  die  Fusspunktfläche 
in  Q\  daher  geht  die  Normale  der  Fusspunktfläche  in  irgend 
einem  Punkte  Q durch  den  Mittelpunkt  des  entsprechenden  Ra- 
dius vector  OP. 

Daraus  folgt  auch  sofort,  dass  die  Normale  OR  auf  die  Tan- 
gentenebene in  Q in  der  Ebene  POQ  liegt,  und  dass  die  Winkel- 
gleichheit 

. L QOR  = L POQ 

besteht,  .so  dass  die  rechtwinkligen  Dreiecke  QOR  und  POQ  ein- 
ander ähnlich  sind.  Für  die  Bezeichnung  des  Winkels  QOR  durch 


B.  Tortolini,  ,, Journal  für  Mathem.“,  Bd.  XXXI;  T.  A.  Ilirst, 
„Anuali  di  Matern.“,  t.  II;  „Quarterly  Journal  of  Math.“,  Vol.  III; 
,.  Journal  für  Math.“,  Bd.  LXII.  Die  letztere  Arbeit  kann  die  beson- 
dere Literatur  der  Quadratur  und  Cubatur,  etc.  der  derivierten  Flächen 
repräsentieren,  auf  die  hier  nur  hingedeutet  werden  kann;  die  vorletzte 
behandelt  besonders  die  KrUmmungsverhältnisse  derselben.  In  der  letz- 
ten werden  die  Sätze  von  Steiner  („Journal  für  Math.“,  Bd.  XXI, 
p.  67)  und  Raabe  (ibid.  Bd.  L,  p.  193)  über  die  Fusspunktcurven  auf 
Flächen  ausgedehnt.  AVenn  man  unter  Volumen  der  Fusspunktfläche 
den  Inhalt  des  Kegels  aus  dem  Anfangspunkt  versteht,  dessen  Basis 
der  Theil  der  Fusspunktfläche  ist,  welcher  dem  betrachteten  Theil  der 
gegebenen  Fläche  entspricht,  so  zeigt  Hirst:  Die  Anfangspunkte 
für  alle  Fusspunktfläche n von  constantem  Volumen  liegen, 
welches  auch  die  Matur  der  Originalflächc  sei,  auf  einer 
Fläche  dritter  Ordnung. 

Der  Ort  derselben  Punkte  für  alle  geschlossenen  Flä- 
chen ist  vom  zweiten  Grade  und  alle  Oerter  dieser  Art  bil- 
den ein  System  äbnlieher  und  ähnlieh  gelegener  Flächen, 
dessen  Centrnm  der  Anfangspunkt  der  Fusspunktfläche  des 
kleinsten  Volumens  ist. 

Zahlreiche  specicllo  Sätze  entspringen  dem  sehr  einfachen  Beweise 
noch  für  die  Flächen  zweiten  Grades.  Vgl.  auch  Magcncr,  „Cubatur 
des  Fnsspunktenkörpers  eines  Ellipsoids“,  „Grnnert’s  Archiv“,  Bd.  34, 
p.  450  f.  und  Fischer  „de  snpcrficierum  pedalium  thcorematibiis  qui- 
busdam.“  Berlin  1859.  Uebrigens  geht  der  Ursprung  der  Theorie  der 
succcsslven  Uerivation  auf  Mac-Lau  rin  zurück.  (Vcrgl.  „Pliiloso- 
phical  Transactions“  vom  Jahre  1718,  No.  356.) 
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tt  ist  somit  die  erste  Normale  OQ  mit  dem  Radius  veetor  durch 
die  Gleichung 

p = Q cos  a 

verbunden;  die  zweite  Normale  Oß  ist  sodann 

= Q cos*  a 

u.  s.  w.  Der  Radius  veetor  der  n'*“  Fusspunktfläche  ist  durcli 

Q cos"  « 

gegeben,  und  bildet  mit  dem  Radius  veetor  des  Originals  den 
Winkel  na.*) 

Wenn,  wir  die  reciproken  Polaren  einer  Fläche  .4  und  ihrer 
Fusspunktfläche  B bilden,  so  erhalten  wir  eine  Fläche  a und  eine 
Fläche  b,  w elche  letztere  jene  zur  Fusspunktfläche  .hat.  Die  Re- 
ciprocalflächen  einer  Fläche  S und  ihrer  auf  einander  folgenden 
Fusspunklfläcben  S, , S, , . . . , S„  bilden  somit  eine  Reihe 
S',  , . . . , s^—n, 

da  offenbar  die  letzten  Derivierten  zu  den  negativen  Fusspunkt- 
flächen  gehören. 

Man  erkennt  auch,  dass  die  erste  Fii.sspunktfläche  die  inverse 
Fläche  der  reciproken  Polare  der  gegebenen  Fläche  ist,  d.  h.  die 
Fläche,  welche  aus  ihr  durch  ilie  Substitution  des  reciproken 
Werths  des  Radius  veetor  an  Stelle  des  letztem  in  ihre  Gleichung 
hervorgellt;  so  dass  die  Reihe  der  Fläche  S, , Sj,  ....  S,  durch 
Inversion  die  andere  Reihe  S’,  S'_, , S'_2,  . . .,  erzeugt. 

*)  Nach  dieser  Deäiiitiuii  der  Ableitung,  die  wir  betrachten,  hat 
W.  lioberts  die  Theorie  auf  gebrochene  Derivierte  so  zu  sagen  ans- 
gedehnt. Für  n = ^ erhiilt  man  aus  dem  Ellipsoid  eine  Flüche,  der 
er  den  Namen  Cassinoide  giebt,  weil  sie  den  Cassini'schen  Curvcu 
ganz  entspricht,  die  für  denselben  Werth  aus  der. Ellipse  abgeleitet 
werdeu.  Ihre  Gleichung  ist  für  das  Ellipsoid 

1/»  -• 

- 4-  ^ -I-  = 1 

a»  "T  *r  T p, 

+ -Jy  + = 1 

r*  -j-  fi*  I'*  A*  * r*  e*  * 

wenn 

r*  = X*  -f-  y*  + z* 

ist.  Man  sieht  daraus,  dass  sie  der  Ort  eines  Systems  sphürischcr 
Kegelschnitte  ist,  das  durch  confocale  Ellipsoide  bestimmt  wird.  Ueber 
die  interessanten  Eigenschaften  dieser  Fläche  vergleiche  man  die  schöne 
Arbeit  von  W.  Roberts,  „Annali  di  Matern.",  t.  V,  p.  133 — 163. 
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Man  kommt  so  zu  den  allgemeinen  Sätzen:  Die  Reciprocal- 
iläche  der  «>'"  Fusspunktfläche  von  S ist  die  — n‘®  Fusspunkt- 
fläche  der  Reciprocalfläche  von  S und  die  (— n — 1)‘®  Fusspunkt- 
fläche der  inversen  Fläche  von  S.  Die  inverse  Fläche  der  n'®“ 
Fusspunktfläche  von  S ist  die  — n‘«  Fusspunktfläche  der  inversen 
Fläche  von  S und  die  (— n + 1)‘®  Fusspunktfläche  der  Recipro- 
calfläche von  S. 

Wenn  S vom  zweiten  Grade  ist,  so  ist  es  auch  die  inverse 
Fläche  S'  und' ebenso  sind  und  von  derselben  Ordnung 
und  S,  ist  daher  die  Reciprocalfläche . die  inverse  Fläche 
einer  Fläche  von  derselben  Ordnung. 

Die  centralen  Fusspunkiflächen  des  Ellipsoids  geben  dazu 
eine  gute  Erläuterung:  seine  erste  positive  Fusspunktfläche  ist  die 
Elasticitätsfläche  von  Fresnel,  die  erste  negative  eine  von 
Tortolini  und  Cayley  untersuchte  Fläche.  Wir  kommen  auf 
beide  sogleich  zurück.  (Artikel  247  u.  248.) 

246-  Zuvor  stellen  wir  übersichtlich  die  allgemeinen  Ei- 
genschaften der  inversen  Flächen  zusammen.*) 

1)  Drei  Paare  entsprechender  Punkte  in  zwei  inversen  Flä- 
chen liegen  in  der  nämlichen  Kugelfläche,  sowie  zwei  Punkte  ent- 
sprechender Punkte  in  dem  nämlichen  Kreise;  jene  schneidet  die 
mit  einem  der  Einheit  gleichen  Halbmesser  aus  dem  Anfangspunkt 
beschriebene  Kugel  orthogonal. 

2)  Nach  der  Eigenschaft  eines  dem  Kreise  eingeschriebenen 
Vierecks  bildet  die  gerade  Verbindungslinie  irgend  zweier  Punkte 
«,  b einer  Curve  mit  dem  Radius  vector  Oa  denselben  Winkel, 
wie  die  gerade  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte  a,  b' 
mit  dem  Radius  vector  Ob’.  Wenn  also  ab  die  Tangente  in  irgend 
einem  Punkte  a ist,  so  schliesst  sie  denselben  Winkel  mit  dem 
Radius  vector  -von  a ein,  wie  die  Tangente  der  inversen  Curve 
in  dem  entsprechenden  Punkte  a'. 

3)  Die  analogen  Eigenschaften  ergeben  sich  für  die  Flächen. 
Entsprechende  Tangentenebenen  sind  gleich  geneigt  gegen  den 
Radius  vector;  die  entsprechenden  Normalen  liegen  mit  ihm  in 
derselben  Ebene.  Sie  bilden  mit  ihm  ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck, welches  den  Abschnitt  des  Radius  vectors  zur  Basis  hat. 

4)  Der  Winkel,  welchen  zwei  Curven  io  irgend  einem  Punkte 


•)  Vergl.  Ilirst,  „Annsli  4i  Matomat.“,  t.  II,  p.  165  f. 
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inil  (rinaiuler  bilden  , ist  slels  dein  Winkel  der  inver»en  Curven 
iin  eiil sprechenden  i'nnkte  fileicli.  Piess  folgt  ans  2). 

5)  Per  Winkel,  welchen  zwei  FInclien  mit  einander  in  irgend 
einem  l'niikle  bilden,  isl  dein  Winkel  gleich,  welchen  die  in  in- 
verse«  l'lruheii  ini  entsprechenden  I'nnkte  cinschliesscn.  Piess 
folgt  ans  3). 

6)  Kiner  geraden  Linie  und  einer  Ebene  entspringen  durch 
Inversion  ein  Kreis  und  eine  Kugel  respective,  die  den  Anfangs- 
punkt enthalten. 

7)  Pa  ein  Kreis  stets  als  Piirehschnitt  einer  Ebene  und  einer 
durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Kugelflächc  A angesehen  wer- 
den kann,  so  ist  die  inverse  Cnrve.  steLs  ein  Kreis;  derselbe  Ist 
einer  der  Kreissehnittc  zweiter  Art  desjenigen  Kegels,  welcher 
aus  dem  Anfangspunkt  über  dem  gegebenen  Kreis  beschrieben  ist. 

8)  Pas  Cenlruiii  des  zweiten  Kreises  liegt  in  der  geraden 
Linie,  welche  den  Anfangspunkt  mit  dein  Scheitel  a des  geraden 
Kegels  verbindet,  der  der  Kugel  A nach  dem  ersten  Kreise  iim- 
gesclirieben  Lst. 

Penn  A ist  das  Ceiitrum  einer  Kugel  B,  welche  die  Kugel  A 
orthogonal  durchsclineidet.  Pie  Ebene,  welche  durch  Inversion 
ans  A entspringt,  schneidet  die  Inverse  B'  von  B orthogonal, 
d.  h.  in  einem  grössten  Kreise,  dessen  Leiitrnm  mit  dem  ihren 
also  znsammenfällt.  ,\bcr  die  Contra  von  B und  von  B'  liegen 
notliweiidig  in  einer  den  Anfangspunkt  eiithaltenden  lleraden. 

Dieser  Satz  ist  dieGnmdlage.  der  slereographischeu  l'rojection.*) 

9)  Einem  Kreise,  welcher  eine  Cnrve  osculiert,  entspricht 
ein  Kreis,  welcher  die  inverse  Curve  osculiert. 

10)  Für  inverse  Flächen  liegen  die  Krümmiingscentra  zweier 
entsprechender  Norninlschnitte  in  gerader  Idnie  mit  dem  Anfangs- 
punkte. Dem  ISormalschnitt  n in  irgend  einem  Punkte  m ent- 
spricht eine  C.urve  u auf  einer  durch  den  Anfangspunkt  gehenden 
Kugel  A',  der  osculierende  Kreis  c von  a’  ist  die  inverse  Curve 
des  osciilierenden  Krei.ses  c von  a.  Ist  nun  o,  der  Nurmalschnitt, 
welcher  o'  im  Punkte  m'  berührt,  so  ist  nach  dem  Theorem  von 

*)  Sein  letzter  Theil  ist  wobt  von  Cbasles  zuerst  ansgesproeben 
worden  (1817).  tTcbrigciis  babeii  W.  Tbotnpson,  „Journal  de  Matbem.“, 
t.  X und  Liouvitic  ,,ibid.“,  t.  XII,  die  näinlicbe  Methode  der  Trans- 
formation, der  letztere  als  Methode  der  rcciprokcn  Radien  vcctorcn  in 
analytischer  Form  studiert. 
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Me  uni  er  das  Centrnm  von  c die  Projection  des  Centrums  von 
c,  oder  vom  osculierenden  Kreise  von  «,  auf  seine  Ebene.  Aber 
die  Normale  m'e,  lierülirl  offenbar  die  Kiigei  A in  m',  so  dass  c^ 
der  Sriieilel  des  ihr  nach  c umgeschriebenen  Kegels  ist;  somit 
ergiebl  sieb  10)  aus  8). 

11)  Den  beiden  Normalsrhnitten  in  m,  deren  Krümmungs- 
cenlra  äussersle  Lagen  in  der  Normaie  von  m einnehmen , ent- 
sprcrheii  nothvvendig  zwei  Schnitte  der  inversen  Fläclie  von  der- 
selben Eigenschaft.  Die  l)ciden  liaupUsclinitle  der  einen  Fläche 
entsprechen  daher  den  llan[>tschiiitten  der  andern  und  einer  Krnm- 
ninngslinie  der  einen  Flädie  entspricht  eine  Krümmungslinie  der 
andern.  Dadurch  lassen  sich  auch  die  Krüminungsverbältnisse 
dieser  riächenfainilic  allgemein  erledigen. 

217.  Die  erste  Fusspnnkflläebe  des  Ellipsoids 


72  = 1 


hat  als  Inverse  des  reciproken  Ellipsoids  die  Gleichung 
aV  = (x^  + y*  + **)*• 

Sie  ist  die  Elasticitätsfiächc  von  Fresnel.  Das  inverse 
System  einer  Reihe  von  confocalen  Fiächen,  welche  sich  recht- 
winklig schneiden,  ist  ofTenhar  eine  Reihe  von  Elasticilälstlächen, 
die  zu  einander  orlhogonai  sind.  Die  Krümmnngslinien  der  Ela- 
stieitätsfläche  sind  daher  bestimmt  als  die  Durchschnittslinien  der- 
selben mit  zwei  Flüehenfaiiiilien  derseiben  Natur,  die  aus  con- 
cyclischen  Fhächen  zweiten  Grades  abgeleitet  sind. 

Der  .Anfangspunkt  ist  ein  Doppelpunkt  der  Fläche  und  der 
imaginäre  Kreis,  weichen  eine  beliebige  Kugel  mit  der  unendlich 
entfernten  Ebene  gemein  bat,  ist  eine  Dop|)ellinie  derselben. 

248.  Die  (ileichnng  der  ersten  negativen  Fusspunkt- 
fläche  einer  Fiäche  zweiten  Grades,  d.  h.  der  Enveloppe 
der  Ebenen,  welche  zu  den  centralen  Radien  vectoren  derseiben 
in  ihren  Endpunkten  normal  sind,  ist  zuerst  von  Cayiey  gegeben 
worden. 

Wenn  wir  durch  das  Centnim  der  Fiäche  zweiten  Grades 
eine  Kugel  beschrieben  denken , welche  dieselbe  in  einem  Punkte 
(x',  y,  z)  berührt,  so  ist  offenbar  der  J*unkt  (x,  y,  z)  der  deri- 
vierten  Fläche,  welcher  dem  Punkte  (x',  y',  z')  entspricht,  der 
Eudpuukt  desjenigen  Durchmessers  die^r  Kugel,  welcher  durch 
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das  Cenlruni  der  Fläclie  geht.  Wir  erhallen  also  für 

t = y"^  + z'2 

die  Ausdrücke 

.T  = a'  (2--',).  y=y’{2-^). 


Üie  Auflösung  dieser  Gleichungen  für  x',  y,  z und  die  Sub- 
stitution der  erhaltenen  Wertbe  in  die  beiden  Gleichungen 


XX 


-I-  y,J  + zz'  = x'*  + y'*  + 


liefert  die  Gleichungen 


(2  - '<)  (2  - >■) 


= G 


Da  die  zweite  dieser  Gleichungen  durch  Differentiation  der 
ersten  nach  i entsteht,  so  ist  die  betrachtete  Fläche  durch  die 
Discriminante  dieser  Gleichung  darstellbar.  Wir  bilden  dieselbe 
leicht,  da  die  Gleichung  vom  vierten  Grade  ist.  Sic  ist 

/'  — 2(m*+ö^+c*)<^+ 

— 1 8 -f-  2 (fr*  + c*)  o*.c*  + 2 (c*  -|-  o*)  fr*y  * 2 (o*  + fr*)c*z*  1 1 

-J-  4 «*fr*c*  (x*  + y*  + **)  ==  0. 

Wenn  wir  sie  in  der  Form 


At*  + 4i?t*  + 6Ct*  + ADl  + A’  = 0 
schreiben,  so  sehen  wir,  dass  A und  B die  Grössen  x,  y,  z 
nicht  enthalten,  während  jede  der  Grössen  C,  D,  E sie  im  zwei- 
ten Grade  enthält.  Nun  ist  die  Discriminante  vom  sechsten  Grade 
in  den  Coefficicnten  und  von  der  Form 

AQ>  -{■ 

sie  kann  also  x,  y,  z nur  im  zehnten  Grade  enthalten  und  diess 
ist  daher  die  Ordnungszahl  der  betrachteten  Fläche. 

Ihr  Querschnitt  in  einer  der  Ilauptebcnen  besteht  aus  der 
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ersten  negativen  Fusspunktcurve  des  entsprechenden  Hauptschnit- 
tes des  ElUpsoids,  einer  Gurve  sechster  Ordnung,  und  einem 
zweifach  zu  zählenden  Kegelschnitt,  welcher  eine  Doppelcurve  der 
Fläche  ist. 

Die  Doppelpunkte  in  den  Hauptebenen  entsprechen  den  Punk- 
ten des  ElUpsoids,  für  welche 

-{■  y"^  -p  = 2a*,  oder  / c=  26*,  / = 2c* 


respective  ist,  wie  diess  leicht  aus  den  oben  für  x,  y,  z gege- 
benen Ausdrücken  hervorgeht.  Ueberdiess  besitzt  die  Fläche  einen 
Guspidalkegclschnitt  in  unendlicher  Entfernung  und  eine  endliche 
Guspidalcurve  von  der  sechszehnten  Ordnung.  Dieselbe  entspricht 
der  Durchschnitlsciirve  des  ElUpsoids  mit  der  Fläche  vierter  Ord- 
nung 


4 


+ 


6V^ 


+ 


-f-  3 (.-c'*  + y'*  + 2 *) 


1 

a^b'^c^ 


= 0.*) 


t 


249-  Das_jiämliche  Problem  ist  von  W.  Roberts  auf  einem 
anderen  Wege  gelöst  worden.  Er  hat  bewiesen,  dass  die  Be- 
stimmung der  ersten  negativen  Fusspunktflächc  identisch  ist  mit 
der  Bildung  der  Gleichung  der  Parallelfläche.  Jenes  fordert  die 
Bestimmung  der  Enveioppc  der  Ebene 

XX  yy  zz  = x'*  + y"*  -p  i'*, 
wo  x',  y,  z der  Gleichung  der  Fläche  genügen ; dieses,  als  die 
Bestimmung  der  Enveloppe  einer  Kugel,  deren  Centrum  in  der 
Fläche  liegt  und  deren  Radius  = a ist,  fordert  die  Enveloppe 
von 

(a:  — x'f  -H  (y  — y')*  + (*  — 

oder 

2xx'  -p  2yy'  + 2 22'  = a:*  -p  y*  -p  2*  — Ä*  -p  a:'*  -p  y'*  -p  2'* 
darzustellen.  Bei  der  Bestimmung  dieser  Enveloppe  sind  die  nicht 
accentuierten  Buchstaben  als  Constante  zu  behandeln  und  es  gebt 
daraus  hervor,  dass  beide  Probleme  specielle  Fälle  desjenigen 
sind,  in  welchem  unter  denselben  Bedingungen  die  Enveloppe  von 


*)  Eine  Discussion  der  Fläche  mit  Vntorimchnnf;  der  verschiedenen 
Formen,  die  sie  und  die  Cuspidal-  und  Doppelcurven  derselben  für  ver- 
schiedene Werthe  von  «*,  A*,  c*  annehmen,  gab  Cayley.  (Vgl.  ,, Phi- 
losoph. Transactions“,  1868,  oder  „Annali  di  Matern.“,  t.  II,  p.  168.) 
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ax'  + 6y'  4"  cz  = a-'^  + y'*  + i'*  + rf 
verlangt  wird,  lind  ferner,  dass  ans  der  rileieliiing  der  Parallel- 
fläclie  die  r.leieliuiig  der  ersten  negativen  Fnsspnnkltläche  liervor- 
gelil,  indem  man  in  ihr  für  A-'^,  x,  y,  z die  Substitutionen 
{.T^  + S[X,  {y, 

respective  vollzielit. 

Wenn  wir  so  nach  Artikel  244  die  Gleichung  der  Parallel- 
fläche  einer  Fläche  zweiten  Grades  erhalten  haben,  so  künnen 
wir  durch  die  hier  angegebenen  Substitutionen  die  Gleichung  <ler 
ersten  negativen  Fusspunktnäehe  finden , für  einen  beliebigen  An- 
fangspunkt eben  so  wohl  als  für  den  iin  Centrum  gedachten. 

Wenn  wir  ferner  für  k die  Substitution  k + A'  und  dann 
für  k die  vorige  Substitution  machen,  so  erhalten  wir  die  einem 
beliebigen  Anfangspunkt  entsprechende  erste  negative  Fusspunkt- 
tläche  der  Parallellläcbe  der  Fläche  zweiten  Grades,  d.  h.  die 
Lösung  eines  Prohlems,  welches  schwerlich  in  anderer  Weise  zu 

• lösen  sein  möchte. 

Haben  wir  wie  oben  die  Gleichung  der  ersten  negativen 
Fusspunktfläcbe  der  Fläche  zw  eiten  Grades  gefunden , so  brauchen 
wir  nur  die  Gleichung  der  inversen  Fläche  derselben  zu  bilden, 
um  nach  Artikel  245  darin  die  Gleichung  ihrer  zweiten  positiven 
Fusspunktfläcbe  zu  bilden. 

Beispiel  1.  Man  soll  die  Enveloppc  der  Ebenen  bestimmen,  welche 
normal  zu  den  Radien  vcctorcn  der  Ebene 

ax  by  cz  d = 0 
in  ibren  Enden  gelegt  sind. 

Da  die  Parallellläcbe  hier  aus  einem  Ebciienpaar  besteht,  dessen 
Gleichung 

(<ia;  -H  6y  -f  c*  -F  </)-  = A* 
ist , so  ist  die  der  Enveloppe 

(ax  -)-  hy  -f  ez  + rf)'*  = x^  + y’^  + j*. 

Beispiel  2.  .Man  soll  die  erste  negative  Fuss|iunklfläche  der  Kugel 
(x-af  + (y-ffi*  + (z-y)*  = r^ 

bestimmen. 

Die.  Parallein.ächc  besteht  ans  dem  Paar  von  conccnirischcn  Kugeln 
(a:  — o)*  + (y  - ß?  -f  (J  - rf  = (r  + A)»: 
die  Enveloppe  ist  daher 

(a:_  20)’  + (y-2jS)’-F  (=-  2y)’  = {2r  + -f  y»  + z’}’, 

• d.  h.  eine  Uindrchungslläche  zweiten  Grades. 
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250.  Durch  Dupin  isl  die  Fläclie  studiert  worden,*)  welche 
die  Enveloppe  aller  derjenigen  Kugeln  isl,  welche  drei  gegebene 
Kugeln  berühren.  Er  hat  ihr  den  Namen  Cyclide  gegeben.  Die 
Eigcnscliaflcn  derselben  können  mit  Leichtigkeit  durch  Inversion  ans 
denen  der  Itingnächc  abgeleitet  werden,  welche  durch  Drehung 
eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  gelegene  Achse  erzeugt 
wird.  (V'ergl.  Artikel  177.)  Denn  aus  den  allgemeinen  Grund- 
sälzeu  der  Inversion  im  Artikel  246  geht  sofort  hervor,  dass  eine 
Gruppe  von  drei  Kugeln  stets  in  eine  Gruppe  von  drei  andern 
Kugeln  transformiert  werden  kann,  deren  Cenlra  in  einer  gera- 
den Linie  liegen.  Der  Ort  der  Anfangspunkte  der  Inversion  ist 
die  Peripherie  des  ürthogonalkreiscs  der  in  der  Ebene  ihrer 
Gentra  liegenden  grössten  Kreise  der  Kugeln.  Sind  aber  die 
Ceiitra  der  Kugeln  in  gerader  Linie,  so  ist  die  Enveloppe  der 
berührenden  Kugeln  ofTenhar  aus  vier  Kreisringflächen  zusammen- 
gesetzl,  für  welche  jene  Gerade  die  gemeinschaftliche  Achse  isl. 
Die  Berührungspunkte  der  festen  Kugeln  mit  der  veränderlichen 
bilden  Kreise  im  speciellen  wie  im  allgemeinen  Fall.  Daher  besteht 
die  Cyclide  im  Allgemeinen  aus  vier  Mänteln;  dieselben  schneiden 
sich  paarweise  nach  Kreisperipherien , welche  Krümmungslinien 
der  Fläche  sind,  unter  constauten  Winkeln. 

Alle  Krümmungslinicn  der  Cyclide  sind  Kreise;  denn  auf 
jenen  Ringflächen  sind  sie  Meridian  und  Parallelkreise.  Die  Ebene 
einer  Krümmungslinie  schneidet  die  Fläche  unter  constanlem 
Winkel. 

Da  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  stets 
zwei  Kugelflächeii  legen  kann,  welche  die  Ringflächc  berühren 
und  zwar  nach  je  zwei  Ciirven,  nämlich  nach  Meridianen  oder 
Paralielkreiseii,  so  besitzt  die  (Cyclide  nothweudig  zwei  Tangenten- 
ebenen,  welche  sie  nach  Krümmuugslinien  berühren. 

Wenn  man  ebenso  die  Kugeln  hetrachtet,  welche  durch  einen 
beliebigen  Punkt  des  Raumes  und  die  Kreise  der  Riugfläche  be- 
stimmt sind,  so  flndet  man,  dass  sic  zwei  Sebaaren  bilden,  deren 
jede  eine  Kreislinie  gemeinschaftlich  enthält  und  erhält  den  Satz: 
Die  Ebenen  der  kreisförmigen  Krümmungslinien  der  Cyclide  bil- 
den zwei  Büschel,  deren  Schcitelkanlen  zu  einander  rechtwinklig 
sind.  Die  Centra  dieser  Kreise  bilden  zwei  ebene  Curven,  welche 


*)  Vergl.  „Applications  de  Geometrie“,  p.  200. 
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l'usspuiiktcurvcn  von  Kegelschnitten  sind.  Die  Krümmungscentra 
der  Cyclide  bilden  zwei  Kegelschnitte  in  Ebenen,  welche  zu  ein- 
ander normal  sind. 

Da  die  Kreisringilächc  durch  jede  doppelt  herührende  Ebene 
in  zwei  Kreisen  geschnitten  wird,  so  muss  jede  die  Cyclide  dop- 
pelt herührende  Kugel  sie  in  zwei  Kreisen  durchschnciden,  deren 
Ebenen  selbst  die  Cyclide  doppelt  berühren. 

Die  Gleichung  der  Cyclide  ist 

(^—„2)2  = 4 (ß  + 2t>ca.r) 
für  a als  einen  willkürlichen  Parameter  und 
J — y'^  -f-  I*  -|-  -J-  c^, 

B = {b”'  + c*)  x'^  -H  c-y-  + + b‘c^. 

{Vgl.  den  Anhang  „IJchcr  die  Systeme  der  ürthogonainächen“, 
Artikel  3.) 

ihre  erste  negative  Fusspunktüäche  wird  durch  Substitution 
von  (o  + k)  für  tt  und  nach  dem  Theorem  des  vorigen  Artikels 
in  der  Form 

I (o-  — — c*)  X'  (o^  — c')  y'^  (o*  — 6^)  I*  — 4 ubex 

-f-  — 2«^  (i*  -j-  c^)  -f-  (c'*  — <('■*)'■* I®  = 

4 (bex  -|-  -F  ac‘  — «'’)  (ar*  -j-  y*  -f-  ;*) 
erhalten.  Durch  die  Substitution  von  x — x\  y — y',  z — z'  für 
X.  y,  z respective  erhält  man  sie  statt  für  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  für  einen  belichigen  Punkt  im  Raume. 

251.  Die  Ergebnisse  des  vorigen  Artikels  können  vervoll- 
ständigt werden  durch  eine  allgemeinere  Theorie  der  Flächen 
vierter  Ordnung,  auf  welchen  Schaaren  von  Kegel- 
schnitten gelegen  sind.*) 

Wenn  eine  Fläche  vierter  Ordnung  einen  Kegelschnitt  ent- 
hält, so  muss  die  Ebene  desselben  ans  ihr  noch  einen  zweiten 
Kegelschnitt  hcrausschneiden;  die  vier  reellen  oder  imaginären 
Punkte,  welche  beide  Kegelschnitte  mit  einander  gemein  haben, 
müssen  nothwendig  entweder  Doppelpunkte  der  Fläche  oder  Be- 
rührungspunkte derselben  mit  der  Ebene  der  Kegelschnitte  sein. 
Andererseits  bedingt  die  Existenz  von  vier  Doppelpunkten  im 
ebenen  Schnitt  einer  Fläche  vierter  Ordnung  die  Zusammen- 


*)  Man  verdankt  diese  Theorie  Kummer.  Vgl.  ,,Monatst>erichte 
4or  kön.  Preuss.  Akad.  d.  W.  zu  Ucrlin“,  1863,  p.  324. 
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seUuiig  derselben  aus  Curven  niederer  Ordnungen,  da  eine  eigent- 
liche Curve  vierter  Ordnung  nur  drei  Doppelpunkte  haben  kann; 
liegen  drei  von  den  Doppelpunkten  in  gerader  Linie,  so  sind 
jene  eben  diese  Gerade  und  eine  Curve  dritter  Ordnung,  ilei 
mehr  als  vier  Doppelimnkten  ist  der  betrachtete  Schnitt  notlnven- 
dig  eine  Verbindung  zweier  Geraden  und  eines  Kegelschnitts,  als 
weicher  Fall  fünf,  oder  eine  Verbindung  von  vier  Geraden,  als 
welcher  Fall  sechs  Doppelpunkten  entspricht. 

Die  uneigentlichen  FliRlien  vierter  Ordnung,  welche  durch 
die  Verbindung  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  repräsentiert 
werden,  und  die  Kegelllächen  vierten  Grades,  als  welche  für  alle 
durch  einen  Funkt  (iin  letzteren  Falle  die  Spitze)  gehende  Kbencn 
Kegdschnittpaare  ergehen,  bleiben  hier  ausgeschlossen. 

Es  bleiben  folgende  Fälle  zu  unterscheiden:  1)  Die  Schaar 
der  Ebenen  der  Kegelschnittpaarc  berührt  die  Fläche  nicht. 

2)  Sie  besteht  aus  einfachen  Tangentenebenen  der  Flüche. 

3)  Sie  besteht  aus  Doppeltangenlenebenen  der  Fläche. 

Die  Fälle  der  dreifach  berührenden  Ebenen  und  der  längs 
einer  Geraden  berührenden  Ebenen  sind  unwichtig,  der  Letztere 
insbesondere  beschränkt  auf  die  osculierenden  Ebenen  der  ab- 
wickelbaren Flächen  vierter  Ordnung. 

252.  1)  Wenn  die  Ebenen  der  Kegelschnittpaarc 
die  Fläche  nicht  berühren,  so  enthält  jede  derselben  nolh- 
wendig  vier  Doppelpunkte  der  Fläche.  Ist  keiner  dieser  Doppel- 
punkte. für  alle  Ebenen  der  Schaar  gemeinschaftlich,  so  besitzt 
die  Fläche  eine  Doppelcurvc  vierter  Ordnung  und  muss  aus  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  bestehen. 

Ist  einer  der  Doppelpunkte  allen  den  Ebenen  der  Kegel- 
schnittpaarc gemeinschaftlich,  d.  b.  bilden  dieselben  ein  Netz,  so 
besitzt  die  Fläche  nothwciidig  eine  Doppelcurvc  dritter  Ordnung, 
die  jenen  Punkt  nicht  enthält;  auch  diess  ist  nur  möglich  in  den 
ausgeschlossenen  Fällen  der  uneigentlichen  Flächen  vierter  Ord- 
nung. 

Die  Gemeinsamkeit  von  zwei  Doppelpunkten  für  alle  Ebenen 
der  Schaar  oder  die  Voraussetzung,  dass  diese  ein  Büschel  bil- 
den, erfordert  eine  Doppelcurvc  zweiten  Grades,  welche  jene 
festen  Punkte  nicht  enthält.  Und  die  Exbtcnz  einer  solchen  Dop- 
pelcurve  und  zweier  Doppelpunkte  ausser  ihr  macht  die  Ebenen 
des  durch  diese  bestimmten  Büschels  zu  Ebenen  der  Kegelschnitt-  . 
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paare,  wenn  nicht  die  Verbindungslinie  jener  Doppelpunkte  den 
üoppcikegelschnitt  schneidet,  wo  sie  dann  der  Fläche  ganz  an- 
gchört. 

Die  Gleichung  einer  solchen  Fläche  ist  von  der  Form 
= 4pV, 

wenn  und  f ganze  rationale  Functionen  zweiten  Grades  und  p 
eine  lineare  Function  der  drei  Veränderlichen  hozcichnen.  Nimmt 
man  hier  ^ als  Product  der  linearen  Functionen  q und  r,  also 

ip*  = 4pV. 

so  hat  man  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  vierter 
Ordnung,  die  ausser  dem  Doppelkegelschnitt  zwei 
Doppelpunkte  haben,  ohne  dass  ihre  gerade  V'crhindungslinie 
der  Fläche  angehört.  Hier  ist 

= 0,  p = 0 

die  Doppelcurve  und  die  Punkte 

y = 0.  r = 0,  g>  = 0, 

die  Schnitte  einer  Geraden  mit  einer  Fläche  zweiten  Grades,  sind 
die  Doppelpunkte  der  Fläche.  Alle  Ebenen  des  Büschels 
q = 0,  r ~ 0 
schneiden  Kegclschuiltpaare,  die  Ebenen 
g = 0,  r = 0 

selbst  sind  singuläre  Tangentenebenen,  denn  sie  berühren  die 
Flächen  nach  den  Kegelschnitten,  welche  sie  enthalten. 

Denken  wir  ausser  dem  Doppclkcgelschnitt  zwei 
Paare  von  Doppelpunkten  in  der  Fläche,  so  entspringen 
zwei  Büschel  von  Ebenen  der  Kcgelschnittpaarc ; man  hat  die 
allgemeine  Gleichung  solcher  Flächen 

(P*  + yr  — rf)'^  = 4pV. 

oder  was  dasselbe  ist 

(p’  — yr  + st)*  = 4p’st, 

oder 

P + Vq  r -i-  }/^  = 0 

wenn  p,  y,  r,  s,  t lineare  Functionen  der  V'eränderlichen  sind. 
Die  Ehenenhüschel 

y + ir  = 0,  s 4-  ft/  = 0 
sind  die  Ebenen  der  Kegelschnittpaare,  die  vier  Ebenen 
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</  = 0,  r = 0,  s = 0,  / = 0 
berühren  die  Fläclie  nach  Kegelschnitten. 

Die  Doppelcurve  ist  durch 

p = 0,  qr  — sl  = 0 

bestimmt  und  die  vier  einzelnen  Doppelpunkte  sind  in  Paaren 
durch 

q — I),'  r z=  0,  p2  — = 0, 

s = 0 , 1 = 0,  — qr  = 0 

dargestellt.  Bei  genauerer  Untersuchung  ihrer  Lage  findet  man, 
dass  von  den  sechs  Geraden,  welche  sie  verbinden,  vier  die  Dop- 
pelcurve zweiten  Grades  schneiden  und  also  der  Fläche  selbst 
angehören,  so  dass  eben  nur  die  übrigen  zwei  Verbindungslinien 
q = 0,  r = 0;  s = 0,  t = 0 
als  Achsen  der  Ebenenbüschei  der  Kegelscbnittpaare  bleiben. 

Zu  dieser  Gruppe  von  Flächen  gehört  die  Dupin’- 
sche  Gyclide,  wie  die  Vergleichung  mit  den  Sätzen  des  Arti- 
kel 250  zeigt;  ihre  Doppelcurve  liegt  ganz  im  Unendlichen  und 
von  den  vier  Doppeljumkten  sind  stets  zwei  imaginär.  Ihrer 
Gleichung  kann  die  Form 

= {(fl*  — ek)^  -f-  "H 

gegeben  werden. 

253.  Wenn  jede  Ebene  der  Kegelscbnittpaare  durch  mehr 
als  zwei  Feste  Doppelpunkte  geht,  so  muss  die  gemeinsame  Achse 
ihi  'es  Büschels  der  Fläche  selbst  als  eine  gerade  Doppellinie  an- 
gehöreii.  Aus  jeder  Fläche  vierter  Ordnung  mit  einer 
geraden  Doppelliiiic  schneiden  die  Ebenen,  welche 
dieselbe  enthalten,  Kegelschnitte  aus.  Din  Gleichung 
solcher  Flächen  hat  die'  Form 

pV  -h  2pqq>i  -I-  q-tp2  = 0, 

wenn  q>,  9p,,  q>^  Functionen  zweiten  Grades,  p,  q lineare  Func- 
tionen der  Veränderlichen  sind.  Die  Doppcllinic  ist 
p ==  0,  q = 0. 

Es  bleibt  hiernach  nur  die  Untersuchung  der  Fälle  übrig, 
wo  die  Kegelschnittpaare  der  Fläche  als  einander  berührend  vor- 
ausgesetzt werden.  Daraus  entspringt  zuerst  eine  specielle  Art 
der  Flächen 

q>’  = 4 p^i/r , 

Salmon,  Anil*.  Geoin.  tl.  U.  23 
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J)ei  welclier  die  beiden  einzelnen  Doppelpunkte  sich  unendlich 
nahe  liegen.  Denierkenswei  lher  ist  die  Familie  von  Flächen,  deren 
KegelschniUpaarc  eine  doppelte  Bcrfihrung  haben,  Flächen  also, 
die  in  zwei  verschiedenen  Funkten  sich  seihst  berühren.  .Alle 
durch  diese  beiden  Selhsthcrührungspiinkte  gehenden  Rhenen 
schneiden  die  Fläche  in  Kegelschnittpaaren,  die  sich  in  ihnen 
berühren.  Sie  haben  die  (>icichung 

(p-  — ap*  + 4 bp’h/  + 6 cp'^q-  + 4 (Ipq^  + fq*. 
wo  <p  eine  Function  zweiten  Grades,  p,  q lineare  Functionen, 
«,  h,  c,  (I,  e Gonstanten  hezeiclinen.  Die  Schnittpunkte  der  Fläche 
zweiten  Grades  und  der  Geraden 

9>  = 0,  p = ü,  q = 0 
sind  die  Punkte  der  lierührung. 

Die  vier  Rhenen,  deren  algehraische  .\usdrücke  die  linearen 
Factoreii  der  Function  vierten  Grades  sind,  die  die  rechte  Seite 
der  Gleiclning  bildet,  sind  .singuläre  Tangentenehenen  der  Fläche; 
sie  schneiden  aus  ihr  Kegelscluiittpaare  aus,  welche  sich  decken. 
AVenn  die  hezeichnete  hiqiiadratische  Function  zwei  gleiche  lineare 
Faclorcn  hat,  so  fallen  zuei  jener  Rhenen  zusaininen  und  die 
Fläche  besitzt  dann  in  dieser  eine  Doppelcurve. 

Die.ss  ist  aber  das  allgemeine  llesultat  der  l'ntersuchung: 
Alle  Flächen  vierter  Ordnung,  aus  denen  S c h a a r e n 
von  nicht  herührenden  Rhenen  Kegelschnittpaare 
schneiden,  können  als  erzeugt  durch  Drehung  eines 
veränderlichen  Kegelschnitts  um  eine  feste  Achse  an- 
gesehen werden. 

Rs  liegt  hier  nahe,  an  die  Um  d rehn  n gsfl ächen  zu  den- 
ken, welche  durch  Drehung  eines  Kegelschnitts  um 
eine  nicht  in  seiner  Rliene  gelegene  Achse  erzeugt 
werden.’'')  Sie  besitzen  einen  doj»peItcn  Parallelkreis,  der  zu 
einem  conjugierten  und  zu  einem  imaginären  Kreise  werden  kann. 
Eine  zweite  Schaar  von  generierenden  Kegelschnitten  wird  he- 
stiinnit  durch  den  zu  einem  von  der  ersten  Schaar  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Meridianehene  symmetrischen  Kegelschnitt,  Je<le 
Rhene,  welche  eini-n  Kegcischnilt  ilcr  ersten  Schaar  enthält,  schiiei- 

*)  l’ubcr  ilic  nlltrenicinr  Kläclic  dieser  Art  iiiiiff  man  die  Note  von 
de  la  (iunrnerie  ver}»leiehen.  .,F/iouville’H  .lourn.“,  t,  V'III.  Serie 

p.  5-'. 
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det  die  Fläche  ferner  in  einem  Kegelsdinitl  der  zweiten  Schaar 
und  berührt  sie  in  zwei  Punkten.  Jede  Flüche  zweiten  Grades, 
welche  einen  dieser  Kegelschnitte  und  den  Doppelkreis  enthält, 
geht  durch  einen  Kegelschnitt  der  andern  Heihe  und  berührt  die 
Fläche  in  den  zwei  Schnittpunkten  beider. 

Die  du|)pelt  berührenden  Ebenen  der  Fläche  theilen  sich  in 
drei  Schaaren  und  jeder  solchen  Schaar  entsprechen  zwei  Reihen 
identischer  erzeugender  Kegelschnitte;  es  gehen  also  durch  jeden 
Punkt  der  Flüche  sechs  Kegelschnitte  ausser  dem  Parallelkreis 
des  Punktes;  etc. 

Wenn  eine  der  .\chsen  des  erzeugenden  Kegel.schnitts  hei 
der  Rotation  eine  Ebene  beschreibt,  so  ist  der  Doppelparallelkreis 
unendlich  entfernt;  etc. 

Man  kann  durch  die  collineare  Transformation  zum  allge- 
meineren Falle  übergehen. 

254.  2)  Wenn  die  Ebenen  der  Kegelschnitt))aarc  die  Fläche 
einfach  berühren,  so  gehen  sie  nothw endig  durch  drei  Doppel- 
punkte der  Fläche  hindurch  und  diese  Redingung  ist  zugleich 
hinreichend,  wenn  nicht  der  Rerülirnngspunkt  mit  zweien  dieser 
Doppelpunkte  in  einer  Geraden  liegt,  die  dann  ganz  der  Fläche 
angehören  muss.  Wenn  die  Ebenen  der  Schaar  nicht  sämmtlich 
einen  festen  Doppelpunkt  der  Fläche  enthalten , so  muss  der  Ort 
der  drei  Doppelpunkte,  welche  jede  enthält,  eine  Doppelcurve 
dritter  Ordnung  in  der  Fläche  sein.  Der  Fall,  dass  der  Rerüh-’ 
rungspunkt  mit  zweien  der  übrigen  Doppeliiunklc  in  einer  Gera- 
den liegt,  tritt  stets  und  nur  dann  ein,  wenn  die  Fläche  eine 
Regellläche  ist.  Alle  Flächen  vierter  Ordnung  also,  welche  eine 
Doppelpunktscurve  dritter  Ordnung  haben,  werden  von  ihren 
sämmtlichen  Tangentenebenen  in  Kegelschnittpaaren  geschnitten; 
aus  den  Regelflächen  vierten  Grades  schneiden  die  einfach  be- 
rührenden Ebenen  stets  Gerade  mit  Gurven  dritter  Ordnung  aus. 

Die  Doppelcurve  kann  entweder  eine  Raumciirve  dritter  Ord- 
nung, oder  die  Vereinigung  einer  Geraden  und  eines  Kegelschnitts 
oder  die  von  drei  Geraden  sein.  Die  Flächen  der  ersten  Art 
sind  nothweiulig  Regelllächen.  Die  Flüchen  der  zweiten  Art  sind 
chcufalls  Regelllächen  und  es  ist  nöthig,  dass  die  gerade  Doppel- 
linie den  Doppelkegelschnitt  in  einem  Punkte  schneidet. 

. Drei  Doppelgerade  können  existieren  im  Falle  der  Regelllächen, 
einmal  als  zusamincnfalleiul  in  eine  dreifache  Linie  der  Fläche; 

23* 
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(las  aiuleremal  als  ein  I’aar  Gerade,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  aber  von  der  dritten  geschnitten  werden.  Nur  der  Fall, 
dass  die  drei  Do ppc Igcra d en  durch  einen  Punkt  gehen, 
bleibt  zu  betrachten.  Die  allgeineine  Gleichung  der  Fläche  ist  dann 
A(i^r^  + + C jpq‘  + 2 pqrs  = 0 

nift  p,  q,  r,  s als  linearen  Functionen  der  Coordinaten  und 
A,  />’,  C,  D als  Constanten.  Die  drei  Ebenen 
;>  = (),  ^ = 0,  r = 0 

schneiden  sich  in  den  Doppelgeraden  der  Fläche  und  bestiinineii 
den  dreifachen  Punkt  derselben. 

Unendlich  viele  Schaaren  von  Kegelschnitten  liegen  auf  die- 
ser Fläche,  Durch  jeden  beliebigen  Punkt  des  Raumes  geht  eine 
Schaar  von  Ebenen,  welche  Kegelschnittpaarc  aus  ihr  schneiden; 
alle  Ebenen  einer  solchen  Schaar  unihidlen  einen  Kegel  sechsten 
Grades,  welcher  die  Fläche  eiidiüllt.  Durch  jeden  Punkt  auf  der 
Fläche  gehen  unendlich  viele  Kegelschnitte  derselben,  deren  Ebe- 
nen einen  Kegel  vierten  Grades  einhüllen;  wenn  der  I’nnkt  auf 
einer  der  drei  Doppellinien  liegt,  so  wird  derselbe  zu  einem 
Kegel  zweiten  Grades. 

Diese  merkwürdige  .\rt  von  Flächen  hatte  J.  Steiner  ent- 
deckt lind  ihre  llaupteigenschaften  erkannt.  An  den  Satz  anknü- 
pfend : Wenn  man  durch  einen  Punkt  einer  Fläche  zweiten  Gra- 
des drei  Sehnen  parallel  zu  einem  System  conjngierter  Durch- 
messer einer  andern  Fläche  zweiten  Grades  (fielil,  so  liegen  ihre 
Endpunkte  in  einer  Ebene,  die  stets  durch  einen  festen  Punkt  p 
geht*)  — betrachtete  er  die  Punkte  p,  welche  den  Flächen  eines 
Ilüschels  entsprechen  und  fand,  dass  sie  einen  Kegelschnitt  bil- 
den. Denkt  inan  dann  drei  Flächen  zweiten  Grades  und  durch 
die  Schnittlinie  der  beiden  ersten  eine  neue  gelegt,  sodann  wie- 
der eine  durch  den  Durchschnitt  dieser  und  der  dritten,  so  er- 
hält man  ein  System  von  Flächen  zweiten  Grades,  die  den  Punk- 
ten einer  Ebene  so  entsprechen,  dass  jeder  Geraden  in  ihr  ein 
üüschel  von  Flächen  eut-spricht.  Die  Pole  derselben  bilden  eine 
Fläche,  auf  der  unendlich  viele  Schaaren  von  Kegelschnitten  lie- 

*)  Voll  Hesse  bereits  1887  bewiesen  in  ,,OreIlc’s  .Toiiriial'*,  H«I. 
.YVHI,  j).  110.  Im  I.  liiiiiitc,  Artikel  117,  Hoi.sj»iel  9 ist  ein  specieller 
Kult  <le.sselbeii  gegeben,  von  ilciii  man  (Iiireb  Transforiiiatioii  znni  nll- 
gemeiiien  leie.bt  iibergelieii  kann. 
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geil,  uiler  iliu  auf  iiiiemilirli  viele  Arten  (IiiitIi  Bewegung  eines 
Kegelschnitts  erzeugt  werden  kann.*) 

Die  Gleichung 

y-z-  + 2 V + x'hj^  — 2c.xyz  — t) 

giehl  eine  solche  Stein  er 'sehe  Fläche,'  in  der  die  drei  l)o|i]iel- 
geraden  auf  einander  senkrecht  stehen,  und  gleiche  Abschnitte 
in  derselben  besitzen;  sie  setzen  sich  weiterhin  als  isolierte  Linien 
fort.  Itie  vier  singulären  Tangentenebenen,  welche  sie  nach  Krei- 
sen beriihren,  — d.  i.  in  zwei  ziisaininenfallenden  Kegelsclinilteii 
schneiden  — trennen  durch  diese  die  convex-conve.xeii  Theile  der 
Fläche  von  den  convex-concaven ; die  Tangentenebenen  in  jenen 
Theilcii  bcstiniinen  mit  der  Fläclie  nur  imaginäre,  die  in  diesen 
Theilcn  reelle  Kegelschnittpaare.  Oie  allgemeinste  Steiner’schc 
Fläche  geht  hieraus  durch  collineare  Transformation  hervor;  ihre 
Gleichung  enthält  fünfzehn  wesentliche  Cnnstanten. 

255.  Die  Voraussetzung,  dass  die,  Schaar  der  Tangen- 
tenebenen der  Kegelschnittpaare  einen  festen  Dop- 
pelpunkt der  Fläche  enthält,  bedingt  die  Existenz 
einer  Doppelcurve  zw  eiten  Grades  in  der  Fläche.  Ihre 
allgemeine  Gleichung  ist 

wenn 

1;^  = 0 

einen-  Kegel  zweiten  Grades  und 

9)  = 0 

eine  durch  seinen  Scheitel  gehende  Fläche  zweiten  Grades  dar- 
stellt. Der  Scheitel  des  Kegels  ist  ein  Doppelpunkt  der  Fläche 
und  die  Schaar  der  den  Kegel  zweiten  Grades  berührenden  Ebe- 
nen schneidet  Kcgclschiiitlpaarc  aus  derselben  aus  und  berührt  sic. 

Der  Berührungskegcl  zweiten  Grades,  welcher  der  Fläche 
für  den  Doppelpunkt  entspricht,  kann  auch  als  ein  solcher  be- 
trachtet werden,  dessen  Tangeutenebenen  zugleich  die  Fläche  — 
jedoch  sämmtlich  im  Doppelpunkte  — berühren;  die  von  ihnen 
in  der  F'lächc  bestimmten  Curven  haben  in  diesem  Punkte  eine 


*)  Eine  »yntlietische  Uiiterauchung  dieser  Flüche  iat  von  Schrö- 
ter ausgeführt  worden;  „Monatsberichte  der  kön.  Preuss.  Akad.  d.  W. 
2U  Ucrlin“,  1863,  p.  5'2U. 
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Spitze  uiul  ausser  ihm  zwei  Doppelpiiiikle,  sind  also  eigeiillidie 
Curveii  vierter  Onliuiiig. 

Der  Fall  des  Dfiseiiels  eiiifaeli  heri'iiirender  Fheiicn  diireli 
zwei  Duppelpuukte  kann  nur  statt  liabeii,  wenn  die  gerade  Ver- 
hiudungsliuie  der  Doppel])Uukte  der  Fläciic  ganz  angcliört,  und 
giel>t  keine  neue  Art  solcher  Fläclicu. 

256-  Wenn  eine  zweilaeh  berfihrendc  FLltene  aus  der  Fläelie 
ein  Kegrlsclinillpnar  schneiden  soll,  so  muss  sie  diirrli  zwei  Dop- 
pelpunkte der  Flache  gehen;  und  soll  eine  Schaar  von  Ebenen 
dieser  Art  existieren,  so  muss  die  Fläche  eine  Dopj)clcurve  zwei- 
ten Grades  hesitzen. 

Die  Flächen  vierter  Ordnung,  welche  eine  Dop- 
pelcurve  zweiten  Grades  besitzen,  werden  von  allen 
doppelt  berührenden  Ebenen  in  Kegelscjinitl paaren 
geschnitten.  Man  kann  die  Gleichung  solcher  Flächen 
9*  = 4 

in  der  F’orni 

(<p  + 2A/»*)-  = (iff  -h  Xip  -i-  AV) 
darstellen,  in  der  X eine  beliebige  Gonstante  bedeutet.  Bestimmt 
mau  diese  so,  dass 

. + äqp  -f-  X'^p-  — 0 

eine  KegelfJäche  darstellt,  so  wird  die  Fläche  vierter  Ordnung 
von  derselben  doppelt  cingehfillt;  jede  ihrer  Tangenteneberien 
ist  eine  Doppeltangentenebene  der  Fläche  und  schneidet  ein  Kegel- 
schnittpaar  aus  ihr  heraus. 

Die  Bedingung,  unter  welcher 

tp  Aqp  -F  = 0 

eine  Kegelflächc  ist,  führt  auf  eine  Gleichung  fünften  Grades  für 
A,  d.  Ii.  es  gieht  im  Allgemeinen  fünf  verschiedene 
Kegel  zweiten  Grailes,  deren  Taugeulcnebeneii  eine 
Flüche  vierter  Ordnung  mit  einer  Doppel  cur  ve  zwei- 
ten Grades  zweifach  berüliren  und  Kegclschn ittpaare 
aus  ihr  schneiden. 

Einer  imaginären  Wurzel  dieser  Gleichung  entspricht  eine 
Schaar  imaginärer  Ehenen  dic.serArt;  der  Gleichheit  zweier  Wur- 
zeln derselben  entsprechen  an  Stelle  der  Schaaren  doppelt  bc- 
rühroniler  Ebenen  zwei  singuläre  Tangentenebeneu , welclie  sie 
in  Kegelschnitten  berühren,  oder  eine  Schaar  einfach  berühren- 
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der  Ebenen,  welclic  durch  eincti  feisten  Doji|ieli»unkt  der  Flfulie 
gellen.  Hat  die  Fläciic  ausser  der  Dojipelcurve  noch  ein  oder 
zwei  Paar  von  Doppelpunkten,  deren  Verbindungslinien  sie  nicht 
schneiden , und  daher  eine  oder  zwei  Schaareii  von  nicht  berüh- 
renden Ebenen,  welche  Kegelsclinittpaare  aus  ihr  schneiden,  so 
bleiben  von  den  fünf  Schaarcn  doppelt  berührender  Ebenen  stets 
nur  drei  oder  eine  übrig  und  die  übrigen  werden  zu  singulären 
Tangentenebenen  der  Fläche. 

Für  die  Dupin’sclie  Eyclide  hat  jene  Gleichung  zwei  Paare 
gleicher  Wurzeln,  denen  die  vier  — zwei  sind  stets  imaginär  — 
singulären  Tangciitencbenen  ents|)recben;  die  fünfte  Wurzel  giebt 
einen  reellen  doppelt  berührenden  Kegel  zweiten  Grades,  dessen 
Tangentenebenen  Kegelsclinittpaai  c — es  sind  Kreise  — aus  der 
Fläche  schneiden.  Sie  sind'  von  denen  verschieden,  deren  Exi- 
stenz im  Artikel  250  erkannt  worden  ist. 

Die  Regcinächen  vierter  Ordnung  besitzen  doppelt  berührende 
Ebenen,  die  ausser  den  beiden  Erzeugenden,  die  sie  enthalten, 
Kegelschnitte  auf  der  Fläche  bestimmen. 

257.  Eine  interessante  Gruppe  von  Flächen  verbindet  sich 
mit  einer  Fläche  zweiten  Grades  durch  die  allgemeine  Theo- 
rie, welche  das  Normalenproblem  als  einen  speciellen 
Fall  enthält.  Wir  haben  im  I.  Bande  nur  gelegentlich  dieses 
Problems  gedacht  (Art.  135)  und  die  allgemeinere  Untersuchung 
erwähnt,  deren  auf  Flächen  bezügliche  Uesullate  hierher  gehören.*) 

Man  wird  linden,  dass  die  im  1.  Bande  in  den  Artikeln  208 — 
210  kurz  gegebene  Theorie  der  Flüche  der  Krümmungs- 
cent ra  hier  in  einen  allgemeineren  Zusammenhang  tritt.**) 


*)  A.  Clebsch,  „lieber  das  Problem  der  Normalen  bei  Curven 
und  Obei-flächen  zweiter  Ordnung.“  „Journal  f.  Math.“,  Bd.  LXII, 
p.  64  f. 

*•)  Zu  der  im  Artikel  ‘208  des  ersten  Bandes  gegebenen  Methode 
zur  Bestimmung  der  Gleichung  der  Flüche  der  Cuntra  fügen  wir  die 
folgende  hinzu,  welche  aus  den  Artikeln  120  Band  I und  33  des  gegen- 
wärtigen ihre  Begründung  emprängt.  Man  bilde  die  Discriminantc  von 
XU  + {(x-a)*  + 

für  U = 0 al.s  die  Gleichung  der  Flüche;  sie  ist  vom  vierten  Grade  in 
t und  ihre  beiden  Invarianten  seien  S und  T.  Dann  entspringt  aus 
,S'  = 0,  r = 0 

durch  Elimination  von  k*  die  Gleichung  der  Fläche  der  Ceutra. 
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Wenn  man  das  Problem  der  ISormalen  für  Flächen  nach 
den  Gesetzen  der  Transrormalion  verallgemeinert,  so  wie  diess 
in  den  Artikeln  478,  479  der  „Analyt.  Gcom.  der  Kegelschnitte" 
für  Curven  zweiter  Ordnung  gezeigt  worden  ist,  so  entspringt 
die  Aufgabe;  Auf  der  Oberflä che  zweiter  Ordnung  V-=Q 
soll  ein  Punkt  X so  gefunden  werden,  dass  die  Polare 
eines  gegebenen  Punktes  x in  Bezug  auf  den  von  X 
an  die  Fläche  zweiter  Ordnung  p = 0 gehenden  Tan- 
gentenkegel mit  der  Taugentenebene  von  U = 0 im 
Punkte  X zusammenfällt. 

Die  Fläche  e = 0 vertritt  den  imaginären  Kreis  der  unend- 
lich entfernten  Ebene,  in  Bezug  auf  welchen  die  Richtung  der 
Normale  und  die  Stellung  der  Tangentenebene  Pol  und  Polare  sind. 

Bezeichnen  V,  V homogene  Functionen  zweiten  Grades  mit 
den  Veränderlichen  .V  — nämlich  A',,  X^,  A'j.  X^  statt  X,  Y,  Z,  \F 
— und  u,  V dieselben  mit  den  Veränderlichen  x und  sind 

f/| , 1/2 , • . . , F| , • • • I , • • . , i’j , ... 
ihre  durch  2 dividierten  partiellen  Differentiale  nach  diesen  Ver- 
änderlichen, so  ist  das  Problem  durch  die  Gleichungen 

Pj  = A y,  -f-  n F, , 

Pj  — k Ü2  -f-  fc  F'a » 

Pj  = AP3  -I-  ft  F3, 

= kü,  + fiV, 

mit  i,  ft  als  unbestimmten  Faclorcn  ausgedrückt.  Die  Elimina- 
tion von  X^,  A'2.  A’j.  A'j  zwischen  ihnen  führt  auf  eine  Gleichung 

sechsten  Grades  für  — , welche  in  der  den  confocalen  Flächen 

entsprechenden  Form  von  Joachimsthal  untersucht  worden  ist.*) 

Sind  Uiit  und  p«  die  Coeflicienten  von  it,  p und  J die  aus 
den  Elementen  (A»t,*  -|-  ftPü)  gebildete  Determinante,  du  aber 
ihre  Unterdeterminanle,  so  folgt  auS  den  vorigen  Gleichungen 


d . 

.V,  = p,  d^^ 

+ 

Pj.t/,2 

+ 

^13 

+ 

P4  ^14. 

d . 

X4  = «’l  ^41 

+ 

Vj  Jj2 

+ 

*3^43 

+ 

»4  -^41 

*)  V'crgl.  ibid.  Bd.  LIII,  p.  153  f-,  dazu  die  schöne  letzte  Arbeit 
Jon chima thal's,  ibid.  Bd.  LIX,  p.  111  f. 
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und  soniil  dtii  rli  Einrühning  in  V 0 die  gesuchte  Eiidgleirhung 

lienicrkt  mau,  dass  für  eine  Uiilerdelenninanle  zweiter  Ord- 
nung /iik,qp 

^ip^qk  ^ik^qp  ^ • ^ik\qp*)  i 

SO  geht  sie  über  in 

21  £Uik  ^ik  • ^^l-^qVp^qp  ^ 2121 2uikV,fVp  /^ik,qp  — ■ 0. 

Da  ferner  «,*  als  UiHerential  des  Elements  (A«,*  + fkVik) 
nach  A erscheint,  so  ist 


ZSuik  Jik  = 


d/1 

7/A’ 


ZZSZuikVqVp^ik 


i.qp 


tl  ( £ Z Vq  Vp  ^qp^ 

dl 


und  für 

fl  = ZZVqVp^qp 

daher  die  Endgleicinmg 


1) 


fl 


dJ 

dk 


Betrachtet  man  A,  fi  als  Constantc,  die  x als  VcrSnderliche, 
so  ist  der  Ausdruck  links  eine  homogene  Fuiiclion  zweiten  Gra- 
des und  die  Gleichung  hezeichnet  eine  Fläche  zweiten  Grades 
von  folgender  Entstehung:  Wenn  man  durch  die  Schnittcurvc  von 
« = 0,  p = 0 die  Fläche  des  Büschels  Au  -|-  ftp  = 0 legt, 
in  Bezug  auf  sic  die  l*olaren  der  Punkte  von  u = 0 und  die 
Pole  der  Letzteren  in  Bezug  auf  p = 0 nimmt. 

258.  Soll  die  Gleichung  1)  zwei  gleiche  Wurzeln  besitzen, 
so  muss  ihr  Dilferentialquolient  nach  A zugleich  mit  ihr  selbst 
verschwinden,  d.  h. 


d^J  ^ (ffl 
^ ~d^ 


sein.  Die  Bedingungen 

-Q  = 0 , = 0 

erfüllen  beide  Gleichungen,  und  man  sieht  daraus,  dass  die 
Discrimi nant e von  1)  den  Ausdruck  als  Factor  enthält, 
welcher  gleich  Null  gesetzt  das  Resultat  der  Elimi- 
nation aus  fl  = 0,  ^ ~ 0 bildet. 

Ist  wie  hier,  der  Grad  von  fl  um  Eins  geringer  als  der  von 
so  lässt  sich  der  übrig  bleibende  F'aetor  leicht  bilden.  Nach 


*)  Vergl.  „Vorlesungen“,  Artikel  19. 
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Potenzen  von  A geordnet  hat  man 

fl  = oA*-i  + (« — 1)  + . . ., 

J = bk-'  + b'k—^n  + 


also  statt  1) 

2)  0 = . i*"-*  + 2 («  — 1)  abk^—^n  + . . . 

und  für  zwei  gleiche  Wurzeln  durch  Diirerentiation  nach  k und  ft 


0 = Ä 


(PJ 


3) 


= 2(n— 1)  + 2(«  — 1)  (2«-3)  abk^-'-*fi  + 


0 = 


dfi 


= 2 («— 1)  a'6A*"-3  + 


Da  die  beiden  letzten  Gleichungen  Tür  ju  = 0,  6 = 0 ver- 
schwinden, so  ist  b ein  fernerer  Factor  der  Discriminante. 

Und,  wenn  der  Fall  fl  = 0,  ,4  = 0 als  Bedingung  von 
zwei  gleichen  Wurzeln  ausgeschlossen  werden  soll,  so  folgt  aus 
2)  und  der  ersten  3) 

_ ^ ^ ^ ^ 


= n(n  — 1)  <i6A*"~*  -|-  2n  (n — 1)  (n  — 2)  aö'A*"~®/it  , 

wodurch  in  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  3)  die  durch  ft 
theilhare  Gleichung 


0 


nfl  — 2A 


dfl 

dk 


)S-(- 


^fl 

Ta* 


= 2«  (n  — 1)  abk^-'~*fi  -f-  . . . 

entspringt.  Mit  ihrer  Hilfe  geht  auch  aus  der  zweiten  Gleichung 
3)  eine  solche  Gleichung  hervor,  in  der  die  Division  durch  ft 
nach  den  Formeln  für  homogene  Functionen  fl,  J und  ihre 
Dilferentialquotienten  ausgeführt  wird. 


,/_d^  ^dfl\ 

dA  ^ dA  j A / „ dfl\ 


tt  \ 


2A 


dJ> 

dkj 


(PSI 
dA*  ' 


dA* 


Man  erhält  die  drei  Gleichungen  (2n — 4)*'"  — in  unserem 
Falle  4'“"  — Grades 
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— 3ü:{  — 


, d‘j  tPfi  , , (fjiosi  tPSi 

^ -tW  + '*  ^ dU^,  - ("-2^  rfX^  W 

= 0. 

(fSl  Jp^  ^ _ ( _,\ 

dkdii,  (Urfft  dkdfi  d(P  ^ (ttrfft  (/ft* 

(/*ß  (/*ti  _ 

^ (/A*  rfft*  “ 

„ , <P/i  d^Sl  . rfM  (/*i2 
2^  rfA*  dlrfjl  + “(ä* 


Multipliderl  man  sic  mit  A 


x-3 


(fd  <PSl 
''  dp  ~~ 

. . . , ft"“^  so  erhält 
man  3 (n  — 2)  Gleicimngen  vom  Grade  3« — 7.  aus  denen  die 

3 (n  — 2)  Grössen  A^'‘-«fi durch  Bildung  einer 

Determinante 

C ==  0 


eliminiert  werden,  die  für  die  Coelfideulen  von  Sl  sowohl  als 
von  d von  der  Ordnung  3 (n  — 2)  ist.  Ist  dann  F — 0 die  aus 
5i  = 0,  d = 0 erhaltene  Endgleichung,  so  ist 


R = b.  F.G 

die  gesuchte  Determinante;  sic  ist  iin  Allgemeinen  von  der  Ord- 
nung (4n  — 6)  in  den  Cocfficienten  von  Sl  und  d,  in  unserem 
Falle  von  der  IO'™  Ordnung. 

259.  Die  Grösse  F ist  das  vollständige  Quadrat 
eines  in  lineare  Factoren  zerfällbaren  Ausdrucks. 

Denn  man  kann  die  Gleichung  F = 0 bilden,  indem  man 

die  aus  d = Q für  — entspringenden  Werthe  in  den  Ausdruck 


FSdpqVpVq  Sl 

einführt  und  alle  so  erhaltenen  ^Yerlhc  von  Sl  mit  einander  mul- 
tipliciert.  Wenn  .(i  = 0 ist,  kann  man  aber  stets  Zahlen  a so 
bestimmen,  dass 

dpq  Ctp  . Ctq 

ist  und  damit  geht  Sl  in  das  Quadrat  eines  irt  den  x linearen 
Ausdrucks  über. 

Diese  linearen  Ausdrücke  aber  haben  zugleich  die  Eigen- 
schaft, dass  durch  sie  beide  Functionen  u,  v gleichzeitig  in  die 
Summen  ihrer  Quadrate  übergeführt  werden.  Denn  ist  für 
als  solche  lineare  F'unctionen  der  x 


\ 
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» — + ■ • • + 

**  = '/lii’  + 'll^2  + ■ • • + ?«!»*• 
so  «inl,  wenn  J,  Sl  für  die  ^ ebenso  wie  verlier  für  die  x ge 
bildel  werden, 


^ = {^Pi  + f*?!)  i^Pi  + M2)  • • • i^P«  + Mt). 


Sl 


= ^ + 

U/),  + 


^P2  + P'h 

und  somit,  wenn  man  die  Wurzel 


- + 


•}• 


— = — — aus  ^^  = 0 
P Pi 

einrülirt,  Sl  mit  proportional.  Nach  der  Theorie  der  Inva- 
rianten kann  aber  der  so  erhaltene  Ausdruck  von  dem  ursprüng- 
lichen nur  durch  einen  constanten  Factor  verschieden  sein,  und 
es  sind  also  die  ^ von  den  oben  gefundenen  linearen  Ausdrücken 
nur  ebenso  verschieden.  IHess  enlhült  für  unseren  Fall  n = 4 
den  Satz:  Die  Punkte,  für  welche  zwei  Losungen  des 
Problems  zusammen  fallen,  bilden  das  doppelt  gerech- 
nete gemeinsame  Polarletraeder  der  Oberflächen 
« = 0,  t)  = 0 (vgl.  Hand  1,  Artikel  126,  146),  und  ausser- 
dem eine  Fläche  zwölfter  Ordnung  G = 0.  Macht  man 
M •=  0,  t>  = 0 confocal,  so  wird  die  Fläche  G mit  der  Fläche 
der  Ilauptkrümmungscentra  von  u identisch.  Im  Falle  des  ebenen 
Kegelschnitts  tritt  an  ihre  Stelle  die  Evolute  desselben. 

260-  Eine  andere  Hildung  der  Gleichung  C = 0 wird  wei- 
teres Licht  über  die  Frage  verbreiten. 

Die  Gleichungen  des  Artikel  258,  aus  denen  G = 0 abge- 
leitet worden,  können  in  der  Form 


d£ 

~dX 


+ pm 


A -j-  fimSl  = 0, 
dSl_  <PA 

dx  ~ dF 


|um 


d'^Sl 

dk^ 


— 0 


geschrieben  werden  und  erscheinen  so  als  Bedingungen,  unter 
denen  eine  Zahl  m so  bestimmbar  ist,  dass  die  (ileichung  4'™  Grades 
, A -f-  mfxSl  = 0 

drei  gleiche  Wurzeln  besitze.  Die  Existenz  von  drei  gleichen 
Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  wird  aber  durch  das  V'er- 
schwinden  beider  FundameiUalinvariauten  angezeigt.*) 


*)  Vcrgl.  dos  Herausgebers  „Elemente  der  neueren  Geometrie  der 
Algebra  der  binären  Formen“,  p.  206. 
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Für 

/!  = bl*  Jr  ib'l^it  + 6//'AV’  + 4 6"V  + *"V- 

Sl  ~ al^  + 3n’^V  + 3«”.Aft^  + 


sind  sie 


6 (//"'  + m«'")  + 4 ^b'"  + 3 »I 

+ 3 (i"  + 

; I ' I “ I " I 

b , b -j-  VI  ■—,  b -4-  m — 

4 2 

J = I ^ TT . . + 3 »I  ^ 

~h  ir  > + 3 »»  -- , ä'”'  + ffi  n'" 

-£  4 

und  wenn  man  sie  in  der  kurzen  Form 


i = ^ + 2m^/,  + 
j = B + 3 »iß,  + 3»i’ßj  + m^ß., 
darstellt,  so  ist  r;  = 0 als  das  Elitninationsresiillat  von 


f = 

= 0, 

J = 

0 

zu  hilden,  d.  i. 

A, 

2A,. 

Ay 

0 . 

0 1 

0. 

A . 

2A,, 

0 

5)  C = 0 

_ 

0. 

0 , 

A . 

2A,. 

A, 

ß. 

3ß,, 

3ß,, 

ßj. 

0 i 

0. 

ß . 

3ß,. 

3ßj. 

ff  3 

oder  auch  in  der  äquivalenten  Form*)  als  Hesiillaute  von  drei 
quatlratisclien  (neiclinngen 

|3ß,^  — 2-^,ß,  .\B.,A—A.,B,  B.yi 

G)  G = 0 ■- 


BA.^  , [iB^A.i—AB.y  Z B^A.^—2A^B^ 


A , 2^1 

Da  endlich  unsere  rileichuug 


(ISl 

^l 


“ ,H  = " 


ansdrückt,  dass  die  rileichung 

A + uifiSi  = 0 


*)  Verpl.  für  liciil«  die  ,,Klemciito“,  j>.  107,  110  f. 
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zuei  gleiche  Wurzeln  habe,  so  kann  sie  durch  die  Discrioiinante 
dieser  Gleichung  vierten  Grades  r*  — 27^*  = 0 ersetzt  werden, 
d.  i.  durch 

7)  {A  + 2 mA^  + _ 27  (^  + 3 + 3 m'‘B^  + m'B^f  = 0. 

261.  Diese  Form  führt  auf  einige  Fälle,  in  denen  das  Pro- 
blem algebraisch  lösbar  ist.  Zuerst  für 
AAi  — A^^  = 0. 

Denn  die  vorige  Gleichung  giebt  mit  ^ multipliciert  das 
Product  der  beiden  cubischen  Gleichungen 

(A  + mA^f  = + y27  A.[B  + 3B^m  -f-  3 + B^m^). 

Dem  entsprechend  giebt  der  Werth  von  G mit  A^  multi- 
pliciert 

{BAi^  — WB^AA;^  + ^BJA^‘A^  - B^AY  = 0. 

Diess  giebt  den  Satz:  Das  Problem  ist  algebraisch 
lösbar  für  alle  Punkte  einer  Fläche  vierter  Ordnung  F 
AA.^  — = 0. 

welche  die  Fläche  G = Ü in  einer  G urve  D'  berührt, 
durch  die  eine  Fläche  sechster  Ordnung 

BA^^  — WB^AA^  -f-  WB^A^A^  — B.^A'  = 0 
sich  legen  lässt. 

Sodann  für 

B : B^  — B^:  B,  = B^-.  B.^  oder  B^^^  = BB.^,  B^B^  — B^B. 

Denn  dann  giebt  die  Gleichung  durch  Multiplication  mit  B* 
das  Product  der  drei  quadratischen  Gleichungen 

{A  + 2A^tn  -f  A.^m‘‘)  f/ B~'  = 3 (Ä  -f  m/?,)*, 
und  C = 0 verwandelt  sich  mit  B*  multipliciert  eben  dadurch  in 
[B-^A.^~2BBiA,  + B^Uy  = 0. 
so  dass  man  den  Satz  erhält:  Das  Problem  ist  algebraisch 
lösbar  für  alle  Punkte  einer  Curve  vier  und  zwanzig- 
ster Ordnung,  die  sich  als  Schnitt  zweier  Flächen 
vierter  und  sechster  Ordnung 

ß,*  — ßßj  = 0,  ß,ß2  — BB^  = 0 

darstellt;  sic  berührt  die  Fläche  G = 0 «Ireipunktig 
in  den  sechs  und  n euri  z i g I*u  n k ten,  in  denen  sie  ihr 
begegnet  und  die  Uerühruiigspunkte  liegen  auf  der 
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Fläclic  vierter  Ordnung 

— 2 BB^A^  + B^A  = 0. 

Endlich  für  den  Fall,  wo  die  sechs  Wurzeln  der 
Gleichung  7)  eine  Involution  bilden.  Mau  kann  dann  die 
ungeraden  Potenzen  der  Unbekannten  durch  eine  lineare  Trans- 
forniation  verschwinden  machen;  aber  durch  die  Substitution 

_ «fl  + ß 

^ I .t 

■yfi  + d 

gebt  die  Gleichung  in  die  neue 


(«  + — 27  (SB  + 3 SB#  + 3 SB#*  + SB;#*)*  = 0 

über  und  man  erhält  also  die  Fläche  durch  die  Elimination  von 
«,  ß,  y.  S aus  dem  System 

2l*SH,  = 27SBSB,.  4 91,*  + 6 SK, 912^1  = 27(SBSBj  + 9SB.SB.J. 
9t,SKj*  = 27SB2SB3. 

welches  die  Eliroinationsresultanten  der  Systeme 

SK,  =0,  SB  = 0.  SBs  = 0:  «,  = 0.  SB,  = 0.  SB,  = 0 


als  Factoren  enthalten  muss,  weil  diese  Systeme  auch  jene  Gruppe 
erfüllen. 

262-  Wir  betrachten  ferner  die  Werthsysteme  der  x,  für 
welche  drei  Lösungen  de.s  Problems  zusammenfallen. 

Ersetzt  man  die  Gleichung 


, d£l 
dl 


— Sl 


dA 

dl 


= 0 


durch  die  beiden  Gleichungen 

8)  A + mSl  = 0,  + m =0  (p  = 1 gesetzt), 


so  hat  jene  zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn  die.se-  noch  bestehen, 
während  man  von  A und  m zu  A + dA  und  m + dm  übergeht. 
Riess  giebt  die  Bedingungen 


Sl . dm  = 0 , 


+ 


m 


d^\ 

</A*  / 


dA  + 


dSl 

~dl 


dm  — 0, 


und  man  erhält  daraus  entweder 


d.  b. 
oder 


^ = 0,  ß = 0., 

F = 0, 
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9) 


_ d /}  dSl 

J + mSl  = 0,  ^ = 0, 

dk  dk 

. (PSI  „ , . ^ 


Sollen  drei  Wurzeln  gleich  werden,  so  kann  man  in  dem 
vorigen  System  der  Bedingungen  wieder  k und  m durch 
k + dk,  m + dm 

ersetzen  und  erhält 
dSl 


dk 

f<PJ 


dkdm  SliPm 
d-^si\ 


= 0 

\dP 


d‘‘£l 


J , d'^Sl\ 

dip  + -w) 

dU 


+ m j d'k  + 2 dmdk  — d*m  ==  0, 


dk'^  ' dk 

so  dass  es  zwei  Klassen  von  Werthsystcmeii  giebt,  denen  drei 
gleiche  Wurzeln  k enisprecheu.  Die  erste  genügt  den  ersten  Be- 
dingungen beider  (iruppen  durch 

Sl  = 0,  dm  = 0, 

die  andere  durch 

dm  = 0,  (Pm  = 0; 

jene  liefert  ferner 

rfj  . dSl 


Sl 


0,  ^ = 0. 


10) 


dk  + = 


tPJ  , d^Sl 

^ di* 


0: 


für  sic  verschwinden  also  gleichzeitig  F und  G und  sie  stellen 
somit  den  unvollständigen  Schnitt  des  Polarictraeders  mit  der 
F’läche  G = 0 dar. 

Die  zugehörigen  Werthsysteme  der  .r  besitzen  'eine  merk- 
würdige allgetneiiie  Eigenschaft.  Setzen  wir 

df  = da-,  ■+■  d.Tj  + ...  + -j-  dx„. 
dxj  dx.^  d.r„ 

so  folgt  aus  den  Cileichungen  5)  das  Paar 

Sldm  -|-  mdSl  = 0, 


11) 


VdiP 


+ m 


(PSI 


(ISl 


\ dk  -p  dkdm  -p  mä"""  dk  = 0, 
dk  dk  ' 


(m  } 

und  hier  reduciert  sich  die  zweite  Eleichuiig  auf 
dSl  • , , dß 

dk  ^ = 0’ 

wenn  man  sich  so  fortbewegt,  dass  die  x stets  der  Bleichling 
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^ <ISl  tISl  , ^ 

Sl  . 6 — . d.<2  = 0. 

üA  tu 


l>ie  Tangüiitencliciic  der  Flache  0 = 0 ist  daher  durch  die 
Formel 


12) 


Sl  . 2 Xi' 


tPH 
dk  dx; 


dSl 

d\ 


2X! 


dSl 

dxi 


0 


dargestelll.  Diese  Gleichung  wie  die  vorige  wird  aber  für  gewisse 
Sysleiiie  der  x,  welche  den  Gleichuiigeu  /'  = Ü,  G = 0 zu- 
gleich geiiügeu,  illusorisch,  da  für  sie  Sl  zu  einem  vollsläiidigeu 
Quadrat  wird,  und  daher  äSl  mit  Sl  zugleich  verschwindet. 

Gehen  wir  daher  in  ] 1)  zu  unendlich  kleinen  (irössen  höherer 
Oi'dnung  über,  so  erhalten  wir  mit  lliuweglassung  der  verschwin- 
denden Glieder  Sl,  äSl 


dSl 

diT 


dmdk  md 


. dk  + mäSSl  = (», 


welches  nach  der  zweiten  Gleichung  der  Gi'U|i|m;  11)  anf 

<5d.Ci  = 0 

reducicrt  wird.  Und  iliess  ist  für 


wie  es  in  diesen  Punkten  ist,  wenn  man  statt  dx  die  Veränder- 
liche .y'  setzt, 


(ß, -V,'  -H  «2-iV  + • • + = 0. 

oder  für  einen  Theil  der  Werthsysleme , welche  zugleich  F = 0, 
0 = 0 erfüllen,  fallen  beide  Gleichungen  bis  auf  Grössen  zwei- 
ter Ordnung  zusammen;  und  ITu'  « = 4:  Die  Sc.|inittcurv«!n 
d e r F lache  0 = ()  mit  d e in  1' o I a r t e l r a e il e r st n d z u in 
Theil  ebene  II  ü ck k e h rc urv en  Sl  der  Flächen,  deren 
Ta  nge  n t c II  c he  ne  n die  Flächen  des  Tetraeders  seihst 
sind. 

Die  zweite  Griipite 

ihn  = 0,  ft’in  = 0 

liefert  ferner 


z/  -|-  mSl  = 0 , 


i:i) 


dJ  , dSl 

in  + dk 


0, 


d‘‘J 

~dk- 


d’Sl 

dk- 


+ = -na  +”'-;n 


d'  A 
~dk}' 


iPSl 

Tip 


= 0. 


Sttlinon,  Anal.  Cieom.  ü»  Haumt.’»  II. 


24 
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was  sicli  kurz  dailurcli  ersetzen  l.ässi,  das#  Itei  passender  Besliin- 
niun^'  vun  m die  Glcicliiing 

jd  + m£l  = i) 
vier  gleiclie  Wurzeln  besitze. 

Pie  analoge  Uulcrsurliung  der  Wcrllisysteme  von  a^  für 
welche  vier  Lösungen  des  Problems  zusamnnmfallen,  führt  zu 
der  Einsicht,  dass  diess  für  m = 4 nur  möglich  ist  in  den  Schnitt- 
punkten der  Curven  des  vorher  besprochenen  Systems  mit  denen 
des  so  eben  aufgestcllten.  (Vergl.  Artikel  260.) 

263.  Pie  Werthsysleme  der  x,  für  welche  zwei  Wurzclpaare 
der  gegebenen  Gleielumg  zusammenfallen,  sondern  sich  in  drei 
Klassen,  je  nachdem  für  beide  Wurzelpaare  F,  oder  für  beide  C, 
oder  für  das  eine  F und  für  das  andere  G verschwindet. 

Per  ersten  Klasse  entspricht  der  Satz:  Für  die  Punkte 
der  Kanten  des  Polartetraeders  fallen  zweimal  zwei 
Lösungen  des  Problems  zusammen. 

Für  die  zweite  Klasse  sind  die  Gleichungen  9)  im  Artikel  262 
auf  doppelte  Weise  erfüllbar  und  mau  kann  für  beide  Werllie 
von  X dann  die  Gleichung  11)  bilden,  d.  h.  man  erh.alt  zwei  Tan- 
gentenehenen,  die  betreffenden  Punkte  bilden  eine  Dop- 
pelcurve  von  G = 0- 

Pie  zweite  Ueterminanlenforni  von  G im  .\rtikel  260  setzt 
als  drille  der  Gleichungen 

A 2 m -J-  //j  m-  = 0 
voraus,  diese  muss  somit  in  der  ciihischen  Gleichung 
B -F  '^B^m  -f-  3 B^m’  B^m^  = 0 

als  ein  Factor  enthalten  sein,  d.  h.  man  hat  für  ilen  andern  Factor 

il>  + 

die  liedingungen 

B = pA,  3By  = 'lpA^  + tjA, 

3 Bit  — "F  2i^/A^ , fjA^t 

lind  kommt  damit  durch  Elimiuatioii  der  p,  q zu  den  Gleichungen 

jP  = /;  - AA.^)  - BB^AA^  -F  3B.^Ä^  = 0, 

\0  = 2BA,Aj  — 3 B^A Ai,  -F  Bi^A-  — 0. 

Sie  sind  Gleichungen  von  Flächen  vierter  und 
sechster  Ordnung,  deren  Purchschniltslinie  die  l)op- 
pelcurve  P vier  und  zwanzigsten  Grades  von  G 0 ist. 
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Mail  kann  in  Folge  dessen  G darslelleii  wie  folg« 

Ä‘  . G = A.,P-  — 2.-/,/’ö  + AQ-. 

Aller  diese  Fiirve  /'=(),  Q = ()  hat  noeli  eine  andere 
Eigenschaft,  welche  wir  hcnierkeii  wollen.  Es  ist 

Ä^G  = [AQ  - A^P'f  + {AA^  — A-‘]  P\ 

d.  h.  die  Ciirve  P = 0,  Q = 0 liegt  mit  der  Ciirve  D'. 
in  welcher  die  Fläche  AA,  — A^^  = 0 (Artikel  2G1)  die 
f 1 <ä c h c G = (f  her ii li r t , ' a ii f d er  nämliche n Fläche 
sechster  Ordnung  AQ  — A^P  = 0. 

Die  dritte  Klasse  von  Systemen,  für  welche  zwei  Wiirzel- 
jiaare  zusammenfallen,  bildet  mit  den  aus  der  (iriippe  i(),  Arti- 
kel 262  erhaltenen  Systemen  ziisainmen  den  vollständigen 
Schnitt  des  I'olarletraeders  mit  G = 0.  Derselbe  zerfällt 
in  vier  l'aar  ebener  Curveii,  von  denen  je  eine  eine  Jlnckkcbr- 
ciirve  der  Fläche  ist.  Für  die  zweite  (Iriippc  jener  Ciirven  liefert 
die  erwäbiite  Gruppe  10,  Artikel  262,  ausser  A = 0.  Sl  = 0 
noch 

tlA  d-Sl  _ (PA  ÜSI  _ 

(li.  dk'^  (Ik-  dk 


Für  1 als  eine  Wurzel  von  A — 0,  also  Sl  = erhält 
man  ausser  t/  — 0.  d.  i.  der  Gleichung  einer  Fläche  des  Dolar- 
tetracders  noch  in  dieser  letzten  Gleichung  die  Gleichung  einer 
Fläche  zweiten  Grades  und  die  vier  Itückkehrciirven  Ä sind 
also  Kegelschnitte. 

261.  Die  anderen  Cnrven  erhält  man , indem  man  die  Gleich- 
ungen 


15)  A + mSi  — 0, 


dA  dSl 


(PA  . ,PSl 
^ dk‘ 


0, 


ans  welchen  G hervorgiiig,  mit 

A'  = 0,  Sl'  = 0, 

in  denen  k',  verschieden  von  k,  an  Stelle  von  1 gesetzt  gedacht 
ist.  Setzt  man 


A—  A" 


k—k" 
so  gieht  die  vorige  Gruppe 


fl 


Sl  — Sl' 


k — k' 


— — dj  da  (PJ  . tPa 

J + ,na  = 0,  -f  «I  = 0.  -i- «.  = 0. 

24* 


I 
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1>HS  Itcsullat  iler  Kliminalioii  ist  citip  Fläche  sechster  Onl- 
ming,  «eiche  von  der  Eheiie  i;  --  0 in  der  fraglichen  C.urve 
geschnitten  wird. 

Die  vier  Cnrven  sechster  Ordnung  S,  für  deren  Punkte  .so 
zweimal  zwei  Lösungen  il  zusanuuenfallen , stehen  mit  den  Kück- 
kehrcurven  in  einfacher  Verhindung;  jede  von  ihnen  schneidet 
die  drei  Kegelschnitte,  welche  nicht  in  ihrer  Fhene  liegen,  in  je 
zwei  Punkten,  in  denen  nämlich,  in  welchen  die  (Gleichungen 
/f  = 0,  ß'  = 0,  = 0,  Sl  = 0, 

16)  il^  dSl  d 'J  

^ ~dW  ~ ~dX  liJ  ~~  ‘ 

gleichzeitig  bestehen.  Sie  liegen  wegen  Sl'  = 0,  ß = 0 in 
den  kanten  des  Polartetraeders  und  somit  hat  jede  der  (Kur- 
ven sechster  Ürdnun  g^  sechs  Itückkehr|iunkte,  deren 
Tangenten  drei  Kanten  des  Polartctracders  sind  und 
welche  zu  zweimal  zwei  auf  deu  sechs  Kegelschnitten 
liegen.  Die  Durchschnittsp  n nktc  derselben  Lurven 
mit  der  Poppelcurve  P = 0,  Q ~ 0 liefern  für  jede 
von  ihnen  vier  Doppelpunkte. 

Ebenso  gehören  zum  Schnitt  einer  Fläche  des  Polartetraeders 
mit  der  Doppelcurve  die  zwölf  Punkte,  in  denen  die  betrcllende 
Ciirve  sechster  Ordnung  den  entsprechenden  Kegelschnitt  schnei- 
det. Denn  für  sie  bestehen  die  Gleichungen  15)  für  zwei  Werlh- 
sj'stcme  1,  m und  die  Gleichungen  J = 0,  Sl  = 0,  in  denen 
1 einen  der  beiden  gedachten  Werihe  seihst  annimmt,  d.  h.  die 
Dediugungen  der  Doppelcurve,  sind  zugleich  erfüllt.  Andere  Schnitt- 
ininkte  der  Doppelcurve  mit  dem  Polartetraeder  existieren  nicht, 
und  in  der  That  zeigt  die  nähere  Untersuchung,  dass  jede  tler 
vier  Cnrven  sechster  Ordnung  S den>ihr  entsprechen- 
den Kegelschnitt  B in  vier  verschiedenen  Punkten  T 
berührt,  in  denen  beide  auch  von  der  Doppelcurve.  be- 
rührt werden. 

Diese  Berührungspunkte  zählen  doppelt;  die  übrigen  vier 
Schnittpunkte  P des  Kegelschnitts  mit  der  Curve  sechster  Ord- 
nung sind  Itückkehrpimkte  der  Dop|ielcur\e  und  daher  dreifach 
zu  zählen , so  dass  die  richtige  Zahl  21  = 4 I . 2 -f-  4 . 3 er- 
hallen wird. 

Die  Doppelcurve  wird  von  jeder  Seitenfläche  des 
Polar letra  ed  ers  i ii  vie  r Pu  iik  t e n berührt;  sic  ha  l ii  he  i-  - 
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(Mess  sceliszelui  Uückkeli  i iuiiiktfi,  deren  ininier  vier 
in  einer  Fl  ."»che  des  l’o  1 a rt  el  racders  liegen,  mit  die- 
ser Fläche  als  gemeinsamer  Tangenlenehene.*) 

265.  Fs  giehl  ausser  den  Hückkehrenrvcn  noch  amho'e,  für 
deieii  Punkte  drei  Winzeln  l znsammeiirallen.  Sie  sind  durch 
die  (ileichnngcn  13)  des  Artikel  262  hestimnit,  oder  für  sie  wird 
/I  mSl  = {/)  -f-  fjiy. 

Sind  X',  ....  X""  die  Wurzeln  von  z/  = 0 und  »/*,  »/'"* 

die  enlsi»reehenden  Werihe  von  ii,  so  hat  man  diiiTh  Sniistilntion 

17)  ym  — [p  -f-  qX'y »/"'  }/m  = {p  -I-  qr'y 

lind  die  Fliniination  von  p-,  2pq,  ans  diesen  vier  Gleichungen 
gieht 


>/’  . 

1, 

y , 

1 

rt 

ri  . 

1, 

, 

= 0; 

»/"  . 

1, 

X'". 

A'"-* 

rtrr 
>1  . 

1, 

j rrtt 
^ 1 

r"» 

# 

sie  re|)räsenliert  für  alle  Vorzeielienwechsel  der  »/  aeJit  verschie- 
dene Khenen,  in  welchen  die  fraglichen  l'nnkte  Giirven  bilden. 
Man  bildet  aber  ans  denselben  Gh'ichimgen  auch 


1, 

1 , 

1 , 

wo  i,  k,  h irgend  drei  verschiedene  der  Indices  ",  ""  he- 

zeielinen;  d.  h. 

_ ;^l0j2  ^ 0. 

Das  ist  die  Gleiehnng  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  von  der 
Spitze  (V^  = 0,  »/*’  = 0,  = 0)  in  einer  Ecke  des  Polar- 

•)  Man  vergleiche  (He  im  Hand  I,  Artikel  209  entwickelten  Be- 
ziehungen der  Flüche  der  Hnuptkrümmungscciitra  zu  den  llau|itehcncn 
und  der  unendlich  entfernten  Kbene.  Betreffs  der  Bcalität  fügen  wir 
hinzu:  Von  einem  Punkte  lassen  sich  an  ein  Ellipsoid  sechs,  vier  oder 
zwei  Normalen  ziehen,  je  nachdem  er  innerhalb  beider  Thcile  der 
Flüche  der  Krümmungscentra  oder  innerhalb  des  einen  nnd  ausserhalb 
des  andern,  oder  ausserhalb  beider  gelegen  ist. 
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telraL-ilers , welclier  tlurcli  alle  Punkte  jener  Art  jielit,  die  in 
zweien  der  obigen  aclil  Ebenen  liegen,  näinlicb  in  denen,  welche 
durch  das  Vorzeichen  des  vierten  tj  unterschieden  sind.  Es  exi- 
stieren also  ausser  den  II  ückkehrcurven  auf  der  Fläche 
G = 0 noch  acht  Kegelschnitte  C,  für  deren  Punkte 
drei  Wurzeln  A znsainnienrallen.  Von  ihren  acht  Ebe- 
nen schneiden  sieb  viermal  zwei  in  jeder  Fläche  des 
Tetraeders,  und  die  in  zwei  solchen  Flächen  enthal- 
tenen Kegelschnitte  liegen  auf  einem  Kegel  zweiter 
Ordnung,  dessen  Spitze  die  gegenüberliegende  Ecke 
des  Tetraeders  ist,  so  dass  von  jeder  Ecke  des  Te- 
traeders vier  Kegel  ausgehen  und  jeder  Kegelschnitt 
in  vier  Kegeln  enthalten  ist,  deren  Spitzen  die  vier 
Ecken  des  Tetraeders  sind. 

Die  gegenseitige  Abhängigkeit  solcher  Ebenen  kann  man  so 
darstellen;  Ist  A'  eine  derselben  und  sind  E^,  E^,  E^  die 
(•eraden,  die  sie  mit  den  Flächen  des  Tetraeders  bestimmt,  so 
bestimmt  jede  von  ihnen  mit  der  Gegenccke  des  Tetraeders  eine 
Ebene  und  man  sucht  zu  den  drei  so  durch  diese  Gerade  gehen- 
den Ebenen  ilie  vierte  harmonische  Ebene,  was  vier  Ebenen  er- 
giebt;  indem  man  dann  die  Schnitt|umktc  der  ersten  Ebene  A' 
mit  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  durch  eine  Gerade  verbin- 
det, durch  diese  und  je  eine  der  besagten  Kanten  zwei  Ebenen 
legt , um  dann  zu  diesen  drei  Gruppen  von  drei  Ebenen  eines 
Düschels  die  vierten  harmonischen  Ebenen  zu  suchen,  so  sind 
diese  die  drei  letzten  Ebenen  des  Systems. 

2(i6.  Diese  acht  Ebenen  enthalten  zugleich  fernere  Punkte, 
für  welche  das  Ih'obleni  algebraisch  lösbar  ist.  Denn  ihre  Gleichung 
ist  die  Dedingung,  unter  der 


J -(-  mü  = 0 

zwei  Paar  gleiche  Wurzeln  besitzt,  d.  h. 

18)  m Sl  = [p  -F  2?A  -|- 

ist.  Da  aber  jede  Doppelwiirzel  dieser  Gleichung  eine.  Wurzel  von 


ilSl 


“ -,ä  = " 


ist,  so  hat  man  zwei  Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche  demsel- 
ben m entsprechen,  ohne  da.ss  die  entsprechenden  A einander 
gleich  sind. 
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Itetraclilcn  «ir  feiner  zwei  iler  aclil  lübciien,  die  sicli  in 
einer  Ebene  sebneiden;  da  die  auf  ilinen  liegenden  KegelscliniUc 
einem  Kegel  angebören,  so  sebneiden  sich  beide  Kcgciscbniltc 
in  zwei  Ibmktcn  der  Ebene  •>}.  Wenn  man  aber  ihre  Coordinalen 
aus  den  Gleicbungen  17)  bestimmt,  indem  man  das  rj  verscliwin- 
ilen  lässt,  durch  dessen  Vorzeichen  jene  Ebenen  sich  unterschei- 
den, so  ergeben  sich  aus  ihnen  für  die  übrigen  >/  eindeutige  Ver- 
hältnisse: V'on  den  acht  Kegelschnitten  berühren  sich 
v iermal  zwei  in  jeder  Tetraederseite,  so  dass  jeder 
Kegelschnitt  sämmlliche  Flächen  berührt.  Die  so  auf 
jeder  Tetraederseite  entstehenden  vier  Berührungspunkte  sind  die- 
selben I'uukle  T,  in  denen  die  entsprechende  Curve  sechster  Ord- 
nung den  in  derselben  Ebene  liegenden  Bückkehrkcgelschnitt  be- 
rührt. 


Es  giebt  sechslichn  Punkte,  für  welche  vier  Lö- 
sungen des  Problems  zusammen  fallen;  von  ihnen  lie- 
gen je  vier  in  jeder  Tetraederseite,  und  sie  sind  die 
Berührungsjuinkte  jedes  Ilückkebrkegelschnitts  mit 
der  betreffenden  F.urve  sechster  Ordnung. 

Wenn  man  die  Ilichtung  des  Elements  in  dem  betreffenden 
I'iinkle  nntersucht,  so  findet  man  für  die  Bückkchrcurven  aus 
dem  System  10)  des  .\rtikel  202  die  Bedingungen 


dSl  = 0, 


iISl  __  d-Sl  _ 

dk  (W  ^ dk  ~~ 


und  für  die  Kegelschnitte  aus  dem  System  13)  an  demselben  Orte 


dil  -}-  Sldm  = 0,  ä 

, (PSI  . d'si 

^ Tk^  + ^ 


dSl  dSl 

Tk  + 7/1 


d.  i.  für  = 0 dieselben  Gleichungen,  die  den  Punkten  selbst 
enisprcchen. 

Also : Die  vier  (i c r a d e n l,  in  denen  sich  auf  einer 
T c t r a c d e r s e i t e immer  z w e i d c r a c h t E b e n e n jp  schnei- 


den, und  immer  zwei  der  acht  Kegelschnitte  C berüh- 
ren, sind  Tangenten  der  Rückkehrcurve  R in  den  Be- 
rührungspunkten derselben  mit  der  betreffenden 
Gurve  sechster  Ordnung  S und  mit  der  Doppelcurve. 
Sie  bilden  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  die  drei  entsprechen- 
den Kanten  des  Tetraeders  sind. 
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267.  Hie  INinktt*,  in  «elrlieii  droimal  zwei  Wurzeln  der  «e- 
gebeiieii  Gleieliuiig  zusammenfallen,  liegen  entweder  auf  G = 0 
oder  auf  dem  Polarlelraeder.  Sollen  sie  nur  auf  der  ersten  Fläelie 
liegen,  so  muss  anrii  die  Gleirlning  in  m drei  Paare  gleirlier 
Wurzeln  zidassen  und  da  solelie  giciclie  Wurzeln  für  Punkte  von 
G = 0 nhcriianpt  ans  der  Coexistenz  der  rileielningen 
A + 2A^m  + A-^m-  = 0, 

B + 3i?,m  + 3ß.2»i*  + B^m^  = 0 
liervorgelien , so  kann  diess  dreifach  mir  gesriielien  für  das  gleich- 
zeitige Verschwinden  aller  Cocflicienten  in  der  ersten  von  ihnen, 
d.  h.  es  ist  ini  Allgenieinen  nicht  möglich,  da  A conslant  ist.*) 
Solche  Punkte  liegen  also  nur  auf  dem  Pidartelraeder  und  zwar 
entweder  in  seinen  Keken,  für  die  drei  Wurzeln  von  zf  = 0 
Doppelwurzeln  der  Gleichung  sechsten  Grades  sind;  oder  in  den 
Schnittpunkten  seiner  Kanten  mit  G = 0 oder  denen  seiner  Fläche 
mit  der  Doppclcnrve.  Unter  den  Letzteren  zählen  die  Punkte 
nicht,  in  denen  sie  die  Flächen  des  Tetraeders  herührt,  denn 
sie  gehen  vier  zusammenfallende  I,ösungen,  und  diejenigen  nicht, 
in  denen  die  riückkehrcnrven  von  den  entsprechenden  Gurven 
sechster  Ordnung  geschnitten  werden  — ihnen  entsprechen  eine 
do]ipclte  lind  eine  dreifache  Wurzel.  Also:  Ls  gieht  zwanzig 
Punkte,  für  die  dreimal  zwei  Lösungen  des  Prohlcins 
zusammenfallen;  sic  sind  die  vier  Keken  des  Tetrae- 
ders lind  sechszehn  Punkte,  die  zu  vier  auf  seinen 
Flächen  liegen  und  die  Do|)pelpiinklc  der  Gnrven 
sechster  Ordnung  sind. 

Die  l'nnkte  der  Fläche  G ==  0 in  den  Tetraedei'kanten  sind 
je  vier  dreipiinktige  Ilerühriings|ninkte  und  ihnen  entsprechen 

*)  Ist  ,4  = 0,  so  bestimmen  ilio  vier 'Wiirzeln  der  Gleiebniip  = 0 
ein  nopjH'lverliältniss,  dessen  Wcrtli  eine  iiimginiirc  Cubikwnrzel  au» 
— 1 ist,  oder  eine  Keihe,  deren  fundainentHle  DoppelvcrUHltuisse  ein- 
ander gloicti  sind.  Hann  wird  > 

n = B.4t^  — 6 -I-  = 0; 

die  Flüche  O hat  also  eine  drcifaclie  Curve  im  Durchschnitt  der  Flü- 
chen  zweiter  und  vierter  Ordnung  A,  = 0,  ,4.i  = 0.  ln  diesem  Falle 
hat  jede  der  vier  Curven  Zf,  ilirc  vier  Doppelpunkte  im  Durchschnitt 
des  cntsiirechendcn  Kegelschnitts  C mit  einem  anderen  Kegelschnitt 
und  diese  zwei  Kegelschnitte  berühren  in  ihnen  die  zugehörigen  Tan- 
genten von  .S'. 
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nadi  den  Cleicluiiigeii  Hl),  die  sie  re|iiäse.nlieren,  eine  Wurzel 
von  J = 0 als  Ho|i|>eHMirzel  und  eine  and(‘re  als  dieifat'lie 
Wurzel. 

2(iS-  Punkte  dieser  Art  — mit  einer  dn|i|ielten  und  einer 
dreil'arlien  Wurzel  — bilden  die  letzte  Klasse  von  besondern  Lö- 
sungen des  Problems.  Sie  liegen  einerseiLs  notbwendig  auf  den 
ltnekkebrcurven  oder  auf  einem  der  acht  Kegelsebniltc,  anderer- 
seits auf  der  Do|ipelcurve  oder  anl'  den  Cnrven  seebster  Ordnung 
oder  auf  den  Tetraederkanten.  Von  den  so  bezeicbneten  Punkten 
geboren  die  wirklicb  bierber,  in  denen  die  Itnekkelireurveu,  die  C.nr- 
ven  seebster  Ordnung,  die  Kegelscbnittc  und  die  Dopiieleurve  sieb 
bernbren,  so  wie  die  sonstigen  Srhuilt|iunkle  der  letztem  mit 
den  aebt  Kegelsebnitten , wekbe  in  den  l'erneren  Srbnitteurven 
der  aebt  Lbenen  mit  der  Kläebe  G — 0 liegeti  mn.ssen. 

In  fidgender  Weise  lassen  sieb  diese  \'erbällnisse  anfbellen. 

Hie  (lleiebnng  18)  des  Artikel  200  liefert  dureb  Kinffdirnng 
der  verscbiedenen  /eieben  der  Wurzeln  für  die  Klienen  die  (Iruppe 
der  vier  Gleicbimgen 

ij'  j/m  = p + 2fjk’  + ri.'^  , , 

= />  -f  2?r"  + rk""\ 

Narb  ibnen  kann  man  p,  q,  r als  Coordinaten  eines  Punk- 
tes in  einer  der  aebt  Ebenen  anseben,  bezogen  auf  ein  in  ihr 
liegendes  CoordinaU'nsystem.  Wir  nntersueben  den  Sebnitl  einer 
solchen  Ebene  mit  der  l'läcbe  G = 0.  Wiril  {p  -)-  2yA  -f  rA-)'' 
eiti  Itiipiadral,  so  erhält  man  den  betreuenden  Ki'gelsebnitt.  des- 
sen Gleiebnng  also 

pr  — c/  = 0 = /> 

ist;  er  wird  von  //  = 0,  q = 0 in  den  Punkten  von  r — II 
berührt.  Die  Identität 

{p  4-  2qk  + iT-)  {p  + 2qn  + rp-)  — .1;,  (A  -f  „)  -j. 

= il”'  — ?’)  — ft)' 

zeigt,  dass  er  aiirli  von  den  vier  Geraden  seiner  Ebene  in  ilen 
Tetraederseiten  berührt  wird,  wie  sebon  naebgewiesen  ist. 

Heil  Sebiiitt  der  betrat  bteteii  Ebene  mit  G ■=  0 findet  man 
im  Allgciueineii  diireli  die  l■■orderung,  dass  für  einen  gewissen 
Wertb  von  m die  Gleicinmg 

J -)-  m' Sl  ~ 0 
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ilrei  gleidie  Wurzeln  habe.  Diess  geht,  weil  Tür  die  hetrachlele 
Kheiic 

d + mSl  = {p  + 2fji.  + /'A')* 
identisch  ist,  in 

d + :]K  {p  + 2?A  + = 0 

über,  für  3x  — — — — und  für  die  (ileiehlicil  dreier  Wurzeln 
m — m 

in  dieser  Gleichung  müssen  ihre  beiden  Invarianten  verschwin- 
den; d.  h.  es  sind 

I = (h  -f  3 X/)*)  (6""  -1-  3 xr^)  — 1 (//  -t-  3 xpq)  (//"  -f-  3 xqr) 

+ 3 {(>’  + X {pr  + = 0, 

I)  -l-3xp-  . b’  +[]xpt/  , b"  + x{pr-\-2fp) 

j = ,b’  -\-‘ixpq  . b"  -{■  x{pi  ->[- 2 <f),  b'"  -\-^^y.qr  =0 

b" -{■  y.{pr -\-2xq)‘^,  b"'-{-xqr  , b""-\~‘Axr’ 

die  belrelTeinhm  Hedingungeu. 

2G9.  Für 

A = hir—  \h'b’"  -f.  36"»  = A, 

2 A|  = 3 f 6r'*’  — Ab'i^r  + 2b"  {pr  -f-  2q'}  — \b"'pq  -f  b"'j>'‘j  = 3,1/, 

Aj  12  {pr-qf  = 121)\ 

B = bb"b""  + 2b'b"ir  — bin  - b""m  — //'•'  = B, 

1 b , b'  , b"  , p 

3B|  = — 3 j^,/  -F  ipr  — q-)A  =z=  — 3 « -j-  AB, 

j />  . q . r , 0 

3B,  = 3/M/,  = 

erhrdt  inan 

, I =r . 1 -f  3 3/x  + 1 2 /tV.»  = 0 , 

^ [J  = B + [AB—‘,\  0)  X -f-  3 BMx'  !)  //'x'  = 0. 

Iturch  Eliniinaliou  von  x zwischen  heiden  entspringt  die 
Gleichung  des  Schnittes  in  der  Fonn 

A‘‘B  — 3 -'/0  — 3 BM,  3 ABM  — \ 2 BB-,  <)  B 'A  I 

/'».j  4B  . AB  — 120  , 3i>9/  = 0. 

I A , 3.V  . 12/>-'| 

Bildet  inan  erst  die  quadratische  Gleichung 
■IJ  — -ABi  = d ß + [AB  — 12  0)  X + 3ß.Vx»  = 0, 
so  findet  man  durch  Gombiualiou  mit  i = 0 für  den  zweiten 
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Factor  die  Form 

{)  = D . >^A{nnM  —A‘D  + 12Aß)  (1.///-  — 4S/'«— 3. '»/■■') 

— - A.V)'}. 

so  dass 

(t  — ,ii> 

die  vollsläiidiye  Gleicliiin^'  des  Schnittes  ist  für 

i;;=0  = 4 (12W/— + 12^0)  X 
{4.4jyi—  4SZ)0  — 39/2)  _ D (ißßi)  — ,49/)2. 

Also:  Jede  der  aclit  Ebenen  l)crülirt  die  Fläche 
// = 0 längs  des  in  ihr  liegenden  Kegelschnitts  6’ und 
diese  IJerühriing  ist  von  der  zweiten  Ordnung. 

Die  Einführung  von  />  = 0 in  ig  = 0 gieht 

0 = 9/2  {ßM  + A&;, 

d.  h.  die  Ciirve  sechster  Ordnung  S',  welche  mit  jedem 
Kegelschnitt  C in  einer  Ebene  liegt,  berührt  densel- 
ben in  vier  I’unklcn  und  schneidet  ihn  in  vier  andern 
P'.  Jene  liegen  auf  9/ = 0 und  sind  die  vier  Punkte,  in  denen 
auch  das  Tetraeiler  berührt  wird.  Die  letzteren  abei-  geben  den 
Satz : Es  g i c b t zwei  und  siebzig  Punkte,  für  welche 
einmal  zwei  und  einmal  drei  Wurzeln  des  Problems 
Zusammenfällen;  es  sind  die  vier  und  zwanzig  1* unkte, 
in  denen  dieCurven  sechster  Ordnung  in  denTctrae- 
dcrfläcbe n von  den  Kanten  derselben  berührt  w erden, 
die  sechszehn  Punkte,  in  denen  jene  Eurven  sich  mit 
ilen  entsprechenden  Rückkehrkcgelschnilten  schnei- 
den, und  die  zwei  und  dreissig  Punkte,  in  denen  die 
acht  Berührungskegelschnilte  von  den  in  ihren  Ebenen 
liegenden  (hirven  geschnitten  werden. 

Itie  Gleichung  ip  = 0 lässt  die  vier  Dopiieljuinkte  Q' 
leicht  hestimmen,  welche  diese  (iiirven  sechster  Ordnung  besitzen. 
Denn  die  i|uadralischen  Gleichungen 

,•  = 0,  4j  — 3Di  = 0, 

aus  denen  sie  entsprangen,  geben  zwei  gemeinsame  Wurzeln  für 
4ß  : A = (AD  — Vie]  : 39/  = 9/  : 4/>, 

oder 

IQRD  — AjV  = 0,  A-D  — 12./0  - 129//?  = 0, 

4 AD-  ~4SdD  — 3 9/2  _ Q. 

dann  lehrt  die  Vergleichung  der  Form  = 0,  dass  die  Doppel- 
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16/7/)  _ am  = 0,  A'-n  — i2».i  — vi  vn  = o 
sind.  Sie  vervollsirindiä;cn  das  l’iinklsvslein , in  dein  jede  der 
aclil  Kbeneii  die  Doiipelciirvc  liill'l,  auf  21,  «enn  man  die  Ite- 
rülirnngs[)mikU'  mit  den  Hiiekkelimirveii  dreifaeli  zälill. 

EmUicIi  sei  liemerkl: 

Die  Enrvc  D'  des  .\rlikcl  203  bcnilirl  die  (Geraden  t in  den 
1‘miklen  T,  gelil  dnreli  die  Punkte  Q,  Q',  und  berührt  die  Ebe- 
nen E in  der  zweiten  Ordnung  in  den  Punkten  P';  in  den  l'imk- 
ten  P bat  sie  ilire  Itnrkkcln'|mnkte  mul  berührt  die  Tetraeder- 
seiten. 

270.  Die  seclis  Geraden,  wclelie  von  dem  Punkte  x 
nacli  den  sechs  Punkten  .V,  den  I>üsnngen.  des  Pro- 
blems, gezogen  werden,  liegen  immei-  in  einem  Kegel 
zw  citer  Ordnung.*) 

Da  für  die  Punkte  x die  Gleicinnigen 

XUi  + ftFj  = Vi 


staltlinden,  si;  genügen  sie  der  Dcdingimg 


A'  = 


u,. 

u,. 

«1. 

‘’i 

Ui. 

IC.. 

0; 

Ui. 

Un. 

»3, 

"s 

Ul. 

u,. 

"4* 

"4 

zweimal 

zwei 

Iteiben 

dieser 

da  aber  für  .V  = .c  zweimal  zwei  Iteiben  dieser  Deteiininante 
identisch  werilen,  .so  verschwindet  nicht  um-  A’  selbst,  sondern 
auch  seine  Diirerentiali|notientcn  sind  .Null,  und  die  sechs  Punkte 
A’  liegen  also  auf  einem  Kegel  z w e i ten  G rad es,  dessen 
Spitze  in  x liegt. 

Derselbe  Kegel  gebt  durch  die  Ecken  des  Polar- 
tetraeders. Denn  wenn  A'  in  eine  solche  Erke  rückt,  so  wird 


i.U,-  -f-  fl  Fi  = 0, 

für  — als  eine  Wurzel  von  J = 0.  Es  werden  also  zwei  Iteiben 
H' 

^ou  A'  proportional  und  A'  mit  Null  identisch. 

Itückt  X auf  einer  Geraden  nach  einer  Ecke  dos 
Tetraeders  fort,  so  schneiden  die  entsprechenden 
Kegel  die  gegenüberliegende  Seile  des  Tetraeders  in 


*)  Vergl,  li.iml  1,  Artikel  135. 
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demselben  kcgclsclinilt  uihI  eine  gewisse  durch  jene 
Ecke  gehende  Ebene  ist  genicins.Tine  Tangcnlencbcne 
derselben. 

Denn  bezcicbnel  x eine  Tetraedercrke,  so  bat  inan,  um  aus 
A'  das  System  solcher  Kegel  zu  finden,  nur  x durch  a:  pö;  zu 

ersetzen:  dadurch  geht  A'  = 0 in  die  Form 
0 = 2:+  Ui  rj«3Pj  + e ± Ui  FjKjFj  + £ ± Ui 
+ 2:  ± F,  Fj  «3?, 

über,  wo  das  letzte  Glied  nach  den  die  Telraederecke  definieren- 
den Gleichungen 

ITii  -f-  fil<i  = 0 

verschwindet.  Daher  scbiieiden  sich  säiiimtlichc  Kegel  in  der 
Schnittcurve  der  Flächen,  welche  durch  das  Verschwinden  des 
ersten  Gliedes  und  des  Coerficienteii  von  q dargeslelll  werden, 
itelrachtct  man  ferner  die  uiieiilwickelte  Form  von  A'  nach  der 
Substitution 

0 = 2"  + F,  Fj  («3  + qTi^)  (1-3  -f  e T’4), 
niullijdicierl  die  einzelnen  Iteihen  der  Determinante  mit  Xi  iinil 
addiert,  so  entsteht  die  Iteihe 

ZViXi,  ZViXi,  ZuiXi  + QZitiXi,  Zvixi  gZHiXi 
oder  2»,  A’,,  2«,  (x,  + (lä-,)  , 2?,- (.r,- -f  päv). 

In  der  Tctraederfläche,  welche  x gegenüber  liegt  als  der 
Polare  dieses  Punktes  für  11  und  v,  verschwinden  die  hi'ideii  er- 
sten Glieder,  die  beiden  andern  kann  man  durch  |iassciidc  Wahl 
von  Q nach 

A77,  -J-  fi7,  = 0 

gleichzeitig  verschwinden  machen.  Wenn  man  also  diesen  Werth 
von  ()  in  die  durch  Substiliition  aus  A'  gebildete  Determinante 
einsetzt,  so  zerfällt  der  Kegel  in  zwei  Ebenen,  deren  eine 
Zit  i Xi  = 0 oder  2’p,.\',-  = 0, 
d.  i.  eine  Tetraederseile  ist,  während  die  andere  durch  x und 
ilie  Tetraederecke  gehend  die  Schnittcurve  der  Telraederlläche 
mit  A'  = 0 berührt. 

S|ieciell : Die  s e c h s v o 11  e i n e m P u 11  k l c a n e i n e Fläch  e 
zweiter  Ordnung  gehenden  Normalen  liegen  in  einem 
K e g c I , w e 1 c h e r d a s (i  c n l r II  m enthält  n n d d r c i d e n II  a 11  |i  t - 
achseii  parallele  Kanten  hat,  und  der  also  unendlich 
viele  Systeme  von  drei  auf  einander  rechtwinkligen 
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Kaiileii  Itosili'l.  Rückt  die  Spitze  dem  (ientnim  in  ge- 
rader Linie  zn,  so  hleiltt  der  Kegel  sirli  stets  parallel; 
rückt  sie  in  einer  Parallelen  zu  einer  Achse  fort,  so 
enthält  der  Kegel  stets  einen  in  der  entsprechenden 
llanptehcnc  gelegenen  Kegelschnitt.*) 

Endlich  ist  hinzuzufügen,  ^^ie  der  Uchergang  zu  Ebenen- 
coordinaten  zeigt,  dass  das  Prohleni  völlig  nngeänderl 
bleibt,  wenn  man  für  e = 0 eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung setzt,  die  von  den  zn  » = (),  t>  = 0 gemeinsamen 
Tangcnlenebenen  berührt  wird.  Deshalb  ist  es  für  das 
engere  Norinalenproblem  gleichgültig,  welche  zu  « = 0 confocale 
Fläche  man  an  Stelle  von  e = 0 wählt,  um  seine  Lösung  zn 
entwickeln  und  erlaubt,  den  imaginären  Kreis  im  Unendlichen 
als  solche  zu  nehmen,  der  der  abwickelbaren  l'läche  des  Systems  - 
der  Confocalcn  als  eine  (Jrenziläche  eingeschrieben  ist.  (Vergl. 
Artikel  88,  und  Rand  I,  Artikel  203.) 


*)  Für  (Uo  Erörterung  der  Ausnahmeriillc,  manche  unaD'tisclic  Par- 
tien und  allgemeine  IJetraclitniigcn,  verweisen  wir  auf  die  Originalab- 
hnndlnng.  Man  lindet  in  ilir  auch  die  griindlichc  Erledigung  des  Nor- 
inalen|)roblcms  der  Kcgclseliuitte. 
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V.  Kapitel. 

Von  den  Flächen  dritter  Ordmln^^ 


271.  Die  yllgenieine  Theorie  der  Fläclicn,  wir  sie  iti  den 
Artikeln  15  f.  entwirkclt  worden  ist,  liefert,  auf  Flächen  dritter 
Ordnung  angeweiidel,  die  folgenden  Resultate. 

Der  aus  einem  heliehigcii  Punkte  des  Raumes  hcschriehcne 
Tangentenkegel  der  Fläche  ist  im  Allgemeinen  von  der 
sechsten  Ordnung  und  besitzt  sechs  Rückkehrkanten,  aber  keine 
eigentliche  Doppelkante;  er  ist  daher  von  der  zwölften  Klasse 
und  hat  vier  und  zwanzig  stationäre  und  sieben  und  zwanzig  Dop- 
pcltangcntenebenen. 

Die  Rcciprocal fläche  ist  im  .\llgciueinen  von  der  zwölf- 
ten Ordnung.  Ihre  Gleichung  wird  erhalten,  indem  man  die 
Redingiing  sucht,  unter  welcher  die  Ebene 

ax  ßy  yz  dw  = 0 

die  Fläche  berührt.  Multipliciert  man  die  Gleichung  der  Fläche 
mit  und  eliminiert  Sw  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Ebene, 
so  ist  das  Resultat  eine  in  x,  y,  z homogene  cubische  Gleichung, 
welche  auch  a,  ß,  y,  6 im  dritten  Grade  enthält.  Die  Discri- 
minante  dieser  Gleichung  ist  vom  zwölRcn  Grade  in  ihren  Coef- 
ficienten  und  daher  vom  sechs  und  dreissigsten  Grade  in  er,  ß,  y,  S, 
und  sic  ist  das  Product  der  Gleichung  der  Reciprocalllächc  mit 
dem  der  Frage  fremden  Factor  d^'. 

Die  Form  der  Discriminante  einer  homogenen  Function  drit- 
ten Grades  in  a--,  y,  z ist 

G4ö'*  = T», 

lind  diess  ist  daher  auch  die  Form  der  Gleichung  der  Rcciprocal- 
fläche  einer  Fläche  dritter  Orilnung,  oder  die  Ghüchung  einer 
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solclien  Fläche  in  Ki)cncncoüi'(linnlcn.  Die  Fiincliuii  o isl  vom 
viiTlcn,  die  Function  r vom  sechsten  (irade  in  a,  ß,  y,  d,  d.  h. 
sic  sind  ))cide  Contia\arianten  der  gegebenen  Gleichung  der  Fläche 
von  den  angegehenen  (iraden.  Man  erkennt  leicht,  dass  sic  auch 
in  den  Goeflicienlen  der  gegebenen  Gleichung  von . denselben  Gra- 
den sind.*) 

272.  F'ragcn  wir  nach  den  vielfachen  Punkten  oder 
Linien  der  Fläche. 

Wenn  eine  F'läche  eine  Doppellinie  von  der  Urdnnng  p ent- 
hält, so  ist  der  Schnitt  derselben  mit  jeder  Flbcne  nothwendig 
eine  Cnrve  mit  p Doiipelpnnkten  (.Artikel  251  f.).  Pie  Ordnung 
der  Itoppelcnrve  in  einer  Fläche  Ordnung  ist  daher  ganz  in 
derselben  Weise  beschränkt,  wie  die  Zahl  der  Hoppelpunkte  in 
einer  Cnrve  Ordnung.  Weil  also  eine  Cnrve  dritter  Ordnung 
nur  einen  Doppelpunkt  haben  kann,  so  kann  die  Doppellinie 
einer  Fläche  dritter  Ordnung,  sofern  sie  eine  solche 
enthält,  nur  eine  gerade  Linie  sein.**) 

♦)  Sic  stellen  scllist  nach  Ebcncncoorilinatcn  interpretiert  «lurch 
Gleielisctzung  mit  Null  Fliielien  dar. 

Wenn  S unil  T die  ent.sprcel)eiuten  Invarianten  der  Gleicliung  der 
ebenen  Cnrve  dritter  Ordnung  bczeicluicn,  so  seliueidcn  die  Tangenten- 
ebenen der  Fläche 

0 = 0 

die  Fläche  dritter  Ordnung  in  Curven,  für  vvclcbo 

S = 0 

ist,  d.  b.  für  welchu  die  lutlcxionstangentcn  zu  dreien  durch  einen 
I’nnkt  gehen;  ebenso  schneiden  die  Tangentenebenen  der  Fläche 

T = 0 

dieselbe  in  Curven,  für  welche 

r = 0 

ist,  d.  h.  für  welche  die  Intlexion.stangentcn  der  Ciirve  die  llesso’sclie 
Determinante  derselben  und  die  der  letzteren  die  erste  berühren.  (V'gl. 
A.  Clcbsch,  ,, Journal  f.  Math.“,  l’d.  LVIll,  p.  208.)  Die  geinein- 
schafllichcn  Tangculcncbencn  der  Flächen  o,  i sind  auch  Tangenti’n- 
cbenen  der  Fläche  dritter  Onlnung  selbst.  Für  solche  verschwinden 
für  ilire  Sehnittcurve  mit  der  Fläche  .V  und  7' gleichzeitig,  und  dieselbe 
hat  daher  im  Ileriiiirungspunkte  einen  linckkehrpunkt,  d.  h.  diese 
letzteren  Funkte  bilden  die  Gurvc  der  parabolischen  Funkte  der  FlUelie. 
(Ibid.  Hd.  LIX,  p.  59.) 

*♦)  In  dem  Falle,  in  welchem  die  Fläche  eine  doppelte  oder  an- 
dere vielfache  Linie  enthält,  verschwindet  die  nach  der  Methode  des 
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Eine  Fläche  dritter  Ordnung , welche  eine  Doppellinie  ent- 
hält, ist  eine  Regelfläche,*)  da  jede  die  Doppelgerade  enthaltende 
Ebene  die  Fläche  ausser  ihr,  als  welche  doppelt  zu  zählen  ist, 
nur  in  einer  Geraden  schneiden  kann;  diese  Geraden  bilden  ein 
System  von  Erzeugenden,  welche  die  Doppellinie  durchschneideu. 
Denken  wir  die  Doppellinie  als  Achse  der  2,  so  ist  die  Gleichung 
der  Fläche  nothwendig  von  der  Form 

(ax^  4-  ^bx^y  + 3cxy-  dt/)  -}-  2 («'x*  2b' xy  -f  cy’) 

-f  (o'V  -f  2b"xy  •+•  cV)  = 0, 
welches  ahkürzend  in  dei'  Form 

U3  + 2X,  4-  1’3  = 0 

geschrieben  werden  kann.  In  irgend  einem  durch  die  Coordinate 
2'  bestimmten  Punkt  der  Doppelliuie  ist  das  Paar  der  Tangenten- 
ebenen durch 

2'Uj  -F  = 0 

dargestellt,  und  mit  der  Veränderung  des  z'  entspringt  daraus 
ein  Büschel  von  Ebenen  in  Involution.  Das  Paar  der  Tan- 
gen tenehenen  in  irgend  einem  Punkte  der  Doppellinie 
ist  ein  Paar  von  conju gierten  Ebenen  eines  involu to- 
rischen Systems.  Für  zwei  reelle  oder  imaginäre  Werthe  von 
z wird  (z'uj  4"  *'2)  ein  vollständiges  Quadrat,  d.  h.  es  giebt  zwei 
Punkte  in  der  Doppelliuie,  deren  beide  Tangentenebenen  zusam- 
inenrailen;  jede  durch  einen  dieser  Punkte  gehende  Ebene  schnei- 
det die  Fläche  in  einer  (3irve,  die  in  ihm  einen  Guspidalpunkt  hat. 

Wenn  A'*  und  die  Werthe  dieser  Quadrate  sind,  so  kann 
oirenhar  jede  der  beiden  Grössen  «j  und  i'j  in  der  Form  (/.V-4-'«F‘) 
dargestellt  werden.  Denken  wir  also  zu  den  Ebenen  ,V  = 0,  F=0 
oder  den  Tangentenebciien  der  Cuspidalpunkte  als  Coordinaten- 

vorigen  Artikels  gebildete  Gleichung  der  Rcciprocalliiiche  identisch,  weil 
dann  jede  Kbene  der  Flüche  in  einer  Curve  mit  Doppelpunkt  schnei- 
det, d.  h.  berührt,  so  dass  die  Ebene 

(XX  ßy  yz  Sic  — 0 

unabhängig  von  irgend  einer  zwischen  «,  ß,  y,  8 bestehenden  Relation 
als  Beriihrungsebeno  anzusehen  ist.  Man  iindet  in  diesem  Falle  die 
Reciprocalgleichung  durch  Elimination  von  x,  y,  i,  w zwischen  den 
Gleichungen 

U = 0,  l/,  = a,  = ß,  l',  — y,  Ui  — 8. 

*)  Flüchen  dieser  Art  sind  im  Artikel  91  bei  Gelegenheit  der  C'lassi 
tication  der  Curven  5*''  Ordnung  erwähnt  worden. 

Salmon,  Aitai.  fteom  <1.  Katimi’w.  II, 
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cl)enoii  Iraiisforniierl,  so  wird  jedes  Glied  der  Gleichung  durch 
oder  y-  thcilbar  und  dieselbe  kaiui  in  der  Form 
zx^  = try‘ 

ilargeslellt  werden.*) 

In  dieser  Form  erkennt  man,  dass  die  Fläche  durch  Gerade 
y ==  Lv , z = 

erzeugt  wird,  welrhe  die  zwei  geraden  Directrixen 
a;  = 0,  y = 0;  i = 0.  «•  = 0 
.so  schneiden,  dass  die  Pnnkle  des  Systems  im;  durch  sic  mit  den 
nach  gleichem  Doppclverhällniss  entsprechenden  Punktepaaren 
einer  Involution  in  xy  verbunden  werden. 

Jede  Tangenlcnebcnc  der  Fläche  schneidet  sie  in  einer  ge- 
raden Erzeugenden  und  einem  Kegelschnitt,  welcher  jene  im  Be- 
rfdirnngspunktc  und  in  der  Doppellinie  dnrchschneidet.  Diese 
Doppcllinie  schneidet  alle  in  der  Fläche  gelegenen  Kegelschnitte. 
Man  erkennt  daraus  die  Entstehung  der  Fläche  durch  Bewegung 
einer  Geraden , welche  zw  ei  Kcgel.schnilte  A',  A',  und  eine  Gerade 
J)  stets  dnrchschneidet,  welche  je  einen  Punkt  paarweise  gemein 
haben.  Die  Ordnung  einer  solchen  Fläche  ist  in  der  That 
= 2. 2. 2.1— 2 — 2 — 1 =3. 

Jede  durch  i = 0,  w = 0 gehende  Ebene  schneidet  die 
Fläche  in  einem  Paar  von  geraden  Linien  und  ist  als  eine  Tan- 
gentenebene der  Fläche  in  den  Punkten  zn  betrachten,  wo  diese 
Geraden  t = 0,  m;  = 0 durchschneiilen.  So  wie  also  die  Linie 

*)  Ks  i."(t  (tnboi  vornuspesetzt,  ilns.s  die  Kbcuen  A'  und  I',  die  Dop- 
pelcbeneii  der  Involution,  reell  sind.  Die  Reductiuii  auf  die  Form 
le  (.r’  + ,y’)  2zxy  — 0 

ist  dagegen  stet»  ausführbar,  und  in  ihr  entspricht  da»  untere  Zeichen 
den  iinaginiircn,  das  obere  den  reellen  Doppelcbeucn.  Im  ersteren  Fall 
liegt  die  Doppcllinie  ganz  als  reelle  (iernde  in  der  Fläche,  im  letzte- 
ren Falle  findet  dies.»  nur  für  einen  begrenzten  Thcil  der  geraden  Linie 
statt.  In  jenem  Falle  schneidet  jede  F.bcne  die  Fläche  in  einer  Curve 
mit  reellem  Do]»pelpnnkt,  in  diesem  findet  dies»  nur  für  diejenigen 
Schnitte  statt,  welche  die  Dop|>elgerade  in  jener  Strecke  treffen,  wäh- 
rend für  alle  andern  diese  Linie  einen  conjugierten  Punkt  des  Schnit- 
tes hestinirnt.  Die  Cnspidul]mrikte  begrenzen  diese  Strecke  der  Doppel- 
linie. Eiii<!  gerade  Linie, »in  welcher  jeder  Punkt  ein  f'nspidalpnnkt 
i.st,  kiiiiii  nur  dann  in  der  Fläehe  dritter  Ordnung  existieren , wenn  die- 
selbe eine  Kegcitläehe  ist. 
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a;  = 0,  y ~ 0 eine  Gerade  Mst,  in  «elcher  jeder  Punkt  ein 
Doppelpunkt  ist,  so  ist  die  Linie  r = 0,  w = 0 eine  Gerade, 
für  welche  jede  sie  enthaltende  Ebene  eine  Doppeltangentencbene 
ist.  Die  Rcciproke  dieser  Fläche,  welche  im  Artikel  212  er- 
wähnt worden  ist,  ist  von  gleicher  Natur  mit  ihr  selbst. 

Der  vorigen  Erzeugung  entspricht  die  andere  durch  die  Be- 
wegung einer  Geraden,  die  einen  festen  Kegelschnitt  A' und  zwei 
feste  Gerade  D und  E stets  schneidet,  wovon  die  eine  D den 
Kegelschnitt  K einfach  schneidet. 

Der  aus  irgend  einem  Punkte  des  Raumes  bestimmte  Tan- 
gentenkegel, welcher  die  Fläche  umhüllt,  besteht  aus  der  den 
Punkt  mit  der  Doi)pellinie  verbindenden  Ebene,  welche  doppelt 
zu  zählen  ist  und  einem  eigentlichen  Tangentenkegel  vierter  Ord- 
nung. Wenn  der  Punkt  in  der  Doppellinic  gewählt  wird,  so  rc- 
duciert  sich  dadurch  der  Kegel  auf  die  zweite  Ordnung. 

273.  Die  erste  Polarfläche  eines  Punktes  in  Rezug  auf  eine 
Regelfläche  dritter  Ordnung  ist  ein  die  Doppcllinie  D cnlhalten- 
des  Hyperboloid  (Artikel  11).  Die  Derührungsebenen  der  Fläche 
in  den  Rückkehrpunkten  der  Doppellinie  berühren  stets  auch  die- 
ses Hyperboloid.' 

Da  die  ebenen  Querschnitte  der  Fläche  im  Allgemeinen  Cur- 
ven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte,  also  von  der  vier- 
ten Klasse  sind,  und  hei  sulchen  Curven  die  Verbindungslinie  des 
Doppelpunktes  mit  dem  Pol  und  die  Tangente  der  conischen  Polare 
den  Tangenten  der  Gurve  im  Doppelpunkte  harmonisch  conjngiert 
sind,  so  folgt,  dass  die  Tangentenebenen  der  Fläche  in  einem 
Punkte  der  Doppellinic  D mit  den  beiden  Ebenen,  welche  als  das 
Polarhyperholoid  berührend  und  durch  den  Pol  gehend  bestimmt 
sind,  ein  harinonischcs  Büschel  bilden;  dass  die  gerade  Directrix 
E durch  die  Tangenleuebencn  der  Rückkehrpunkte  und  das  Polar- 
hyperboloid eines  beliebigen  Punktes  harmonisch  gelheilt  wird; 
und  dass  also  diese  Gerade  E die  Polarhyperboloide  aller  der 
Punkte  berührt,  welche  in  einer  der  durch  die  Rückkehrpunkte 
und  E selbst  Izestimmten  Ebenen  liegen. 

Das  Polarhyperholoid  wird  insbesondere  zu  einem  Kegel  zwei- 
ten Grades  für  die  Punkte  der  die  Fläche  in  <len  Rückkehrpunkten 
berührenden  Ebenen  und  diese  Punkte  selbst  sinil  ihre  Scheitel. 
Jene  beiden  Ebenen  bilden  somit  die  Fläche  der  llcsse’schen 
Determinante  oder  die  Kernfläche  der  Regellläche  dritter  Ordnung 

25* 
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(Artikel  24).  Die  zweite  oder  diene  Polare  eines  Punktes  sdineidet 
die  Directrix  D in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  eine  den  Pol 
enthaltende  Ebene  die  Fläche  berührt. 

Wir  erörtern  noch  die  Frage  nach  den  besonderen  Kegel- 
schnitten, d.  h.  den  Parabeln,  Kreisen  und  gleichseitigen  Hyper- 
bcln,  welche  unter  den  dienen  Schnitteurven  der  Hcgdfläche 
dritter  Ordnung  aiiftreten,  die  eine  Erzeugende  enthalten. 

Die  unendlich  entfernten  Punkte  der  Fläche  bilden  eine 
Enrve  dritter  Ordnung  und  vierter  Klasse  mit  einem  Doppelpunkte, 
der  Dichtung  von  i>.  Diese  schneidet  den  unendlich  entfernten 
imaginären  Kreis  in  sechs  Punkten,  welche  paarweis  drei  reelle 
Gerade  bestimmen;  jede  der  Letzteren  schneidet  die  Curve  in 
einem  dritten  reellen  Punkte,  der  als  Uiditung  einer  Erzeugen- 
' den  der  Fläche  gefasst  mit  ihr  eine  Tangenteiiehene  der  Fläche 
bestimmt,  die  diese  olfenbar  nach  einem  Kreise  schneiden  muss. 
Unter  den  einer  llegclfläche  dritter  Ordnung  eingeschriehenen 
Kegelschnitten  sind  also  drei  Kreise.  Hat  die  Fläche  eine  Er- 
zeugende in  unendlicher  Entfernung,  so  redudert  sich  die  Zahl 
der  Kreis.schnittc  auf  zwei. 

In  ähnlicher  Weise  erkennt  man,  dass  drei  gleichseitige  Hy- 
perbeln unter  jenen  Kegelschnitten  sind. 

Die  Bemerkung,  dass  jede  Gerade  ab,  welche  jene  unendlich 
entfernte  Curve  in  einem  Punkte  u liernlirt,  sie  noch  in  einem 
andern  Punkte  h schneidet,  und  dass  eine  Ebene  von  der  durch 
uh  bezeichneten  Steilung,  welche  die  Erzeugende  von  der  Ilich- 
tung  b enthält,  die  Fläche  in  einem  Kegelschnitt  schneidet,  wel- 
cher ab  in  fl  berührt,  zeigt  uns,  dass  durch  jede  Erzeugende 
zwei  Ebenen  parabolischer  Schnitte  gelegt  werden  können.  Alle 
diese  Ebenen  umhüllen  eine  ahwickelbaie  Fläche  von  der  Ord- 
nung sechs  und  der  Kla.sse  vier,  welche  der  Fläche  selbst  nach 
einer  Baumeurve  .sechster  Ordnung  umgeschrieben  ist. 

Wenn  die  parabolischen  Schnittebenen  reell  sind,  so  bestim- 
men ihre  Berührungspunkte  in  ihrer  Erzeugenden  ein  Segment, 
dessen  inneren  Punkten  nur  elliptische  und  dessen  •äu.sseren  Punk- 
ten nur  hyperboli.sche  Schnitte  enispreclieu ; fallen  sie  zusammen, 
so  sind  alle  Schnitte,  den  einen  [laraboliscben  ausgenommen, 
hyperbolisch;  sind  sie  imaginär,  so  giebt  es  nur  hyperbolische 
Schnitte. 

Je  nachdem  der  Doppelpunkt  der  unendlich  fernen  ebenen 
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ScliiiiUcui'vt!  oiii  Kiuiteiipuiikl  oiltT  fiii  Lsolierter  Punkt  ist,  erhält 
man  zwei  (•altiiiigou  von  Itegdflächcii  driltcr  Ordnung,  die  man 
als  soldie  mit  zwei  reellen  Rückkehrpimkten  und  sulche  ohne 
reelle  Rüekkdirpunkte  unterscheiden  kann.  (Artikel  272-)  Sind 
c,  d jene  Punkte,  so  kann  entweder  die  zwischen  « und  b ge- 
legene Strecke  oder  die  ausserhalh  dieser  Punkte  gelegene  der 
Ort  der  Schnittpunkte  je  zweier  reeller  Erzeugenden  sein,  und 
in  jenem  Falle  gehen  durch  jede  Erzeugende  der  Fläche  zwei 
paraholischc  Ebenen;  in  diesem  geschieht  diess  nur  für  die  auf 
das  unendliche  Segment  der  Doppelgeraden  sich  stützenden  Er- 
zeugenden und  cs  gieht  dann  zwei  der  Doppcllinie  parallele  Er- 
zeugende, durch  welche  nur  je  ein  paraholischer  Schnitt  möglich 
ist.  Sind  die  Rückkehrpunkte  nicht  reell,  so  ist  jeder  Punkt  der 
Doppellinie  der  Durchschnitt  von  zwei  reellen  Erzeugenden,  von.^ 
denen  immer  die  eine  zwei  paraholischc  Schnitte  gieht,  mit  Aus- 
nahme der  beiden  ihr  parallelen,  deren  jeder  ein  parabolischer 
Schnitt  entspricht.*) 

274.  Es  gieht  einen  von  Cayley  zuerst  hervorgehobenen 
Fall,  in  welchem  die  Reduction  auf  die  Form 
z.x^  = 

nicht  möglich  ist.  Wenn  die  im  Artikel  272  mit  i/j  *'2 
hezeichncten  Polynome  einen  gemeinschartlichcn  linearen  Factor 
haben,  so  kann  man  die  (ileichnng  der  Fläche,  indem  man  die 
durch  jenen  Factor  repräsentierte  Ebene  zu  einer  Coordinaten- 
ehene  macht,  auf  die  Form 

y ’ .+  ^ (^'  H"  = 0 

bringen.  Die  Ebene  x = 0 berührt  dann  die  Fläche  längs  der 
ganzen  Erstreckung  der  Doppellinie  und  schneidet  die  Fläche  zu- 
gleich in  ihr  in  drei  znsammenfallenden  Geraden.  Die  andere 
Tangentenehcnc  in  irgend  einem  Punkte  derselben  fällt  mit  der 
Tangentenebenc  des  Ilypcrholoids  « 

zx  -f-  wy  = 0 

zusammen.  Dieser  Fall  kann  als  ein  Grenzfall  des  vorigen  Arti- 


*)  Man  vergleiche  die  hier  mit  benutzten  treflfliehen  Arbeiten, 
wclctie  1,.  C'remon.a  über  diese  Flüche  voröfl'entlicht  hat.  ,,Atti  dol 
K.  Istituto  Lombardo  di  scienzc,  Icttcrc  cd  arti“,  Vol.  II,  1861.  „Jour- 
nal für  Mathematik“,  Ud.  LX. 
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kels  bclraditel  werden;  iiüinlich  als  derjenige  Fall  desselben,  wo 
die  Dop|)eldircelrix  D oder  x — tj  = Q mit  der  einfachen  E 
oder  JO  = r = 0 ziisannnonfälll. 

Diese  Fläche  kann  rulgenderniassen  erzeugt  werden:  Man 
nehme  in  x — y = {)  eine  lleihe  von  Dunklen  und  lege  durch 
diese  Gerade  eine  dieser  Heihc  nach  gleichem  Doppelverhällniss 
entsprechende  oder  liomographische  lleihe  von  Ebenen.  Dann 
liegt  die  Erzeugende  der  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  von 
irgend  einem  Punkte  der  Dojjpellinie  ausgelil,  in  der  jenem  Punkte 
entsprechenden  Ebene  nnd  schneidet  eine  ebene  Curve  dritter 
Ordnung,  welche  den  Durchschnittspunkt  ihrer  Ebene  mit  der 
Doppeldireclrix  znm  Doppelpunkt  bat. 

Oder  die  Kegelschnitte  K,  k\  besitzen  in  ihren  Schniltpunk- 
' teil  mit  D Tangcnlen,  weiche  sich  schneiden.  Dann  existiert  ein 
einziger  Rfickkehrjiiinkt  in  D,  der  Derfilirnngspunkt  der  Ebene 
jener  Tangeiilen  mit  der  Fläche;  er  Iheilt  dje  Gerade  J)  in  zwei 
nnendliclie  SegminUe,  in  deren  einem  sie  von  den  Erzeugenden 
mit  zwei  reellen;  parabolischen  Onerscbnitlen  getrollen  wird. 

275.  Die  Grfinde,  welche  beweisen,  dass  eine  eigentliche 
Giirve  dritter  Ordnung  nicht  mehr  als  einen  Doppelpunkt  haben 
kann,  sind  auf  Flächen  nicht  anwendbar.  Allerdings  muss  die 
Verbindungslinie  zweier  Doppelpunkte,  weil  sie  als  eine  Gerade 
zu  betrachten  ist,  welche  die  Fläche  dritter  Ordnnng  in  vier 
Punkten  schneidet,  ganz  in  der’  Fläche  enthalten  sein.  Daraus 
f(dgt  jedoch  nicht,  dass  die  Fläche  nun  in  Flächen  geringerer 
Ordnnng  zerfallen  müsste. 

Die  Betrachtung  des  Tangentenkegels  liefert  aber  für  die 
Zahl  der  Doppelpunkte  irgend  einer  Fläche  eine  Grenze;  denn 
wir  sahen  im  Artikel  18,  dass  der  Tangentenkegel  notliwendig 
eine  gewisse  .Vnzahl  Doppelkanten  nnd  Rückkehrkanten  besitzt, 
nnd  da  jeder  Doppelpunkt  der  Fläche  die  Zahl  der  Doppelkanten 
des  Tangentenkegels  um  Eins  vermehrt,  so  kann  die  Fläche  nie 
mehr  Doppelpunkte  besitzen,  als  welche  die  Gesammtzahl  der 
lloppelkanlen  des  Tangentenkegels  zu  der  MaximaTzahl  ergänzen, 
welche  ein  solcher  Kegel  haben  kann.  Nun  kann  eine  Curve 
sechster  Ordnnng  mit  sechs  Rückkehrpunklen  Inächstens  vier  Dop- 
pelpunkte besitzen  und  die  Fläche  dritter  Ordnung  kann 
also,  weil  ihr  Tangentenkegel  vom  sechsten  Grade  ist  nnd  sechs 
Rückkebrkanten  hat,  liöclistens  vier  Doppelpunkte  haben. 
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Wenn  eine  Kläclie  einen  Do|)iieliMinkl  lial,  so  isl  die  Cerade, 
die  diesen  mit  einem  willkiirlirli  gewäldltni  Punkt  verliindet,  eine 
Doppelkantc  dos  Tangentenkegcls  aus  «iieseni  Punkt  und  die  Tan- 
genlenebencn  desselben  längs  dieser  llo])poikante  sind,  wie  man 
leirbt  erkennt,  die  Kbcnen,  welche  dureb  diese  Linie  so  gelegt 
sind,  dass  sie  den  dureb  die  Tangenten  der  Fliicbc  im  Doppel- 
punkt erzeugten  Kegel  l»erübren.  Wenn  daher  dieser  Kegel  in 
zwei  Kbonen  zerfällt,  so  muss  der  bezügliebe  Doppel|iunkt  in  dem 
durch  den  angetjommenen  Punkt  gebenden  Tangentenkegel  eine 
Höckkebrkante  erzeugen.  Line  I'läciie  dritter  Ordnung  kann  da- 
her nicht  mehr  als  drei  solcher  Doppelpunkte  besitzen,  deren 
Tangenten  in  zwei  Kbenen  enthalten  sind. 

Die  Reciprocallläcbe  kann  also,  je  narlidem  ein  Doppel- 
[Hinkt  oder  mehrere  derselben  vorhanden  sind,  von  irgend  einer 
Ordnung  zwischen  zehn  und  drei  sein,  da  jeder  gewöhnliche 
Doppelpunkt  diese  Ordnungszahl  um  zwei,  jeder  solche  s|iecielle 
hiplanare  um  drei  Einheiten  erniedrigt. 

Wenn  die  beiden  Ebenen  tler  Uerührung  in  einem  .solchen 
hiplanaren  Doppelpunkt  in  eine  Ebene  znsammcnralien,  so  erzeugt 
dieser  Punkt  irn  Tangentenkegel  eines  beliebigen  Punktes  eine 
dreifache  Kaute  und  die  Ordnungszahl  der  Iteciprocalllächc  wird 
um  sechs  Einheiten  rcduciert. 

Beispiel  1.  Welclics  ist  die  Ordnung  der  Reciprocalfläclie  von 
xyz  = 

ha  diese  Fläche  in  der  Elicne  w = 0 drei  hiplanare  hoppciponkti; 
enthält,  so  ist  ihre  Heciprocainiiclic  von  der  dritten  Ordnung.  Für  ein 
eonstantes  w,  d.  h.  die  Lage  jener  Doppelpunkte  in  unendlicher  Entfer- 
nung. ist  diese  Fläche  der  Ort  derhurchschnitlspunkte  der  Geraden,  welclie 
die  l’aarc  der  Gegenkanlen  aller  der  Tetraeder  halbieren,  die  — von  den 
Gourdinateiichcneu  mit  einer  veränderlichen  Ebene  gebildet  — einen  cou- 
stanten  Inhalt  iiahcn. 


Beispiel  i.  Welches  isl  die  Reciprocallläche  von 


-+  - + 

X y 


^ ^ = 0? 

z w 


Da  diese  Fläche  dritter  Ordnnt)g  ilio  Eckpunkte  der  Pyrainiile 
.•cimO,  y = 0,  i = n,  = 0 

zu  Doppelpunkten  hat,  so  muss  die  Reciproeallläche  von  der  vierten  Ord- 
nung sein. 
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ßi^lraclilel  m.'in  ilaiin  ilic;  (iicit-litiii^  der  Tan^eiiteuelx-iic  der  FISelie 
in  eilictn  Punkte  (o;',  tj , «/),  welclie  in  der  Form 


, my  »z  pw  

+ ,ß  + -'2  + ,^,'2  — 

ilarslellliar  ist,  so  crliäll  man  als  die  Üedin^'ung,  unter  wclulier  die  Fliene 
otx  ~b  ßy  yz  6w  = o 
die  Fläche  henlhrt,  d.  Ii.  als  tilcicliiing  der  Kecijirocainäclic 
(/n)i  + [mß]^  («y)'i  .+  = 0, 

die  als  vom  vicrien  (Irade  durch  Iteseitigung  der  Wnrzclgrössen  erkannt 
wird. 

Allgemein  ist  ilie  rdeichnng  der  Reci|iroeal(läche  von 
iix"  + by"  + er"  + = 0 

von  der  Form 

n n ft  n 

+ Pß^  + Cy’^  + = 0. 

Kinc  Fläche  dritter  Ordnung  mit  zwei  Uoppelpiinkteu  ist  auch  die 
Kiiveloppc  von 

aa^  + bß‘  + cy*  + 'ilßy  + 'imya  + ‘inuß  = 0, 


wo  u,  b,  c,  l,  m,  n durch  rileichsctzung  mit  Null  Khencn  repräsentieren 
und  n ; y.  ß ■ y zwei  veränderliche  1‘araineter  sind.  Die  Envcloppe  ist 
olVenhar  von  der  diilten  ürdniing,  und  «lass  sic  von  der  vierten  Klass<; 
ist,  geht  daraus  hervor,  dass  wir  Tür  die  Siihsliliition  der  l'.oonlinaten 
zweier  l’unkle  vier  Ehencn  des  Systems  aus  der  Gleichung  erhalten , wel- 
chen dieselhen  angchören. 

Iler  aus  irgend  einem  Punkte  «ler  Fläche  aus  einem  beliehigen  Punkte 
dersclhcn  enthält  vier  rio[ipelkanten  und  zerfällt  daher,  weil  er  vom  vier- 
teji  Grade  ist , iiothwemlig  in  zwei  Kegel  zweiten  Grades. 

27(5.  IHc  (ileicliuiig  einer  Fläche  dritter  Ordnung 
ohne  vielfachen  Punkt  kann  in  die  Forin 

«X*  -f  by'^  -F  -j-  f/n*  + en!*  = 0 


gebracht  werden,  wo 

X = 0,  1/  = 0 , 2 = 0,  » = 0,  w;  = 0 

Khen  en  repräsentieren  und  die  ini plici te  in  ihnen  ent- 
haltenen ('.uns  tan  teil  so  gewählt  sind,  dass  die  iden- 
tische ilelation,  welche  imch  Band  I.  Artikel  34  die  Gleich- 
ungen von  fünf  helichigen  Khenen  mit  einander  ver* 
bindet,  in  d er  Form 


•^  + y + z + »’  + "z  = 0 
gesell  riebe  II  werden  kann. 
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In  der  Tlial  eiilliidl  die  all;,'eiueiiie  (.ileiduiiig  drillen  Grades 
zwanzig  Glieder  und  soniil  nennzelin  nnabliängige  Gonslanten,  und 
die  gedadile  Form  fniif  Glieder  mit  vier  nnabiiängigcn  Goiistnnlen, 
wrdircnd  iiberdiess  jedes  dieser  Glieder  drei  andere  Gonstanten 
implicile  enllirdl.  -Die  Zahl  der  Gonstanten  ist  also  in  beiden 
Formen  die  nämliche.  Damit  ist  jedoch  die  Möglichkeit  der  Re- 
dnclion  der  allgemeinen  Form  in  die  specielle  nicht  streng  er- 
wiesen.*) Das  von  Sylvester  1851**)  ohne  Entwickelnng  seines 
Beweises  nur  mit  dem  Bemerken  veröllenllichle  Theorem,  dass 
er  einen  solchen  Beweis  besitze,  ans  dem  hervorgehl,  wie  die 
Rediiclion  in  einer  einzigen  Weise  vollzogen  werden  könne,  ist 
dann  von  Clehsch ***)  zuerst  bewiesen  worden  und  wir  kommen 
auf  diesen  Beweis  zurück. 

Die  so  reducierle  Form  ist  für  die  Unlersuchnng  der  Kigen- 
schaften  der  Flächen  dritter  Ordnung  die  zumeist  vortheilhafte. 

277-  Wenn  wir  die  Gleichung  der  ersten  Polare  irgend  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  die  Fläche  Ordnung  f/  = 0 in  der 
Form 

xUi  -f  y'l\  + zUy  -f  w'Ut  = 0 
schreiben,  so  wird  die  Existenz  eines  Doppelpunktes  in  ihr  durch 
die  Erfüllung  der  Gleichungen 

-f  U^^lJ  -F  t'ijz  + 77, ^w/  = 0, 

+ Ujj;/  + Uj^z  -F  77jji«  = 0, 

77,3*'  -F  Tfjjy'  -F  7733  z'  -F  773,»//  = 0, 

Uu--<='  + + 7/3,  z'  + = 0 

in  die.sem  Punkte  bedingt.  (Vergl.  .\rtikel  24.)  14'enn  man  zwi- 
schen denselben  die  Gtössen  x\  y,  z,  w eliminiert,  welche  in 
den  zweiten  DilTerentialcn  77,,,  ...  anftreten,  so  ist  die  Resul- 
tante, weil  jede  der  vier  Gleichungen  vom  Grade  («  — 2)  ist,  in 
x’ , y,  z',  «/  vom  Grade  4 («  — 2)®  und  repräsentiert,  gleich  Null 


*)  Vcrgl.  A.  Clebsch,  „Ueber  Ciirven  vierter  Ordnung,“  „Jonrn. 
f.  Math.“,  Bd.  LIX,  p.  14,t. 

♦*)  Vgl.  jiCambridgo  .and  Dublin  Math.  Joum.“,  Vol.  VI,  p.  199. 

***)  ''gb  „Journal  f.  Math.“,  Bd.  LIX,  p.  193.  .1.  Steiner  gab  das- 
selbe Tbeorcni  1866  (ibid.  Bd.  LIII,  p.  1.33)  in  der  iiihaltreichcn  Ab- 
handlung, „lieber  die  Fliichcn  dritten  Orades“.  Doch  waren  die  mei- 
sten der  schönen  Hesultate,  die  er  fand,  eine  Reihe  von  Jahren  vorher 
von  englischen  Geometern  gefunden,  die  sich  schon  früher  mit  dem 
Gegenstände  beschäftigt  hatten.  (Vergl.  Artikcl*85.) 
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geseUl,  den  Orl  derjenigen  1‘nnkle,  deren  erste  l'olaren  Doppel- 
pnnkte  hesilzen.  (Vgl.  .Artikel  21,  p.  25.)  Otler  hiicIi;  Re|>räsen- 
lieren  wir-  die  erslere,  d.  i.  die  Ilcs.se’sdie  Fläche,  durch 

//  ==  0 

lind  die  letztere,  die  conjngicrte  Kernnäclie  Sleiner’s,  mit 

A'  = 0, 

so  i.st  jene  der  Ort  der  Punkte,  deren  quadratische  Polaren  Ke- 
gellli'ichen  sind  und  diese  der  Ort  der  Scheitel  solcher  Kegel.  In 
dein  Fall  der  Flächen  dritter  Ordnung  sind  die  vier  obigen  Gleich- 
ungen nach  .r,  y,  z.  te  und  x',  y',  z'  w'  .syininetrisch  und  daher 
die  beiden  Flächen  H und  A'  identisch,  d.  h.  wenn  die  Polar - 
fläche  zweiten  Grades  von  einem  Punkte  A in  Bezug 
auf  eine  Fläche  dritter  Ordnung  ein  Kegel  vom  Schei- 
tel B ist,  so  ist  die  Polarfläche  zweiten  Grades  vom 
Punkte  B in  Bezug  auf  dieselbe  ein  Kegel  vom  Schei- 
tel A.  Die  Punkte  A und  B sind  entsprechende  Punkte  der 
Ilesse-St einer'schen  F'lächc  vierter  Ordnung  oder  reciproke 
Pole. 

278-  Die  Tangenten  ebene  der  Ilesse’schen  Determi- 
nante n f I ä c h e der  F'  1 ä c h e d r i 1 1 c r 0 r d n u n g i m P u n k t e A 
ist  die  l’olarebenc  von  B in  Bezug  auf  diese  Fläche 
dritter  Ordnung. 

Denn  wenn  wir  irgend  einen  dem  Ihiiikte  A unendlich  nahen 
Punkt  A'  der  Ilesse’schen  Fläche  betrachten,  so  muss  der  Pol 
irgend  einer  durch  AA'  gehenden  Ebene  in  der  Durchschnitts- 
linie der  ersten  Polaren  von  A und  A'  gci'gen  sein  und  da  diese 
einander  iinenillich  nahe  und  zugleich  beide  Kegel  sind,  so  muss 
der  Scheitel  B dieses  Kegels  der  Pol  einer  durch  ./,  A'  gehen- 
den, d.  h.  der  Pol  der  Tangentenebene  in  A sein. 

Fnd  ebenso  ist  die  Polarebene  eines  Punktes  A 
der  II  esse 'sehen  F'läcbe  //allgemein  die  Tangen  ten- 
ehene  der  conjugierten  Kernfläche  K im  entsprechen- 
den Punkte  5.  Insbesondere  sind  die  Tangentenebenen  der 
Fläche  V längs  der  Curve  parabolischer  Punkte  derselben  Tan- 
gentenebenen der  Fläche  K , d.  h.  in  dem  F’alle  der  F'läcbe  drit- 
ter Ordnung:  Die  der  F’läcbe  dritter  Ordnung  nach  der 
Curve  ihrer  parabolischen  Punkte  n m gesell  rieb  enc 
abwickelbare  Fläche  ist  zugleich  auch  ihrer  Ilessc’- 
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sclu'n  Fläclie  (//,  A')  iiiiigcsclirii?ljeii.*)  Wuiin  i-itic  gerade 
Idiiic  diese  Hesse. ‘srlie  Fläche  in  /«ei  entsprechenden  Punkten 
A lind  fi  und  filnu'diess  in  /wei  andern  Punkten  C und  D schnei- 
det, SCI  diirclisclineiden  sieli  die  Tangentenchenen  in  A und  B 
nach  der  Verhindungslinie  der  heiden  Punkte,  «eiche  den  Punk- 
ten C und  D entsprechen. 

279.  Wir  «ollen  die  vorhergehenden  Sätze  auch  mittelst  der 
rediicierten  rilcichuugsforin  untersuchen. 

Die  Cleichung  der  quadratischen  Polare'  eines  I'unktes  in 
Dezug  auf 

ax'^  -F  by^  -|-  cz-‘  -|-  dv'  -j-  ew>*  = 0, 

«ird  nach  den  gewöhnlichen  Hegeln  gebildet,  «enn  inan  an  Stelle 
von  u<  seinen  Werth 

— [x  + y + z + 

siihstituiert,  da  dann  die  Gleichung  in  Fiinclion  von  vier  Verän- 
derlichen erscheint.  Wir  linden  so  * 

ax'x'  -(-  by'y'’-  -F  cz'z^  -F  dt'v'^  -F  cu;  = 0. 

Die  Diirereiitiation  dieser  Gleichung  nach  x gieht,  «eil 

dw  = — dx 
ist 

ax'x  =■  Cw'ir , 

und  da  der  Scheitel  der  conischen  Polarlläche  den  vier  nach 
X,  y,  z,  V gehildeten  Dillerentialen  genügen  muss,  so  erkennen 
wir,  dass  die  Goordinaten  x,  y,  z,  v,  w eines  Punktes  A der 
Hesse 'sehen  Fläche  mit  den  Goordinaten  x,  y,  z,  v,  w des  ent- 
sprechenden Punktes  B,  des  Scheitels  der  Poiarkegcllläche  durch 
die  Itclationen 

ax'x  = by'y  — cz'z  = di'v  = ew'w 
verhiinden  sind.  Wenn  wir  den  gemeinschafllichen  Werth  dieser 
Grössen  gleich  Eins  setzen,  «äs  erlaubt  ist,  «eil  es  sich  nur  um 
die  V'erhältiiisse  der  Goordinaten  handelt,  so  können  «ir  die 
Werthe  der  Goordinaten  von  B durch 

^ J_  ] J_  1 1 

ax"  by  ’ cz' ’ dv"  ew' 


*)  Der  Satz  gilt  allgemein:  Die  einer  Fläche  nach  ihrem 
Durchschnitt  mit  der  Hesse’sclicn  Fläche  derselben  um  ge- 
schriebene abwickelbare  Fläche  ist  auch  dcrSteincr’schcn 
Kernfläche  derselben  umgcschricbcn. 
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ausdi'iu'kfii  uikI  crlialk'ii,  da  sie  der  Ideiililat 
•<^  + y + I + 0 + ’"  = 0 
"eilügen  müssen , 

— + 7^+—  +^+  — =0, 

«X  by  rz  dv  em 

oder 


bcdryzvw  + cdeazvv'x  + dcabvnwy  cabcwxyz  + abcdxyzv  = 0 
als  (ileiclinng  der  Hesse’stlien  Flärlie. 

l)ie  Form  dieser  Gleiejiiing  zeigt,  dass  z.  15.  die  Gerade 
II  = 0.  M>  = 0 ganz  in  der  llessc’srlien  Flätlic  liegt  iind  dass 
der  l'iinkl  .r  = 0,  y = 0,  i = 0 ein  Dopiielpimkt  in  ihr  isl. 
lla  aber  die  fiinf  Eb.enen  y = 0,  2 = 0,  r = (),  iz)=0 

zehn  Gomliinationen  erlanhen,  souold  uenn  sic  zu  zweien  als 
wenn  sie  zu  dreien  genommen  werden,  so  entspringt  Sylvesters 
Theorem,  nach  welchem  d^ic  fünf  Ehcncu  ein- Pentaeder 
hi  Iden,  dessen  zehn  Eckpunkte  l)np|ielpnnkte  der 
llessc’schen  Fläche  und  dessen  zehn  Kanten  ganz  in 
derselben  enthalten  sind. 

Die  (jnadratischc  Polare  des  Punktes  x = y = r = 0 ist 
nach  dem  Obigen 

duti'^  + ew'w-  — 0 

und  zerfällt  also  in  zwei  Ebenen , welche  sich  in  der  den  Ebenen 
t)  = 0,  le  = 0 gemeinschaftlichen  Geraden  dnrrhschneiden ; jeder 
Punkt  dieser  Linie  kann  daher  als  der  dem  Punkt  A lx=y=z=0) 
entsprechende  Punkt  .ß  angesehen  werden.  Es  c.xistieren  also 
für  eine  Fläche  dritter  Ordnung  zehn  Punkte,  deren 
(|nadratische  Polar  flächen  in  Paare  von  Ebenen  dege- 
nerieren; dieselben  sind  Doppelpunkte  der  Ilesse’schen 
Fläche  und  die  Durchschnittslinicn  der  entsprechen- 
den Paare  von  Ebenen  liegen  in  derselben;  die  Ebenen- 
paare  sind  harmonisch  conjugiert  in  Ilezug  auf  die 
entsprechenden  Flächen  des  Pentaeders. 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  der  II  es  sc 'sehen  Fläche 
in  irgend  einem  Punkte  kann  in  der  Form 
X , II  , z . V w 

+ T-Tj  + -->i  + -775  + — r-,  ==  0 

ax‘‘  by  ^ cz^  dv  ^ ew  ^ 

dargeslellt  werden,  welche  für  die  Substitutionen  . . . ffir 
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ax"^x  + hy"^y  + ci'^t  + dv'^v  + ew'~w  = 0 
übergellt:  (Hess  ist  aber  nach  Artikel  278  (He  I’olarebcne  des 
entsprecliendeii  Punktes  in  Bezug  auf  V. 

Indem  inan  diese  Sätze  unabliängig  beweist,*)  gelangt  inan 
zu  dem  Nacliwcis,  dass  die  Heduetion  der  allgemeinen  fileicbiing 
auf  die  Form  einer  Summe  von  fünf  Cuben  immer  müglicli  ist. 

280.  Diesen  Beweis  geben  wir  hier  nacli  Clebscb's  Dar- 
stellung,**) bevor  wir  zu  weiteren  llntcrsucbungen  schreiten,  weil 
das  Pentaeder  für  das  Verst.indniss'  der  Theorie  der  Flächen 
dritter  Ordnung  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist. 

Wir  gehen  von  den  Gleichungen  des  Artikel  277  aus,  indem 
wir  X,  y,  z,  v;  durch  ar, , x.,,  x^,  x,  und  x\  y , z',  w durch 
V\’  y-i>  Vi’  V\  Operation  mit  Determinanten  mehr  entsprechend 
ersetzen.  Wenn  jene  vier  Gleichungen  sich  durch  besondere 
Werthe  der  x auf  zwei  von  einander  verschieden^  reducicren,  so 
liegt  der  Pol  im  Durchschnitt  zweier  Fhcnen  an  heliebiger  Stelle. 
Für  einen  solchen  Punkt  x verschwindet  aber  ausser  der  Deter- 
minante II  auch  das  System  ihrer  zehn  L'iitenleterminanten 
1)  II, k = 0. 

Es  ist  zu  untersuchen , wie  viele  gemeinschaftliche  Lösungen 
diese  zehn  Gleichungen  zulassen,  und  man  kann  von  den  gemein- 
schaftlichen Lösungen  irgend  dreier  unter  ihm  n au.sgehen,  um 
zu  zeigen,  welche  von  ihnen  auch  den  sieben  übrigen  ent- 
sprechen. 

Wählen  wir  als  solche  die  von 

A,  — 0,  //j.^  = 0,  = 0, 

welche  als  Oberilächen  3 («  — 2)'''  Ordnung  darstellend  27  («  — 2)''* 
Schnittpunkte  ergeben.  Die  Relationen  der  llnterdeterminaiiten 
geben  dann 

•)  Der  Abscliuitt  dos  letzten  Kapitels  „Ueber  die  Ordnung  eines 
.Systems  von  Gleichungen“  beweist,  dass  eine  syinmetrische  Determi- 
nante von  p lleihen  und  Zeilen , deren  Klemente  s.'linmtlich  Kunctioucn 
der  »i''"  Ordnung  in  den  Veränderlichen  sind,  eine  Fläche  von  der 
Ordnung  dnrstellc,  wclehe  \p  {p* — 1)  »■’  Doppelpunkte  enthält;  dass 
somit  die  Hess  o 'sehe  Flüche  für  eine  Flüche  »'"■  Ordnung  stets  10  (n— 2)^ 
Doppelpunkte  enthält.  Die  Vergleichung  mit  dem  hier  Folgenden  ist 
von  Interesse. 

**)  Vergl.  „.lourn.  f,  Math.“,  Bd.  LIX,  p.  193. 
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«32^31  + “42^^41  = 0 • 
"33^31  "I"  “43  ■^‘^41  ^ ’ 

'*34 -^^31  "I"  “44-^41  ~ > 

Diese  Gleichungen  können 


“31  ^32  *H  “41^42  ~ 0. 

I,\  "32  ^‘^32  “f"  “42^42  ~ 

*'33-^32  "t"  *'43 -^42  ~ 0, 

«34^^32  + “44-^42  = 0- 

Allgemeinen  nur  bestehen  für 


2)  H = 0,  = 0,  = 0,  /Tsj  = 0,  /f«  = (): 

Ausnahmen  bilden  nur  die  Fälle,  in  denen  jedes  der  Systeme 
a),  b)  sich  auf  ein  Paar  von  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
vier  letztem  Grössen  reduciert,  bei  deren  einer  wenigstens  rechts 
nicht  Null  steht;  diess  kann  nur  für 


3)  “33  0>  U34  = 0>  *^41  ~ 0 

der  Fall  sein.  Es  müsste  denn  H = 0 sein , und  jedes  der 
Systeme  a),  h)  sich  auf  eine  Gleichung  reducieren,  was  nur 
möglich  ist,  wenn  eine  Grösse  ä sich  so  hestinmien  lässt,  dass 

4)  "31  = ^“41  > “32  ~ ^“43.  U33  = ^"43’  “34  ~ ^“44 

wird. 

Von  den  drei  Möglichkeiten  gemeinschaftlicher  Lösungen  cnl- 
spricht  der  ersten,  hei  welcher  die  Gleiclmngeu  3)  bestehen,  die 
Anzahl  [n  — 2)^  einfacher  Lösungen  der  GIcielumgen  A,  ohne 
eine  gemeinsame  Lösung  von  1). 

Denn  wenn  das  gleichzeitige  Bestehen  der  Gleichungen  1) 
durch  das  Wrschwinden  von 


“11. 

«12- 

«13' 

«14 

. yi 

“12- 

«22  • 

«23. 

«24 

. Vi 

0 = 

«13  • 

«23- 

«33. 

«34 

. Vi 

«11  > 

«24- 

«3|. 

»44 

• Vx 

V\  . 

Vs  . 

, Ü 

ersetzt 

w ird , 

so  zeigt 

die 

aus 

3)  entspringende 

"11. 

«12- 

«13. 

«14 

yi 

«12- 

«22  • 

«23. 

«24 

0 = 

«13  • 

«23  > 

0 , 

0 

ys 

«14- 

«24  > 

0 , 

0 

Vx 

’J\  - 

. 

y.3  . 

.»/4 

0 

dass  nur  die  r.oeflicienten  von  y,®,  y.^,  verschwinden. 

28 J.  Den  Gleichungen  4)  entspricht  das  Verschwinden  von 
//„,  //j3,  //jj,  .so  dass  mir  von  Null  ver- 

schieden bleiben;  die  Elimination  der  .r  aus  4)  gieht  eine  Re.sul- 
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tante,  welche  für  die  Coefficienten  jeder  der  (ileichuiigcn  vom 
Grade  (n  — 2)^  also  für  die  Coeffioienten  von  u und  für  ü vom 
Grade  4 (n  — 2)*  ist,  d.  h.  sie  gehen  4 («  — 2)'^  Werlhsysleme 
der  X.  Dieselben  gehören  aber  überdiess  den  Gleichungen  A) 
mehrfach  an.  Denn  wenn  man  die  Differentiale  von //,,, //,2 
bildet,  indem  man  etwa  in  & die  Grössen  y^  durch  Null  er- 
setzt, so  dass 

0 = _ {//,,!/,*  -f  -f- 

wird,  und  d0  bildet,  so  entspringt  mit  Rücksicht  auf  4) 


«n. 

«,2 

d«,3. 

«u. 

y\ 

«11  > 

«12- 

«13- 

d«1,, 

«12, 

«22, 

rf»j3. 

«2,. 

’Jz 

«12 , 

«22  > 

«23- 

rf«2|. 

Vz 

"13  • 

«23  , 

d«33 , 

«34  • 

0 

+ 

«13  > 

«23, 

«33, 

'/«34  • 

0 

»u. 

«24, 

d«33. 

«41  • 

0 

«,,, 

«24, 

«34, 

l/«41. 

0 

Vx  , 

.'/2  , 

0 , 

0 , 

0 

.'/l  , 

’Ji  . 

« , 

0 , 

0 

«12, 

d«l3 

> 

«14, 

’Ji 

«12- 

«22, 

<I"Z3 

«24  , 

Vz 

«13  > 

«23 , 

<‘»33 

. 

«34- 

0 

0 , 

0 , 

•'»A3 

<‘»33 
k ’ 

0 . 

0 

?/l> 

.V  i , 

0 

* 

0 . 

ü 

l«ll, 

«12, 

«13- 

<‘»iA 

, 

’Ji 

, «12 , 

«22 , 

«23 , 

<‘»Zi 

* 

’Jz 

«13> 

«23, 

«33 , 

<'»3A 

0 

0 . 

0, 

0 , 

<‘»AA  — 

<‘»3i 

k ’ 

0 

’Ji  > 

?/2  , 

0 , 

0 

f 

0 

“ll  > *‘l2>  "l3* 

«12 , «22,  «23,  J/o 

*93»  ”23'  *'33  > 

\Ux  ’ Vz  ’ 0,0 

Die  DifTcrcnlialien  von  //,,,  //,2  unterscheiden  sich  also 

für  die  Gleichungim  4)  mir  durch  einen  Factor  und  die  drei 
durch  r,leichselziing  dieser  Grössen  mit  Null  dargestclitcn  Oher- 
llächen  h-iheii  in  jedem  den  4)  eiiLsprechenden  Schnittpunkte  eine 
gemeinsame  Tangentenchenc;  daraus  folgt,  dass  diese  Punkte 
vierfach  zu  zählen  sind,  da  in  einem  Rerührungspnnkte  dieier 
Flächen  im  Allgemeinen  vier  Schnittpunkte  derselben  znsammen- 
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fallen.*)  Die  Gleicliiingen  4)  vertreten  also  16  (n  — 2)®  gemein- 
srliaftliehe  Punkte  iler 

Wenn  weder  die  Gleiehungen  3)  noch  die  4)  stattflnden,  so 
geben  die  letzten  Gleichungen  der  Systeme  a) , h) 


".3  = 

= 0, 

Jf'23 

= 0. 

y/,4  = 

0, 

U,, 

also 

jf  = 

= 0; 

also 

kann  man  zu  1 

a),  b) 

noch 

hinzufügen 

+ » 

3i^^34 

= 0, 

i‘i3^h\ 

+ 

«3,//, 

"43 

+ II 

iAu 

= 0, 

“43^^31 

+ 

»ilfly 

so  dass  nothw 

endig 

^33 

~ 0, 

’ -^31 

= 0, 

= 0 

sind,  d.  h.  sämintliche  //,*  verschwinden,  l'ud  die  Anzahl  solcher 
Lösungen  ist 

= 27  («  — 2)*  — (n— 2)-''  - IG  [n-2f  = 10  (n  — 2)’: 
also  spcciell  für  Flächen  dritter  Ordnung  = 10. 

2S2.  FCben  für  diese  kann  die  Gleichung  der  zehn  Knoten- 
punkte in  Ebeneucoordinatcn  leicht  aufgestellt  werden.  Sind 
p, , v.^,  P3,  »4  die  Coordinaten  einer  durch  den  Knotenpunkt 
a", , aTj , aTj , a-,  gelegten  Ebene , so  ist 

5)  i',a-,  + TjXj  -f  P3.T3  + »4X4  = 0. 

Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  den  zehn  Quadraten 
und  I'roducten  der  x,  so  erhält  man  zehn  in  den  Productcn 
.TiXuX/,  lineare  Gleichungen  und  kann  aus  ihnen  zu.satninen  mit 
den  zehn  in  den.selben  Grössen  linearen  Gleichungen  //,*  = 0 
die  zwanzig  Grössen  eliminieren.  Die  ent.springende  Deter- 

minante ist  das  Product  der  Gleichungen  der  zehn  Knoten[)unkte. 

Setzt  man 

»I  = «I  + (j  = 1,  2,  3,  4), 
wo  die  n,  h beliebige  Gonstanten  sind,  so  dass  nach  r») 

hjX,  63X3  + 64^4 

ist,  so  verwandelt  sich  jene  Gleichung  in  eine  Gleichung  zcimten 

*)  Wir  woltcii  bemerken,  dass  tlio  drei  Tangentenpanre  der  Setmitt- 
eiirven  der  i;emoinschnftlicbcn  Tangeiiteiicbcne  mit  den  Flächen  ein 
iiivuIutoriKclics  tliisetiel  bilden,  dusaen  Itoppelstralileii  den  miigliclien 
stationären  Heriilintngen  entsprechen. 
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Grades  für  A, 

6)  F(i)  = 0, 

deren  Wurzeln  vorläufig  durcli 

^173'  ^124 > ^125 > ^13J>  ^13S>  ^145>  ^234 > ^235 • ^24i>  ^345 

bczeiclmet  werden  _ mögen. 

Für  |u  als  einen  unbeslininUcn  Factor  hat  man  zugleich 
7)  (ca:,  = /',  (A) , ftXj  = t*^3  = /s  (A) . f*4r^  ~ f\  (^)- 

Sic  i.sl  auilösbar  mit  ililfc  einer  Gleichung  fünften  Grades. 
Ihre  Eigenschaften  geben  geometrische  Eigenschaften  der  Fläche 
dritter  Ordnung  wieder. 

Ist  X einer  der  zehn  Knotenpunkte,  so  ist  die  Gleichung 
seiner  Polare 

ZSu'ikXiXk  — 0, 

wenn  u'ik  das  bezeichnet,  was  durch  Substitution  der  Coordinaten 
von  x'  aus  «,/  hervorgeht:  diese  Polare  ist  ein  Ebenenpaar,  weil 
die  aus  den  i/,a  zu  bildenden  Partialdcterminanten  sämmtlich  ver- 
schwinden, so  dass  stets 

I:£unXiX^={a^x^+aJXJ+aJX3+a^x^)  (ß,x^+ß^.i+ß3X3+ß^x^) 
ist;  da  für  die  Schnittlinie  iles  Ebenenpaars  die  DilTerentialquo- 
tienten  links  wie  rechts  nach  sämmtlichen  x verschwinden,  so 
bestehen  die  auf  zwei  verschiedene  zurückkommenden  vier  Gleich- 
ungen 

8)  -f  m',3.T3  -f  u,^x^  = 0, 

die  Gleichungen  der  dem  Knotenpunkte  entsprechenden  Geraden. 
Diess  giebt  den  Hauptsatz  des  Artikel  279- 

In  jenen  Geraden  liegen  aber  selbst  Doppelpunkte  der  Fläche 
H = 0.  Der  durch  die  Gleichungen  7)  nicht  völlig  bestimmte 
Punkt  X lässt  sich  so  wählen,  dass  für  ihn  seihst  sämmllicbe  ffn, 
verschwinden,  oder  dass  die  symmetrische  Determinante  0 des 
Artikel  280  unabhängig  von  den  Wertheu  der  y gleich  Null 
wird.  Multipliciert  mau  die  Determinante  6 mit  dem  Quadrate  von 


*1» 

x'3. 

ar'4. 

0 

Pl  • 

Pi  . 

Pi  . 

Pi . 

0 

9i  - 

y -i  . 

'/i  • 

9i  • 

0 

»•i  • 

r-i  , 

'•3  • 

'•4  - 

0 

0 . 

0 . 

0 , 

0 . 

1 

wo  die  p,  q,  r Conslanten  sind,  für  welche  D nicht  verschwin- 
det, so  erhält  man  für 

Sftiraon,  Anal.  Groiu.  d,  ISnumi's.  II.  20 
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II, = SSuikPiqk,  y,,  = y,p,  + + J'.i/'.i  + V\Vi’  <*«■• 


0 , 

0 

. 

0 , 

0 , 

yJ 

ü , 

It 

U,„i , 

Vp 

0 . 

ti 

t 

’Ji 

0 , 

u 

ftr  > 

f 

«rr  . , 

Vr 

yx', 

Vp  • 

Vq  - 

*/r  . 

0 

u,,p 

, «p? 

1 

(yxT 

1 

"P9 

, tigr 

» ^qr 

1 

1 

Upr 

, tigr. 

. Vrr 

d.  h.  man  erlirdt  bei  Gelliing  der  Glcirliiingen  8)  die  ErlTilliing 
sämintliclier  Gleicliimgcn  //,*  = 0 für  die  Gleichlicit  der  lelzt- 
gescliriebenen  lieterniiiianle  mil  Nidl  für  Indiebige  Werlhe.  vftii 
p,  q,  r.  Da  jene  beiden  linear  sind  und  diese  vom  drillen  Grade 
ist,  so  genügen  ihnen  drei  Werlbsysleme,  d.  h.  es  gieltt  auf  jeder 
der  zehn  Geraden  drei  Knoten|iimkle.  Aneb  muss  ,r'  naeli  8)  auf 
der  dem  Knotenpunkt  x enispreelienden  (H'raden  liegen,  mithin 
auf  allen  drei  Geraden,  welrhe  den  so  eben  bestimmten  l‘unklen 
entspreeben.  Denken  «ir  das  r.oordinalen-Telraedcr  so  gewäldG 
dass  für  den  Knotenpunkt  a-,  = a-,  = a-,  = t)  und  für  die  ent- 
sprechende Gerade  x^  = x^  = 0 ist,  so  kann  man  die  zehn 
Gleicliungen  //,*  = 0 durch  das  System 

9)  (/,*  = a,j3*  -f  |3,  of*. 

ersetzen,  «o  a,  ß Gunslaiilc  und 

or,ar,  -|-  a,,x^  -f  a.,a-3  -|-  «,*4  = 0, 
ßi^i  + + ßs^:i  + = 0 

die  Gleicliungen  «ler  Ebenen  sind,  in  welche  ilie  Ihdare  des  ans 
8)  gefnndeneii  Knotenpunktes  zerffdll. 

Darnach  liegen  dann  auf  den  durch  einen  Knotenpunkt  a 
gebenden  Geraden  im  Ganzen  sieben  Ihinkle  und  die  zugehörige 
(ieradc  o enthfdt  die  drei  übrigen  denken  wir  iliinm  die 

(Jcradeti  ß,  y,  d entsprechend,  so  gehen  durch  h,  c,  <l  noch  je 
zwei  andere  Gerade,  die  zu  zweien  auch  durch  die  ausser  a auf 
ß,  y,  ö liegenilen  Dunkle  gellen.  Die  ilurcli  b gehenden  Geraden, 
weh  he  den  auf  ß liegenden  Dunklen  eiilsprerhen , dürfen  die 
Linie  ß selbst  nicht  li'elfeii,  jede  von  ihnen  geht  durch  einen 
Dimkl  in  y und  einen  in  d,  so  dass  beide  zusammen  beide  Dünkte 
von  y und  beide  von  6 IrelTen.  Ebenso  IreOen  die  durch  c gehen- 
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(len  Geraden  die  Piiiikle  von  ß und  d,  die  diircli  d •'eilenden  die 
Punkte  von  ß und  y.  So  enlslelieu  drei  vollständige  Vierecke, 
gebildet  aus  je  zweien  der  (ieraden  ß,  y,  8 und  aus  je  einem 
der  dureli  b,  c,  d gehenden  Paare;  zu  ihnen  treten  daun  noch 
zwei  eben  solche,  die  durch  er  gehen  und  von  den  durch  h,  c,  d 
gehenden  andern  Geraden  iinincr  je  eine  enthalten.  Sie  bilden 
das  Pentaeder. 

Sind  1,  2,  3,  4,  5 die  Ebenen  desselben,  so  sind 

123,  124.  125,  134,  135.  145,  234.  235.  245.  345 
und  45.  35.  34,  25.  24,  23.  15,  14,  13.  12 
die  entsprechenden  (2cken  und  Kauten.  Jene  entsprechen  den 
Wurzeln  der  Gleichung. 

283.  Die  Eigenschaften  dieser  Gleichung  ergeben  sich  dar- 
nach mit  Leichtigkeit. 

Dczeichnen  A',  A",  A'"  drei  Wurzeln  entsprechend  drei  Punk- 
ten derselben  Geraden  und  A die  Wurzel  für  den  entsprecheudeii 
Punkt,  so  finden  zwischen  den  Cooidinalen  eines  der  ersten  drei 
Gleichungen,  zwei  lineare  und  eine  eubische,  statt,  deren  Gnef- 
licienten  nur  von  den  zu  A gehörigen  Goordinaten  abhängen.  Ver- 
bindet man  etwa  die  zu  A'  gehörigen  drei  Gleichungen  mit 

0 = -f  A' (ö,x,'-J-6^X2'-Pi.,X3'-l- V/) 

und  eliminiert  x,',  x^',  x/,  x,',  so  erhfdt  man  für  A'  eine  cubi- 
sche  Gleichung,  deren  Wurzeln  A',  A",  A'"  sind;  ilxe  Coefficienten 
häugen  von  den  Goordinaten  von  A oder  ihren  Verhältnissen  ab 
und  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Gleirhungen  7j  durch  A ausdrücken. 
Mau  kann  also  alle  symmetrischen  Verbindungen  von 
A',  A".  A'"  als  rationale  Eunctionen  von  A darstellen, 
lind  ebenso  für  die  neun  übrigen  Gombinationen  die- 
ser Art.  also  jede  symmetrische  Eunction 


von 

^123  > ^121  • ^12.% 

durch 

^31.-.  • 

von 

^134 > ^135>  ^132 

durch 

^245» 

endlich 

von 

^351  > ^352'  ^.151 

durch 

^124 

und 

von 

^4M  • ^452  > ^453 

durch 

^123- 

Ist  dann 

A’3  - A'^<p  (A)  -f  A>  (A)  - z (A)  = 0 
die  eubische  Gleichung  von  den  Wurzeln  A',  A",  A'",  so  besteht 
eine  ähnliche  Gleichung,  die  ebenfalls  A'  zui'  Wurzel  hat,  für 
jedes  A,  dessen  entsprechende  Gerade  durch  den  zu  A'  gehörigen 

26* 
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Punkt  gebt;  solcher  Geraden  gieht  es  drei  und  wenn  A,  A, , Aj 
■ die  entsprechenden  Wurzeln  sind,  so  gelten  auch  die  Gleichungen 
A'-' - A'V  (A.)  + A>(A,)-z(A,)  = 0. 

A'3  _ A'V  (Aj)  + ih)  - X ih)  = 0. 

Aus  ihnen  beslininit  sich  A'  voilsländig,  denn  es  gieht  nur 
einen  Punkt,  welcher  auf  den  drei  zu  A,  A, , A.^  gehörigen  Gera- 
den liegt.  Man  erbäit  aber 

A'  = i2(A.  A,,  Aj). 

wo  ß eine  rationale  symmetrische  Function  ist,  d.  h.  jede  Wur- 
zel der  Gleichung  6)  ist  eine  rationale  symmetrische 
Function  von  drei  andern. 

Wenn  nun  <p  eine  symmetrische  Function  von  vier  Argumen- 
ten bezeichnet  und 


Vt  = 

9 

(^234' 

^235» 

^245  ' 

^345)’ 

Vi 

= 9 

(^134  • 

^135  ■ 

^145' 

^345)  • 

Vz  = 

9 

(^124’ 

^125> 

^145* 

^245) • 

y* 

= 9 

(^123> 

^125  • 

^135  > 

^235)  > 

Vb  = 

9 

(^I23> 

Aj24. 

^134» 

^234)’ 

so  können  mit  Hilfe  des  vorletzten  Satzes  diese  Grössen  y trans- 
formiert werden ; man  kann  z.  B.  y^  ebensowohl  als  eine  symme- 
trische Function  von 

^234-  ^235  unJ  zugleich  von  A^is,  Aj^j, 

als  von  Aj3^,  A243  und  zugleich  von  A235,  A343 

und  von  A234,  A343  und  zugieich  von  A243,  A235 

ansehen,  also  nach  jenem  Satze  als  eine  symmetrische  Function 
von  A431 , A231 , von  A331,  A42J,  von  Aj^j,  A34J, 

so  dass 

y^  = Sl  (A45J  , A23,)  = (A351 , A,2|)  = Sl  (Ajsi  , A34,) 

und  somit 

3j/|"  = •ß"(^451>  ^23|)  "J"  •^''(^35l*  ^421)  + ■^"(^25l>  ^34l) 
ist.  Ebenso  findet  man 

31/2"  = '^"(^152>  ^234)  "I"  *^"{^124'  ^23&)  "l"  ^"(^I2S>  ^24s)'  UtC. , 

3ys"  = •^"(^345  ' ^42s)  + ^"(^245>  ^ISs)  + ■^"(^145*  ^23s) 

und  daraus  die  Summe 

6(y,"  +^2"  + ...  + y,-) 

==  Sl”  (A,23,  A,4j)  -J-  Sl"  (A,23,  A245)  -|-  Sl”  (A,23,  A343) 

+ 52"  (A,24,  Ajjj)  -j-  ii'*(A,2j,  A335)  + .J2"(A,2,,  A435) 

+ (^345’  ^312}  + (^344  > ^412)  "l"  (^345  > ^Siz)’ 
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in  welcher  sich  die  Zeilen  der  rechten  Seile  nach  eben  jenem 
Salze  als  je  eine  symmetrische  Function  von  A,jj,  etc.  er- 
geben, so  dass  die  ganze  rechte  Seile  auf  rationale  Weise  durch 
die  CoerOcienlen  der  gegebenen  Gleichung  ausdrückbar  ist.  Da 
nun  also  die  Potenzsiiminen  der  y sich  für  jedes  durch  be- 
kannte Grössen  ausdrücken  lassen,  so  kann  man  stets  eine 
Gleichung  fünften  Grades 

10)  f{y)  = y»  — A,/  -I-  Bt/ — Cy-^  Jr  Dy  - E 

aufstellen,  deren  Wurzeln  y, , yj,  yj,  y,,  y^  sind.  Nach  Auf- 
lösung derselben  sind  aber  sämmlliche  Wurzeln  il  der 
Gleichung  zehnten  Grades  6)  bekannt.  Denn  man  kann 
fünf  Gleichungen 

— + — + J,  = 0, 


-7,^  + h = 0 

bilden  von  den  rcs|iecliven  Wurzelgruppcii 

^234>,  ^3&«  *215'  ^345>  ^134'  ^135>.  ^145>  ^345’ 

^123'  ^124'  ^134  > ^34  • 

um  z.  B.  die  « zu  berechnen,  bildet  man  die  Summe 

«»  = y,"«i  + y,"«o  + y3"a3  + y,’*«,  -f-  ys'«5, 
in  welcher  jedes  Glied  eine  symmetrische  Function  derselben  ,4rl, 
wie  vorher  q>  ist,  so  dass  sich  die  Summe  wie  vorher  die  aller 
y"  <lurch  die  Coeffleienten  der  gegebenen  Gleichung  ausdrückt 
und  man  also  erhält 

«0  = “i  + «2  + «3  + “4  + «»  ’ 

«1  = "iVl  + “2^2  + “sy3  + «4^4  + “5^5  . 

«4  = “iyi‘+  "2^2*+  “zPs*  + “4y4*+  "iVb*’ 

Gleichungen,  deren  linke  Seiten  sich  durch  bekannte  Grössen 
rational  ausdrücken  lassen.  Mittelst  derselben  drückt  man  die  a 
durch  die  y un<l  die  CoefQcienten  der  gegebenen  Gleichung  aus; 
durch  ähnliche  Systeme  die  ß,  y,  ä.  Man  kann  also,  wenn 
sämmtliche  Wurzeln  von  10)  bekannt',  die  fünf  gedachten  Gleich- 
ungen bilden  und  ihre  Wurzeln,  d,  li.  die  sämmtlichen  Wurzeln 
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der  (lleicliiing  zeliiileii  Crades  lu'sliniinen , da  je  zwei  von  iimcn 
s(ets  eine  und  mir  eine  geinein^ainc  Wurzel  haben. 

284.  Sind  nun  x,  x’,  x"  drei  in  einer  Geraden  gelegene 
kiiolen|iunkle,  so  lial  man  nach  9)  rulgendc  drei  Sysleme  von 
zelin  Clcitlmiigen 

«1*  = K.ßk  + ßi«k,  l‘ik  = «ißk  + ßi'ok, 
t‘ik  = O,  ßk  + ßi  «A-  . 

in  denen  die  «,  ß die  Goordinalcn  der  drei  Ehenenpaare  sind, 
in  welclie  die  Polaren  der  Punkte  x,  x',  x"  zerfallen.  Pa  diese 
Pnnkle  aber  in  einer  Geraden  liegen,  so  giebl  cs  l'actorcn  ft,  p',  p", 
so  dass  für  jedes  i 

fiXi  + ft  Xi  + fl  Xi  — 0 

und  somit,  da  die  it,*  lineare  Functionen  der  x sind,  amdi 

p«,A  + fl'llii  + p"lt,t"  = 0 

ist.  Setzt  man  liier  die  Wertbe  von  un,  etc.  i-in,  iimlli|iliciert 
die  Gleichung  mit  den  laurenden  Coordinaten  A'iA'a  und  smnuiiert 
nach  I und  Ar,  so  erhält  man  für 

yi  =±:  tif|  W|  + a.jA’j  -|-  «jA'j  + "i'^’i  = 0* 

B=  ß,A’,  + ß,.Y,  + ß:,A^  + ^,.V,  0, 

etc.  als  die  Gleichungen  der  Ebenen , in  «eiche  die  Polaren  zer- 
lällcn, 

11)  ft  Aß  + fi'A'ß'  + fi"A''ß"  = 0, 
welche  für  alle  Wertbe  der  X bestehen  muss,  also  eine  der 
gegenseitigen  Lage  der  sechs  Ebenen  zukommende  Eigenschaft 
ansspricht,  ln  der  That  kann  man  ans  ihnen  mit  Ueachtiing 
dessen,  was  man  von  dieser  Lage  schon  weiss,  drei  lineare  Aus- 
drücke E,  F! , Ff'  so  hestiminen,  dass 

AB  Z--  ft'E'"‘  — ft"E’^,  A'B'  = p"i.'  — fiE"^, 

A"B"  = ftE‘  — fi'E'^ 
ist,  oder  darf  setzen 

A = FT  /xt'  ■+•  Ff  /«",  B = K"  /t,'  — E'  y'ü", 

yf  = E /«"  -f  E’  , B'  ==  E ]/7'  — E' 

A"  = E j/iT  + E j/7,  E‘  = E l/xt  — E y'7, 

d.  h.  man  hat  den  letzten  Satz  des  .\rtikel  279. 

Man  kann  die  Goeflicienten  der  A’ und  x so  bestimmen,  dass 
in  ibnen  nur  Summen  und  Ilin'ercnzcn  deP  E erscheinen.  Setzt 
man  dann 
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A'""»  = 


+ 


.SO  oiiiitll  mau  aus  '.))  das  System  der  zehn  ('•Ieielmu(,'eu 


m .33  ^ 
tk  I 4 


134  134 
® f 


12) 


'■k  ■'i  ’ 

\ 

in  welchen  die  a coiislante  Facloren^  bedeuten  und  stets 
xf'  = - a,f“^  etc. 

ist,  überdiess  aber 


tk  t k t k 

so  gebildet  ist,  dass  [aßyöe]  eine  positive  I'ermiitatiou  der  Reihe 
(1  2 3 4 5)  ist. 

Sie  sind  aus  vieren  unter  ilmeu,  die  vermöge  der  passenden 
Auualmic  der  absidulen  Wertbe  der  c angenommen  werden  kön- 
nen, bestimmt  diircb  die  in  den  (lleicimngen 


13) 


.ry 


+ o' 


(t.id 


n.i^ 

X, ' 


+ 0 


„“.t* 


= 0 


gegebenen  Bedingungen,  dass  /ebnmal  drei  Punkte  x in  einer 
(leraden  liegen. 

Dass  die  a diesen  Gleiebungen  gemäss  bestimmbar  sind, 
zeigt  folgende  Bctraclilung.  Man  kann  die  absoluten  Wertbe  der 
X so  bestimmen,  dass  unabbiingig  von  den  Wertben  der  z 


*1  • 

^•2  . 

*3  • 

*4  1 

ej“. 

<•3". 

c,“! 

r./. 

C./, 

e/. 

c./. 

r ^ 

C3  , 

<■4^; 

womit  zugleicli  die  obige  Bedingung  erlTillt  ist,  dass  dureb  Ver- 
taiisebung  zweier  Indices  die  Coordinaten  eines  Punktes  x ihr 
Zeichen  ändern  sollen.  Dann  aber  reducieren  sich  die  Gleichun- 
gen 13)  auf  die  für  alle  : erfüllte  Relation 


a 

‘•i  • 

c<‘ 

e/ö"'"''' 

+ c/o“'"'’ 

+ 

a 

^3  • 

C<‘ 
‘3  ’ 

+ r/0“^" 

+ 

a 

S ’ 

*^3  ’ 

+ 

+ 

a 

C,  . 

c'* 

*^4  ’ 

-1-  r/o“'''’ 

+ 

t nfit 

C ‘ . 

f ai* 

C^0‘  , 

^ e Qiit 


= 0. 


Diese  erfordert  die  Voraussetzungen 
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14) 


a“-''’'  -=  t"  . t'*.  t’', 


. i = 0. 

Damit  sind  die  alisolulen  tVerllie  der  x liis  auf  einen  in  ilen 
t eiillinllenen  allen  gemeinsamen  FacUn-  fixiert  und  ebenso  kön- 
nen die  c nur  noch  die  Quadratwurzel  dieses  Factors  enthalten. 
Die  Polare  von  x"‘^^  geht  in  die  Form 

(r*'”  -F  r‘")  (r“’*  — r'*’)  = o 

über:  diese  beiden  Ebenen  sollen  die  Ebenen  F heissen,  nnd  wir 
wollen  ebenso  die  Ebenen  G,  ff,  J diejenigen  nennen,  deren 
Gleichungen  in  den  Formeln 

pi>)  ^ ^ pCi)  _ f)  _ 

^ p(^}  ^ ^ pi^i ^ 

/’('>  p<^^  ^ /’(■'>  + /-’<•’’>  = Q 

respectivc  enthalten  sind.  Dann  erhält  man  die  von  C.lehsch 
zuerst  ausgesprochenen  Sätze: 

Solche  6 Ehcnen  F,  in  welche  die  Polaren  dreier 
in  einer  Geraden  liegenden  Knotenpunkte  zerfallen, 
schneiden  sich  viermal  zu  drei  in  einer  Geraden  f\ 
solcher  Geraden  giebt  es  40,  jede  der  Ebenen  F ent- 
hält 3 Paare  derselben.  Betrachtet  man  zwei  durch 
eine  Gerade  f gehende  Ebenen  F als  zugeordnet  har- 
monisch, so  geht  die  der  drillen  zugeordnete  vierte 
harmonische  immer  durch  eine  von  60  Geraden  g,  in 
welcher  die  m i t d e r d r i 1 1 e n i n e i n e r P o 1 a r e v e r e i n i g l e 
Ebene  F von  der  durch  die  Doppellinien  derjenigen 
Polaren  gelegten  Pcutaederfläche  geschnitten  wird, 
welche  in  den  beiden  einander  z iigcor  d n e len  Ebenen 
des  harmoniseben  Büschels  liegen.  Diese  60  Gera- 
den g liegen  in  den  40  Ebenen  G,  jede  in  zw  eien  der- 
selben; je  vier  Ebenen  G gehen  durch  jede  Ecke  des 
Pentaeders,  und  je  zwei  solcher  vier,  die  mit  einer 
Ebene  F und  einer  Ebene  E sich  d u r c ii  s c h n c i d e n , 
hilden  mit  einander  ein  harmonisrhes  Büschel.  Die 
Ebenen  G werden  ü h e i- d i e s s von  den  Ebenen  E in 
80  Geraden  h geschnitten,  durch  welche  ausserdem 
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noch  immer  zwei  der  -40  El)eneii  U gehen;  und  4 so 
durch  eine  Gerade  h gelie  iidc  Ebenen  bilden  slels  ein 
harmonisches  Uüscliel. 

Es  schneiden  sich  ISOmal  zwei  Ebenen  G in  einer 
Ebene  f.  Die  vierte  harmonisclie  zu  solchen  3 Ebenen 
geht  immer  durch  eine  von  60  Geraden  i,  in  denen 
sich  zwei  Ebenen  II  mit  zwei  Ebenen  F schneiden; 
und  zwar  gehen  durch  jede  Gerade  i vier  Ebenen  der 
gedachten  Art,  die  zugleich  immer  mit  einer  Ebene  II 
und  den  beiden  Ebenen  F ein  harmonisches  Büschel 
bilden;  auch  bilden  die  zwei  Ebenen  F immer  mit  den 
zwei  Ebenen  n selbst  ein  barmonisches  Büschel.  Die 
Geraden  i,  f bilden  mit  den  Kanten  des  Pentaeders 
das  vollständige  System  d e r S c h n i 1 1 1 i n i e ti  d e r E h e n e ii 
F.  Die  Ebenen  II  werden  von  den  Ebenen  E ausser 
in  den  h in  40  anderen  Geraden  k geschnitten,  die 
zugleich  unter  den  Durchschnittsiinien  der  Ebenen  J 
sind,  und  zwar  bilden  solche  durch  eine  Gerade  k 
gehende  vier  Ebenen  immer  ein  harmonisches  Büschel. 
Diese  Ebenen  / durch  sch  neiden  sich  ausserdem  noch 
in  80  Geraden  l,  deren  jede  zugleich  einer  der  Ebenen 
f u n d einer  der  E b e n e n G a n g e h o r t , welche  dann  mit 
den  durch  die  Schnittlinie  gehenden  Ebenen  / ein 
harmonisches  Büschel  bilden.  Auf  jeder  Ebene  F 
liegen  vier,  auf  jeder  G zwei  dieser  Geraden. 

285.  Endlich  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  12)  die  Dar- 
stellung der  Function  u als  Sutnme  von  fünf  Guben.  Bestimmt 


fünf  Grössen  w so. 

dass 

sie  für 

alle  z 

> 

*^3  > 

g“’ 

15)  = 1 

i ; 

c-r. 

*^3  > 

1 

1 jh) 

Cj  , 

o/' 

machen,  so  nehmen  die  Gleichungen  12)  mit  Rücksicht  auf  14) 
die  Form  an 


16) 


“.*1 , 

W*4'2  • 

WIA3  » 

Cl 

(I) 

C3  , 

Cl 

(*) 

f 

Cjj  , 

(3) 

* 

» 
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wo  m einiMJ  nnbesüiimUcn  Faclor  bedoutcl.  Sicbl  man  in  diost-n 
(dcicbnngni  die  firüsscn  c als  bekannt,  die  ii  als  unbekannt 
an,  so  muss  sich  immer  als  lineare  l''nnclioii  von  e,c*  dai'- 
slellen,  ebenso  auch  von  c,c>s  und  von  und  zwar  können  bei 
jener  Darstellung  die  Coeflicienteii  nur  nodi  vom  Index  li,  bei 
der  zweiten  von  k,  bei  der  dritten  von  i abhängig  sein,  üiess 
ist  nur  möglich,  wenn  die  Form  annimmt 

17) 

Durch  Finrübrung  in  16)  erhält  man 

(4)  (41  (4)  (4)1 


^(4)  (4)  (41 

e Ci  ('k 


(I) 


I C, 


|3) 


(5)  , (V) 

1 * ^2  • ^3  » *1 


'’i 


d» 


+ <y  ’ er' CÜ 


II)  II) 


„ (0  1 

» ^2  * 

C.J  , c, 

..  II)  1 

» ^2  * 

C'i  t e, 

. e./>, 

f.  (■'-)  ' 

C.l  - ' 4 

r'"'  ' 

(I) 


(3l 


(3) 


e., 


(3) 


^ (3)  „ (3) 

Ci  I c 1 


etc.,  oder  nach  15) 


9 Ci  'Ck 


w 


(5)^(5)^.  (5) 


)/»  ' 


H)  <•'>) 

• m '■ 


lur  alle  Wertbe  von  i und  k,  d.  h. 


JO  , 


(5)  , («) 

— ü' ' = - — , etc.,  9 — — - 

m III 


(ir) 


_ .\us  17)  erhält  man  .somit,  indem  allen  DIeiebnngen  16)  ge- 
lingt ist. 


1 V*  lö)  l<c)  |C*I  I“) 

IC|47i  ' — IC  Vi  Ck  Ck 

m 


und  durch  .Multi|dicalion  mit  Xi,  Xk,  x/,  und  Snmmienmg  nach 
I,  h,  k 


6 »I  ’ 


die  Darstellung  als  Summe  von  rünf  Cuben.  /.wischen 


den  Innf  Gnössen  E bestellt  eine  lineare  neziebiing,  denn  indem 


man  in  1,5)  die  Subslitntion 


.0)  .41)  .12)  W2) 
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vtillxiclil , verscliwinilcl  di«  r«(Iil«  Seile  der  (lleielinng  und  hleiliL 

0 = 

(Ver"l.  Artikel  27G.) 

286.  4Vir  gehen  in  der  am  Knde  des  Artikel  279  ahgehrnelie- 
nen  üelraditnng  dei'  Kigenseharten  der  Flädie  dritter  Ordnung 
weiter. 

Die  Polarehencn  aller  Punkte  einer  Ebene  nm- 
ii  fl  1 1 e 11  ein  c Fläche,  welche  zugleich  der  Ort  der 
Punkte  ist,  deren  Polarflächen  zweiten  Grades  die  * 
gegelienc  Ebene  berfihrcn.  Da  die  l’araniolcr  ini  zweiten 
Grade  in  der  Gleirhiing  der  veräiiderlidien  Ebene  anflreten,  so 
ist  das  l'rohleni  das  ini  2.  Deispid  des  Artikel  27.")  hctraditele 
mul  die  Enveloppe  ist  eine  Fläche  driltcr  Ordnung  mit 
vier  Doppelpunkten,  also  von  der  vierten  k lasse. 

Da  die  Polarebeiien  der  Diirdisdmittspimkte  der  Ebene  mit 
der  Flädie  dritter  Ordnung  seihst  die  Tangenlenehenen  ilersdheii 
in  diesen  l'unklen  sind , so  ist  diese  cnbische  Polarlläche  der  ge- 
gebenen Ebene  der  abwickelbaren  Flädie  eingesdiriehen,  welche 
die  Tangentcnebeiien  der  Flädie  dritter  Ordnung  längs  ihres 
Sdiiiiltes  mit  der  gegebenen  Ebene  erzeugen. 

Die  l'olarebene  irgend  eines  l’nnktes  A des  Dnrdisdmitts 
der  Ebene  mit  der  Ilesse'sdien  Flädie  hernhrt  narb  Artikel  278 
diese  Letztere  mul  ist  daher  eine  gemeinsdianiiche  Tangenleii- 
ebciie  derselben  mit  der  hier  belrachleten  cnhisriien  Polarlläche. 

Da  aber  die  Polarlläche  zweiten  Grades  von  dem  entspredieiiden 
Punkte  B ein  Kegel  vom  Scheitel  A mul  somit  als  die  betrachtete 
Ebene  beriibrend  aiiznsdien  ist,  so  ist  auch  D der  Rerfibrniigs- 
pnnkl  dieser  Polarehene  mit  der  cnbisrhen  l’olariläche.  D.  h. 
wir  erhalten  den  Stein  er 'sehen  Satz:  Die  cnbische  Po  lar- 
fläch e irgend  einer  Ebene  berührt  die  II  esse 'sehe 
Fläche  längs  einer  gewissen  Gnrve.  Diese  Gurve  ist  der 
Ort  der  Punkte  B,  welche  den  Pnnkteii  der  Sdinillcnrve  iler 
ilesse'sdien  Fläche  mit  der  gegebenen  Ebene  entsprechen. 

Wenn  aber  Punkte  in  einer  Ebene 

Ix  -1-  niy  -f-  iiz  -J-  pv  -f-  Qw  = 0 

liegen,  so  liegen  die  entspredieiiden  Punkte  in  der  Fläche  vier- 
ter Ordnung 
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1+  'H+IL  + 

n.v  by  cz 


der  Durdischnill  dieser  Fläche  mit  der  Kernlläclie  isl  von  der 
secliszehnlcn  Ordnung  und  eniliält  die  zehn  Geraden 
X = 1/  = 0.  2 = («  = 0,  etc. 

Die  übrigbleibende  Curve  sechster  Ordnung  ist  daher  die 
Giirve,  längs  welcher  die  cubische  Poiarfläclie  der  gegebenen 
Khene  die  Kernfläche  berührt.  Die  vier  Doppelpunkte  jener  Polar- 
«.  fläche  liegen  in  dieser  Curve,  sie  sind  diejenigen  Punkte,  deren 
l’olarilächen  zwejten  Grades  Kegel  sind , welche  die  gegebene 
Ebene  berühren. 

287.  Wenn  wir  in  der  geraden  Verbindungslinie  zweier 
Punkte  [x'y'z'),  [x'y'z")  einen  Punkt  (x'  + Xx",  y + Ay", . . .) 
willkürlich  annehinen,  so  isl  die  Gleichung  seiner  Polarehene 
von  der  Form 

^11  + »-Pn  + ^''Pn  = 0. 

wenn  P^^  = 0,  P^  — 0 die  Polarebenen  der  gegebenen  Punkte 
darstellen,  und  P,,  = 0 die  Polarebene  des  einen  Punktes  in 
Bezug  auf  die  quadratische  Polarfläche  des  andern  bezeichnet. 
Wenn  inan  A als  veränderlich  betrachtet,  so  ist  die  Enveloppe 
der  betrachteten  Polarebene  olTenbar  ein  Kegel  zweiten  Grades, 
welcher  den  Durchschnittspiinkl  der  drei  bezeichneten  Ebenen 
zum  Scheitel  hat. 

Dieser  Kegel  isl  Tangentcnkcgel  der  cuhischen  Poiarfläclie 
irgend  einer  durch  jene  gerade  Linie  gehenden  Ebene  und  sein 
Scheitel  ist  ein  Punkt  in  dieser  Poiarfläclie. 

Sind  die  beiden  angenommenen  Punkte  entsprechende  Punkte 
der  Hesse’schen  Fläche,  so  verschwindet  P,,  identisch,  denn 
die  Gleichung  der  Polarebene  des  Scheitelpunktes  eines  Kegels  in 
Bezug  auf  diesen  selbst  ist  eine  Identität.  Man  hat  also  den  Satz: 
Die  Polarebene  eines  beliebigen  Punktes  in  der  gera- 
den Verbindungslinie  zweier  entsprechenden  Punkte 
der  Ilesse’schen  Fläche  gehl  durch  den  Durchschnitt 
der  Tangeiitenchcnen  der  Ilesse’schen  Fläche  in  die- 
sen Punkten.*) 


*j  J.  Steiner  sagt  (a.  a.  O.  p.  14t),  dass  cs  100  Oerade  gebe, 
deren  zweite  I’olaro  sich  atif  eine  Oerade  rcduciert.  Der  Satz  im  Texte 
scheint  an  Stelle  dieses  Ausspruchs  treten  zu  müssen. 
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In  einer  beliebigen  Ebene  liegen  drei  gerade  Linien,  welche 
entsprechende  Punkte  der  Ilesse’scben  Fläche  mit  einander  ver- 
binden, denn  die  im  letzten  Artikel  betrachtete  Curve  sechster 
Ordnung  schneidet  jene  Ebene  in  drei  I'aareii  entsprechender 
Punkte.  Somit  enthält  die  ciihische  Polarflächc  einer  Ebene  im- 
mer drei  gerade  Linien.  Wir  werden  aus  der  allgemeinen  Theorie 
der  geraden  Linien  in  Flächen  dritter  Ordnung,  zu  der  wir  uns 
nun  wenden,  das  Nämliche  bestätigen. 

288-  Schon  in  der  Anmerkung,  Artikel  1,  ist  bemerkt  wor- 
den, dass  eine  Fläche  dritter  Ordnung  nothwendig  gerade  Linien 
enthalten  müsse;  wir  sind  jetzt  im  Stande,  die  Zahl  dieser 
Geraden  im  allgemeinen  Falle  zu  bestimmen.*) 

Wir  bemerken  zuerst,  dass  jede  durch  eine  solche  in  der 
Fläche  enthaltene  Gerade  gehende  Ebene  eine  Doppeltangenten- 
ebene der  Fläche  sein  muss,  weil  sie  die  Fläche  in  einer  Gera- 
den und  einem  Kegelschnitt,  d.  h.  in  einer  Curve  mit  drei  Dn[>- 
pelpunkten , durchschncidet.  Somit  sind  die  Ebenen , welche  einen 
beliebig  angenommenen  Punkt  mit  den  geraden  Linien  der  Fläche 
verbinden,  Doppeltangentenebenen  der  Fläche  und  somit  auch 
Doppeltangenlenebenen  des  aus  dem  gewählten  Punkte  an  die 
Fläche  gehenden  Tangentenkegels.  Die  Zahl  solcher  Ebenen  ist 
aber  im  Artikel  271  nach  der  allgemeinen  Theorie  (Artikel  15  L) 
bestimmt  worden,  sic  ist  sieben  und  zwanzig  und  diess  somit  die 
Anzahl  der  fraglichen  Geraden. 

Diess  Itesultat  kann  aber  ferner  wie  folgt  begründet  werden. 
Angenommen , dass  eine  Fläche  dritter  Ordnung  eine  gerade  Linie 
enthalte,  so  untersuchen  wir,  in  wie  vielen  Lagen  eine  durch  die- 
selbe gehende  Ebene  die  Fläche  in  einem  in  zwei  gerade  Linien 
degenerierten  Kegelschnitt  schneidet. 

Sei  w = z = 0 diese  gerade  Linie  und 
wU  = zV 


*)  Die  Theorie  der  geraden  Linien  auf  Flüchen  dritter  Ordnung 
ward  zuerst  im  Jahre  1849  in  einer  forrespondenz  zwischen  Caylcy 
und  Salmon  studiert,  und  die  Ergebnisse  dersclbeji  sind  im  „Cambridge 
and  Dublin  Math.  .lourn.“,  Vol,  IV',  p.  118,  252  vcrütfentlicht  worden. 
Von  Cayley  ward  zuerst  die  Bemerkung  gemacht,  dass  eine  bestimmte 
Zahl  von  geraden  Linien  in  der  B’liiche  liegen  müsse;  die  Bestimmung 
dieser  Zahl  in  der  im  Text  gegebenen  Art  und  die  Discussion  des  Ar- 
tikel 291  ward  von  Salmon  gegeben. 
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ilic  Gicidiiing  der  l'lärlie,  so  sultslitiiieren  wir  tr  ==  divi- 
dieren diireli  I und  bilden  die  lli>erindnnnle  der  resnlliemulen 
Gleirliung  zweiten  Grades  in  x,  tj,  s.  Die  Goeflirienlen  von 
.r’*,  xy,  tj-  in  derselben  enlbalten  [i  nur  ini  ersten  Grade,  die 
von  xz  und  yz  entballen  dieselbe  Grösse  im  zu  eilen  und  das 
Glied  von  cnlbäll  sie  iin  dritten  Grade.  Die  Gleicliung,  welche 
luaii  durch  Gleiclisctzung  der  Diseriminante  mit  Null  erhält,  ist 
daher  vom  fünften  Grade  utid  inan  erhält  den  Salz;  Durch  jede 
gerade  Linie  in  einer  Fläche  dritter  Ordnung  gehen 
fünfFbencu,  welche  die  Fläche  in  einen)  andern  l’aar 
von  geraden  I,  inien  durc  lisch  neiden.  Also  aucli:  .Icde 
gerade  Linie  in  einer  Fläche  dritter  Ordnung  wird 
von  zehn  andern  Gera<len  in  dieser  Fläche  geschnitten. 

üelrarhlen  wir  nun  den  Schnitt  der  Fläche  mit  einer  der 
eben  gefundenen  Ebenen.  Jede  gerade  Linie  in  der  fläche  muss 
in  irgend  einem  Punkte  diesen  Schnitt  treffen,  d.  h.  irgend  eine 
der  drei  geraden  Linien  dieser  Ebenen  durchschneiden.  .lede 
dieser  Linien  wird  aber  von  acht  geraden  l.inien  in  ilcr  Fläche 
gcschnilleii,  ausser  den  beiden,  die  mit  ihr  in  jener  Ebene  lie- 
gen; cs  liegen  also  aus.ser  der  Ebene  vier  und  zwanzig  Gerade 
in  dei'  Fläche,  d.  h.  dieselbe  enthält  in  Allem  sieben  und  zwanzig 
Gerade. 

Wir  werden  nachher  zeigen,  wie  eine  Fläche  neunter  Ord- 
nung gebildet  wird,  welche  die  gegebene  Fläche  in  dieser  Gera- 
den durchschneidet. 

289-  Da  die  Gleichung  einer  Ebene  drei  unabhängige  Goii- 
stanten  enthält,  so  kann  eine  Ebene  durch  irgend  drei  Deilingun- 
gen  beslimml  werden,  und  es  giebl  daher  eine  endliche  Zahl  von 
Ebeneu,  welche  eine  gegebene  Fläche  in  drei  l’unkten  berühren. 
Wir  können  diese  Zahl  in  dem  F'alle  einer  F'lächc  dritter  Ordnung 
bestimmen.  Denn  uii-  sahen,  dass  durch  jede  der  sieben  und 
zwanzig  geraden  Linien  fünf  dreifach  berührende  F^beueu  gehen, 
da  jede  F^benc,  welche  die  F'läcbe  in  drei  gerailen  Linien  schnei- 
det, sic  in  den  drei  Ecken  des  von  ihnen  gebildeten  Dreiecks 
berührt,  weil  dieselben  Dn|ijiel|uinkte  des  Schnittes  sind. 

Die  Zahl  x 27  muss  aber  durch  drei  dividiert  werden, 
weil  jetle  der  betrachteten  Ebeiuui  ilrei  Gerade  enthält.  Es  exi- 
sliei-en  daher  iii  Allem  fünf  und  vierzig  dreifach  he- 
rühreiidc  Flbenen. 
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290-  Jütle  Kl>rne,  welche  eine  gerade  Linie  der 
Fläche  enlhält,  ist  eine  Ho  ppcl  langen  len  ehe  ne  nnd 
die  Paare  der  llcrühriings|iunl\tc  hilden  ein  invoiuto- 
risches  Syslein. 

Wenn  wir  annehtnen,  dass  die  Achse  i in  der  Fläche  ent- 
halten ist  und  dass  der  Theil  ihrer  Gleichung,  welcher  in  x und  y 
vom  ersten  Grade  ist, 

X (az^  -f-  bz  -i-  c)  -f-  y (a'z^  -p  b'z  -|-  c') 

sei,  so  werden  die  beiden  Uerührungspunkle  der  Fläche  mit  der 
Ebene 

y = fix 

durch  die  Gleichung 

(oi*  -F  bz  -f-  c!  •+•  I“  + b’z  + <^')  = 9 

hesliinnit,  welche  ein  invohilorisches  System  bezeichnet.  (Vergl. 
,,Analyt.  Geom.  d.  Kegelschnitte“,  Artikel  42.'!.)  Aus  den  l>ekann- 
ten  Eigenschaften  der  Involution  ergiebt  sich  dann,  dass  durch 
eine  gerade  Linie  der  Fläche  zwei  Ebenen  gelegt  werden  können, 
weiche  sie  in  zwei  zusammenrallenden  Punkten  bcrfdiren,  d.  h. 
welche  sic  ausser  ihr  in  einem  Kegelschnitt  durchschneiden , der 
sie  herfdirt.  Die  Ilerührungspunkte  dieser  besonderen  Do|)pellan- 
gentenebenen  mit  der  Fläche  gehören  nothwendig  der  paraholt- 
schen  Curve  der  Fläche  an  und  es  ist  im  Artikel  2G  bewiesen 
worden,  dass  die  geraden  Linien  diese  Gurve  beridiren;  wir 
haben  hier  die  erste  Bestätigung  dafür,  dass  diese  Berührung 
2 (« — 2)  fach  sei.  Die  beiden  Punkte,  in  welchen  eine  der 
sichen  und  z w a n z i g G e r a den  die  p a r a b o I i s c h e C u r v e de r 
F I ä che  her  ü h r l , bilden  in  i l den  B e r ü h r n n g s p ii  n k l c u 
irgend  einer  durch  sic  gehenden  Ebene  ein  harmoni- 
sclies  System.  Sie  sind  entsprechende  Punkte  der  Hesse’schen 
oder  Kernfläclic.  Diese  beiden  ßerühruiigsjuinkte  können  übrigens 
imaginär  werden. 

201.  Die  Zahl  der  geraden  Linien  kann  auch  in  folgeiider 
Weise  besliinnit  werden. 

Die  Form 

acc  — hdf, 

wo  « = ü,  6 = 0,  etc.  Ebenen  repräsentieren,  ist  eine  der 
Fornnni,  auf  welche  die  allgemeine  Gleichung  dei'  Fläche  dritter 
Ordnung  reducierl  werden  kann,  da  sie  iinplicite  nennzehn  nu- 
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abhängige  Constanlcii  enihäll;  inan  fimlel  spccicll,  dass  diese  Re- 
duclion  in  120  verscliiedeiien  Arten  möglich  ist.*) 

Nach  jener  GIcichungsrorin  enthält  die  Fläche  die  neun  ge- 
raden Linien 

a — b — 0,  c = (I  = 0,  etc. 

Eine  durch  die  erste  von  ihnen  gelegte  Ebene 

a = nb, 

welche  die  Fläche  in  geraden  Linien  schneidet,  schneidet  offen- 
bar das  Hyperboloid 

fice  — df 

in  den  nänilichen  Geraden,  dieselben  sind  also  Erzeugende  dieser 
Fläche  von  verschiedenen  Systemen.  Die  eine  von  ihnen  schnei- 
det die  Geraden 

c = rf==0,  e = f = 0, 
die  andern  die  Geraden 

c = f = 0,  d = c = 0. 

Und  da  fi  drei  Werthe  hat,  so  giebt  es  drei  Linien,  welche 
a = b = 0,  c — d=0.  e — f = 0 
dnrchschneiden.  Das  Nämliche  ergiebt  sich  auch  daraus,  dass 
das  durch  diese  Geraden  bestimmte  Hyperboloid  die  F'läche  in 
drei  weiteren  Geraden  schneiden  muss.  (Artikel  83.)**) 


•)  Dem  entspringen  die  = 120Paare  conjugiertorTrieder  von 

6 • 2 

Steiner  (a.  a.  O.  p.  137).  Die  Scheitel  irgend  eines  Paares  derselben 
sind  entsprechende  Punkte  der  Kernflächo. 

**)  Die  Kntstehung  der  Hyperboloide  als  Durchschnittsort  collinca- 
rer  EbencnbUschel  leitet  zu  der  Krzeugungsart  der  Flächen  dritter  Ord- 
nung ans  den  Grundgebilden  der  Geometrie  der  Lage.  Wenn  man  den 
Inbegriff  aller  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen  ein  Ebencnbiindul 
und  zwei  Ebcncnbündcl  projectivisch  nennt,  wenn  jeder  Ebene  des 
einen  nur  eine  Ebene  des  andern  entspricht  und  umgekehrt,  eine  Be- 
ziehung, welche  durch  vier  willkürlich  als  entsprechend  angenommene 
Paare  von  Ebenen  (von  denen  sich  nicht  je  drei  in  derselben  Geraden 
schneiden)  vollständig  bestimmt  ist,  so  gilt  der  Satz:  Drei  beliebig 
im  Kau  me  liegende  collinearcEbenenbUudcl  erzeugen  eine 
allgemeine  Fläche  dritter  Ordnung  als  Ort  des  Schnittpunk- 
tes je  dreier  entsprechender  Ebenen.  Die  Ableitung  der  27  Ge- 
raden aus  dieser  Entstehiingsart  beruht  auf  dem  allgemeinen  Satze : 
Boi  drei  beliebig  gegebenen  collinearen  E b cne nb Unde  1 n 
kommt  cs  im  Allgemeinen  sechsmal  vor,  dass  drei  entspre- 


r 
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Es  exisliereu  al>er  seclis  derartige  Hyperboloide,  nämlich 
ab,  cd,  ef',  ab,  cf,  de,  etc., 

durch  welche  somit  achtzehn  gerade  Lirdeii  bestimmt  werden  zu 
den  neun,  «eiche  in  der  Form  der  Cilcichung  direct  enthalten 
sind;  d.  h.  sowie  vorher  sic  enthält  sieben  und  zwanzig  Gerade.*) 
Wenn  «ir  jede  der  achtzehn  Geraden  durch  die  drei  unter 
jenen  neun  bezeichnen,  welche  sic  schneidet,  so  können  die  sie- 
ben und  zwanzig  Geraden  foigendermassen  auFgezählt  werden. 
Die  ursprünglichen  neun  sind 

ab,  ad,  af,  ch,  cd,  cf,  eb,  cd,  ef; 
dazu  kommen  die  drei  Linien  wie 

(ab  . cd  . ef)^,  (ab  . cd  . e/')j,  (ah  . cd  . ef), 
von  jeder  der  sechs  (iru[)pen 

(ab  . cd  . ef) , (ab  . cf  . de) , (ad  , bc  . ef) , 

(ad  . be  . cf),  (af . bc  . de),  (af  . be  . cd). 

Die  fünf  Ebenen,  welche  durch  eine  der  Geraden  z.  B.  ab 
gehen,  sind  die  Ebenen  a und  ft,  welche  die  Fläche  respective 
in  den  Linienpaaren  ad,  af;  bc,  bc  schneiden,  und  die  drei  Ebenen, 
welche  sie  in 

(ab  . cd  . ef)^,  (ab  . cf . de)^ ; 

(ab  . cd  . ef)^ , (ab  . cf  . de).^ ; 

(ab.cd.cf)^,  (ab.cf.de)^ 

schneiden.  Die  fünf  Ebenen,  «eiche  durch  eine  der  übrigen  Ge- 
raden, z.  B.  (ab  . cd . ef)^  gehen,  schneiden  sic  in  den  Paaren 
ab,  (ab  . cf . de)^;  cd,  (af . cd  . be)^\  ef,  (ad  . bc  . ef)^ 
und  in 

(ad  . be  . cf)2 , (af . bc  . de)^ ; (ad  . be  . cf)^ , (af  . bc  . rfe)j. 


chende  Kbcnen  sich  in  einer  Geraden  schneiden.  Man  ver- 
gleiche die  schöne  Ahhandliing  von  Schröter  im  LXII.  Bde.  des 
„Journal  für  die  Mathematik“  (p.  265  f.).  In  dieser  Kntstchung  liegt 
der  einem  bekannten  Satz  der  Planimetrie  analoge  Satz:  Wenn  die 
vier  Flüchen  eines  Tetraeders  durch  feste  Punkte  gehen 
und  die  drei  Kanton  einer  Flüche  auf  festen  Kbcnen  sieh 
bewegen,  so  beschreibt  die  ihr  gegenüberliegende  Kcke 
eine  Flüche  dritter  Ordnung.  (Vcrgl.  das  Beispiel  des  Artikel  76 
oben  und  im  I.  Bande  dieses  Werkes  Artikel  117,  Beispiel  23.) 

*)  Andere  Betrachtungen  über  das  System  dieser  Geraden  gaben 
Hart  und  Brioschi.  (Vcrgl.  ,,Aiinali  di  Scienze  matem.“,  t.  \T.) 

Salmon,  Anal.  Geom.  d.  Hautues.  Jl.  27 
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292-  Eine  neue  Anordnung  der  Linien  des  Systems,  welche 
zu  einer  einfaciien  Bezeicliiiuiig  und  einer  klaren  Vorslelliiug  des- 
selben leitet,  ist  von  Schläfli  gegeben  worden.*) 

Wenn  wir  die  beiden  (Iruppeii  von  nicht  sich  schneidenden 
Geraden  wie  folgt  schreiben 

ab,  cd,  ef,  {ad  . he  . e/),,  {ad  . hc  . cf).^,  {ad  . be  . cf)j, 
cf,  be,  ad,  {ab  . cd  . ef)^ , {ab  . cd  . e/"),,  {ah  . cd  . ef)^, 
so  wird  leicht  erkannt,  dass  irgend  eine  Linie  der  einen  Gruppe 
die  mit  ihr  in  derselben  Vcrticale  stehende  Linie  der  andern 
nicht,  aber  alle  fibrigen  Linien  derselben  durchschiieidct.  Schrei- 
ben wir  diese  beiden  Gruppen 


ai,  O^,  «3,  «j,  flj,  «g, 

&i , i.j , <<3 , 64 , ftj , ; 

sie  bilden,  was  Schläfli  einen  Doppclsechs  genannt  hat,.  Man 
sieht  leicht  aus  der  vorhergeheudeu  Bezeichnung,  dass  die  Linie, 
welche  in  der  Ebene  von  n, , liegt,  die  nrimliche  ist,  welche 

in  der  Ebene  von  a,,  b^  liegt;  daher  können  die  fünfzehn  an- 
dern geraden  Linien  durch  die  Bezeichnung  c,j,  Cjj,  etc.  darge- 
stellt werden,  wo  c^^  die  in  der  Ebene  von  o, , b.^  gelegene  Ge- 

rade bezeichnet.  Es  giebt  oflenbar  füid'/elm  Gomhinationen  zu 
zweien  aus  den  sechs  Zahlen  1,  2,  3,  etc.  Die  fünf  Ebenen, 
welche  durch  c,j  so  gelegt  werden  können,  dass  sie  in  Paaren 
vön  geraden  Linien  die  Fläche  schneiden,  enthalten  als  j^olche 
die  Paare 


Oj&i,  und  r3jC5ij,  CjjC^q,  035035. 

Es  gieht  dreissig  Ebenen,  von  denen  jede  eine  der  Geraden 
von  den  Systemen  a,  b,  c enthält,  und  fünfzehn  Ebenen,  welche 
drei  Gerade  0 enthalten.  Aus  den  sieben  und  zwanzig  Geraden 


können  sechs  und  dreissig  ^==  Doj)pelsechssysleme  gebil- 


det werden,  denn  es  giebt 


27  . 16 


= 216  Linienpaarc,  die  sich 


nicht  schneiden. 

293.  Wir  können  nun  ein  System  von  sieben  und  zwan- 
zig Geraden,  welches  zu  einer  Fläche  dritter  Urdnung 
gehört,  geometrisch  coustruieren. 


*)  Vergl.  ,,Qunr(erly  Journal  of  Mathcni.“,  Vol.  II,  p.  116. 
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\Vir  walileii  eine  Geraile  a^  willkürlicli  imd  ehenso  ffiiif  an- 
dere, welche  sie  diirchschneiden , b^,  63.  b^,  b-^,  b^.  Dieselben 
l)esliinmen  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  denn  wenn  wir  eine 
solche  Fläche  durch  vier  von  den  I’unkten  heschriehen  denken, 
in  denen  a,  durch  die  andern  Geraden  geschnitten  wird,  nnd 
durch  drei  weitere  Punkte  in  jeder  dieser  Geraden,  so  enthält 
diese  durch  neunzehn  Punkte  bestiniinte  Fläche  alle  diese  Gera- 
den, weil  jede  Linie  vier  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat. 
Wir  können  aber,  wenn  vier  Linien  gegeben  sind,  von  denen 
keine  zwei  sich  dnrchschneiden , am  Allgemeinen  zwei  Transver- 
salen bestimmen,  weicbe  alle  vier  durchsclmeiden ; denn  das  durch 
drei  von  ihnen  bestimmte  Hyperboloid  schneidet  die  vierte  in 
zwei  Punkten,  durch  welche  die  fraglichen  Transversalen  als  Er- 
zeugende der  andern  Art  gehen.’*')  Durch  jede  vier  der  Linien, 
z.  B.  63,  b^,  65,  ö(i  können  wir  daher  ausser  der  Linie  a^  eine 
andere  Transversale  «3  legen,  welche  auch  in  der  Fläche  liegen 
muss,  da  sic  vier  Punkte  mit  derselben  gemein  hat.  In  dieser 
.Art  constrnieren  wir  die  fünf  neuen  Geraden  a.^,  a^,  u^,  05,  Og. 

’•)  Wenn  (las  Uypcrtioloid  der  drei  ersten  die  vierte  Gerade  berührt, 
so  giebt  es  nur  eine  solelie  geincinsehaftliche  Transversale;  und  es  ist 
offenbar,  dass  das  dureli  irgend  drei  andere  unter  ihnen  bestimmte 
Hyperboloid  die  letzte  ebenfalls  berührt,  — was  von  Cayley  zuerst 
bemerkt  zu  sein  scheint. 

Wenn  wir  die  Linien  durch  1,  2,  3,  4 und  die  Bedingung  des  Durch- 
schnitts von  zweien  unter  ihnen  z.  B.  1 und  2 durch  (12)  bezeichnen, 
so  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  vier  Gerade  nur  eine  gemeinschaft- 
liche Transversale  besitzen,  durch  die  Vergleichung  der  Determinante 


0 , 

(12)  , 

(13), 

(14) 

(20, 

0 , 

(23), 

(24) 

(31), 

(32) , 

0 , 

(34) 

(41), 

(42), 

(43), 

0 

mit  Null  dargestellt.  Das  Verschwinden  der  in  derselben  Art  aus  fünf 
Geraden  gebildeten  Determinante  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  sie 
alle  eine  gemeinschaftliche  Transversale  besitzen.  Das  Verschwinden^ 
der  gleichen  Determinante  für  sechs  Linien  drückt  eine  Relation  dieser 
Linien  aus,  welche  mau  als  ,, Involution  der  sechs  Linien“  bezeichnet 
hat  und  welche  dann  immer  erfüllt  ist,  wenn  diese  Linien  die  Wir- 
kiingslinicn  von  sechs  Kräften  sein  können,  die  Gleichgewicht  hervor- 
bringen. Verschiedene  intere.ssanto  Mitlheilnngen  über  diesen  Gegen- 
stand gaben  Sylvester,  f'ayley  nnd  C'haslcs  in  den  „Comptes  reu- 
dus“,  1861,  I.  ^ 

27’*’ 
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Wenn  wir  dann  irgend  eine  Transversale  bestimmen,  welche  die 
vier  ersten  unter  diesen  Geraden  schneidet,  so  zeigt  die  vorher 
auseinander  gesetzte  Theorie,  dass  sie  eine  Linie  6,  sein  wird, 
welche  auch  die  fünfte  schneidet.  Damit  ist  ein  Doppelsechs- 
system construiert. 

Alle  übrigen  Geraden  gehen  aus  demselben  hervor,  denn 
indem  man  die  Ebene  nimmt,  erhält  man  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  den  Linien  6,  Dunkle,  welche  in  der  Linie.  CjCj 

liegen. 

294.  Die  verschiedenen  Arten  der  Fläche  dritter 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  Uealitäl  der  sieben  und 
zwanzig  Geraden  sind  gleichfalls  von  SchläTli  (a.  a.  0.)  unter- 
sucht worden.  Er  erhält  fünf  Arten,  nämiieh: 

A)  Alle  Linien  und  Ebenen  sind  reell. 

B)  Fünfzehn  Linien  und  fünfzehn  I'.henen  sind  reell;  die 
zwölf  imaginären  Geraden  bilden  ein  Doppelsechssystem,  in  des- 
sen beiden  Gruppen  je  eine  von  zwei  conjugierten  sich  findet,  so 
dass  neun  der  imaginären  Linien  einen  reellen  Punkt  besitzen. 
Zwei  Paare  von  conjugierten  imaginären  Linien  werden  durch 
eine  reelle  Gerade  geschnitten. 

C)  Sieben  Linien  und  fünf  Ebenen  sind  reell.  Es  gieht 
nämlich  eine  reelle  Gerade,  durch  widclie  fünf  reelle  Ebenen 
gehen,  von  denen  aber  nur  drei  reelle  Dreiecke  enthalten;  in 
jeder  der  beiden  andern  bestehen  die  Dreiecke  aus  der  reellen 
üriginallinie  und  zwei  imaginären  Linien,  die  sich  in  einem  reel- 
len i'unkte  durchschneiden. 

D)  Drei  Linien  und  dreizehn  Ebenen  sind  reell;  jene  bilden 
ein  reelles  Dreieck,  durch  dessen  Seiten  ausser  der  seinen  je  vier 
reelle  Ebenen  gehen. 

E)  Drei  Linien  und  sieben  Ebenen  sind  reell;  jene  bilden 
ein  reelles  Dreieck,  durch  dessen  Seilen  ausser  der  seinen  je  zwei 
reelle  Ebenen  gehen. 

Bezüglich  der  Gleichungsform 

are  = hilf 

gehen  daraus  dreizehn  verschiedene  Fälle  der  Bealiiät  und  der 
imaginären  Zuordnung  der  linearen  Polynome  derselben  hervor. 
Sie  können  sänuntlich  reell  sein  in  den  Arten  .4  und  ß-,  a und  b, 
c und  d,  e und  f sind  einander  conjugiert  in  den  Arten  ß und  C; 
d und  f sind  einander  conjugiert,  die  übrigen  reell  in  den  Arten 
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7>  und  E\  c und  e,  d und  f sind  conjiigiert,  o,  b reell  in  C und 
E;  etc.  Alle  sind  imaginär  und  nicht  conjiigiert,  a und  b haben 
einen  reellen  Punkt,  c und  d so  wie  e und  f eine  reelle  Gerade 
mit  einander  gemein  im  Falle  6';  etc.  Alle  sind  imaginär  und 
nicht  conjiigiert  und  a,  b\  c,  d;  e,  f haben  je  einen  reellen 
Punkt  gemein  in  E, 

Der  Verfasser  hat  früher*)  eine  Aufzählung  der  Modifica- 
tionen  gegeben,  welche  die  allgemeine  Theorie  der 
Flache  in  dem  Falle  erfährt,  wenn  die  Fläche  einen 
Doppelpunkt  oder  mehrere  Doppelpunkte  besitzt.  Dass 
die  Fläche  dritter  Ordnung  sieben  und  zwanzig  gerade  Linien 
enthält,  und  fünf  und  vierzig  dreifach  berührende  Ebenen  hat, 
bleibt  wahr,  wenn  man  eine  Linie  oder  Ebene  zweifach  zählt, 
die  durch  einen  Doppelpunkt  geht,  eine  solche  vierfach,  die 
durch  zwei  Doppelpunkte  geht,  und  diejenige  achtfach,  welche 
drei  Doppelpunkte  enthält. 

Wenn  die  Fläche  einen  Doppelpunkt  besitzt,  so  gieht  es 
sechs  gerade  Linien  in  ihr,  welche  ihn  enthalten  und  fünfzehn 
andere  Gerade  in  den  durch  dieselben  paarweis  bestimmten  Ebenen; 
ferner  fünfzehn  dreifach  berührende  Ebenen,  die  jenen  Punkt 
nicht  enthalten.  Man  bat  so 

2 . 6 + 15  = 27,  2 . 15  + 15  = 45. 

Wenn  die  Fläche  vier  Doppelpunkte  enthält,  so  werden  die 
Linien  von  den  sechs  sic  verbindenden  Geraden,  welche  vierfach 
zählen,  und  von  drei  andern  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
gebildet,  deren  jede  zwei  Gegenkanten  der  Pyramide  der  Doppel- 
pnnkte  schneidet.  Die  dreifach  berührenden  Ebenen  sind  die 
Ebene  dieser  drei  Geraden,  welche  einfach  zählt,  die  sechs  Ebe- 
nen , w eiche  je  eine  dieser  Geraden  und  eine  Kante  der  I’yrainide 
enihalteii,  welche  zweifach,  und  die  vier  Flächen  der  ['yramide, 
welche  achtfach  gezählt  werden  müssen.**) 

Beispiel.  Ehen  diese  Fläche  mag  hier  noch  als  Beispiel  dienen. 
(Vergl.  Artikel  27.j,  Beisjiiel  2.)  Minint  man  die  vier  Doppelpunkte  als 
Ecken  des  Fundamentaltclraeders,  so  ist 


*)  Vcrgl.  ,.C.imbridge  and  Ünblin  Mathem.  .lourn.“,  Vol.  IV,  p.  256. 

♦*)  Die  andern  Falle  vergleiche  man  in  der  angeführten  Abhand- 
lung. 
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»c"  __  „ 

.r  1/  z 

rlire  Gleicliung.  Sifi  eiilhiilt  die  aclil  und  zwanzig  F’uiikle,  welelic  die  den 
Punkten  einer  Kbene 

Ix  -J-  my  + ”<  + pit’  = 0 

ronjiigierl  liarnionisclicn  Punkte  der  Vcriumlungslinien  der  acht  Punkte 
bezeichnen , deren  (iuordinaten  die  uachfolgcnden  Verlialtnisse  liahen 

a:b:c:d  ; — a:b:c:d  ; a:  — b:c:<!  ; <i:b:  — c:d  ; 

a:h:c:  — rf;  — a:b:c:  — d;  — a:b:  — c:d;  — a: — b:c:d.* **)) 

Für  eine  Tangenlenehene  der  Fläche  iin  Punkte  (a;,  y,  z,  «•)  hat 

man 

{tnb-zw  + nc^n-y  -^pdryz)  .V  + [Ut^zw  + nc^vx  + jhPxz)  Y 
+ -\-mb-wx-\-pd'‘xy)Z  + {ia'yz  + + nc^xy)  iV  ---  0, 

wenn  X,  Y,  . . die  laufenden  Coordinaten  bezeichnen ; also  für  die  den 
Kanten  x — y = 0,  z = tr  = 0 entsprechenden  respeclive 

la^  mb-  ’ nc^  pd'  ' 

wclclie  einerseits  zeigen,  dass  die  nurchsclinittslinien  der  drei  entspre- 
chenden Paare  von  Tangenlencbcnen  in  der  einen  Ebene 


£ r Z — 0 

la^  iiib^  nc-  pd^ 

als  auch,  dass  sie  in  der  Fläche  dritter  (Ij'dnung  selbst  gelegen  sind.* 


*)  Für  a = h = c z=  d werden' jene  Punkte  die  Contra  der  acht 
eingeschriebenen  Kugeln  des  Ooppelpunkttetraoders.  Pio  Mittelpunkte 
der  S8  Segmente  zwischen  ihnen  gehören  der  Fläche 

1 + _”i  + + i'-  ^ 0 

X II  z te 

an.  (Vcrgl.  Beltrami,  ..Giornalo  di  Matern.“,  t.  I,  p.  208.) 

Dieser  Salz  verbindet  sich  der  Theorie  der  conjugierten  Tetraeder. 
Man  erhält  dieselbe  Flüche,  wenn  man  die  jene  für  sieben  zählenden 
acht  Ceiitra  der  Kugeln  enthaltende  Flüche  zweiten  Grades  bestimmt 
und  den  Ort  ihrer  Centrn  sucht.  (Vgl.  Band  I,  Beispiel  2.  .Artikel  147.) 
Und  allgemeiner:  AVenn  eine  Schaar  demselben  Tetraeder  conjiigiertu 
Flüchen  zweiten  Grades  durch  denselben  l’unkt  gehen,  so  beschreibt 
der  Pol  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  dieselben  eine  Flüche  dritter 
Ordnung,  die  die  Kanten  des  Tetraeders  enthält  und  seine  Ecken  zu 
Doppelpunkten  hat.  (Vcrgl.  Painvin,  „.Tournal  f.  Math,“,  Bd.  LXIII, 
p.  88.  Theorem  XVII.) 

**)  Vergl.  Cayley,  „Liouville’s  Jonrn.“,  Vol.  IX. 
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Die  vier  Kegel  zweiten  (Irades,  welche  aus  den  Duppelpuiiktcn  der 
Fläche  unigeschrieben  sind,  werden  durch  die  Gleichungen 


y 

X 


+ — + 

+ 


pd'^ 


mhi^  ^ p<P 
y 


= 0. 


= 0, 


nc‘ 


/)rf* 


/a* 


= 0, 

w 

mb^  nc^ 

— + — = 0 


repräsentiert;  sie  schneiden  sich  also  paarweis  in  sechs  ebenen  Kegel- 
schnitten. deren  Ebenen  mit  den  Tctracdernächeii  und  der  Tangenten- 
ebene der  Fläche  längs  der  betrefTenden  Kante  barnionische  Büschel  bil- 
den; diese  sechs  Ebenen  gehen  durch  einen  Punkt.  Die  Kegelschnitte, 
welche  jene  Kegelflächen  in  den  respectiven  Gegenfläciien  des  Tetraeders 
bcslinimen . gehören  säminllich  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  an.  die 
dem  Tetraeder  unigeschrieben  ist.  Die  Tangentenebenen  dieser  Letzteren 
in  den  Eckpunkten  schneiden  die  Gegenfläcben  in  vier  Geraden,  welche 
in  einer  Ebene  liegen ; etc. 

Insbesondere  noch:  Die  Fiisspiinkte  der  von  einem  Punkte  der 
Fläche  auf  die  Flächen  des  Tetraeders  gefällten  Normalen  sind  in  dersel- 
ben Ebene.  (Vergl.  ..Analyt.  Geometrie  d.  Kegcischn.“,  Artikel  134.) 

Ein  anderes  Beispiel  liefern  die  Flüchen  dritter  Ordnung,  deren 
Gleichung  von  der  Form 

fi  (^-  y> »'’)  + y<  w’)  + A (^.  y>  "’)  + « 

ist.  wenn  f^,  f^,  fi  homogene  Functionen  von  den  respectiven  Graden 
3.  2.  1 bezeichnen.  Diese  Gleichung  ist  reducierbar  entweder  auf  die  eine 
oder  die  andere  der  beiden  Formen 


[x  + Ay)  [x^  + By’)  = ZKi* , 

[x  Ay  Cw)  (a:*  + By^)  = zw'^ 

und  giebt.  weil  in  beiden  Fällen  die  DilTerentiale  U^^,  ver- 

schwinden. die  Hessc’sche  Fläche  als  zerfallend  in  eine  zweifach  zn 
zählende  Ebene  und  einen  Kegel  zweiten  Grades. 


Invarianten  und  Covarianten  einer  Fläche  dritter 
0 r d n n n g. 

295.  Bei  den  Entwickelungen,  welche  folgen,  müssen  einige 
elementare  Eigenschaften  der  Invarianten  als  bekannt  vorausge- 
setzt werden;  wir  verweisen  für  ihr  Studium  auf  die  „Vorlesun- 
gen zur  Einführung  in  die  Algebra  der  linearen  Transforma- 
tionen“. 

Wir  erinnern , dass  nach  jenen  eine  Invarianfe  der  Gleichung 
einer  Fläche  eine  Function  der  Coefficienten  derselben  ist,  deren 
Verschwinden  irgend  eine  permanente,  d.  i.  von  der  Lage  des 
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Coortliiiatensyslems  uiiaUiängi"«  EigiMisrhaft  der  Flärlie  bezeich- 
net, wie  z.  B.  die  Existenz  eines  l)o|i|)el|)imktes;  dass  eine  Co- 
variante  derselben,  wie  es  lieispicisweise  die  Ilesse’srlie  Iteter- 
niinanle  ist,  dnreb  ilir  Versrliwinden  eine  Fläche  darstellt,  die 
mit  der  gegebenen  eine  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems 
unabhängige  Beziehung  hat;  dass  eine  Contravariaiitc  oder  zuge- 
ordnete Form  eine  Itelation  zwischen  den  (Irössen  «,  ß,  y,  d ist, 
welche  ausdrückt,  dass  die  Ebene 


ax  ßl/  -{•  y^  dl/’  = 0 


zur  Fläche  in  einer  permanenten  Itelation  steht,  z.  B.  sie  berührt. 

Von  einer  Eigenschaft  dieser  rirundformen  machen  wir  im 
Folgenden  zumeist  Gebrauch;  nämlich  von  derjenigen,  nach  wel- 
cher die  Substitution  von  , etc.  für  «,  ß,  etc.  in  eine 

dx  dy 

Contravariante  und  die  Ansführung  der  so  bezcichneten  Operatio- 
nen an  der  Originalfunctiou  oder  einer  ihrer  Covariauteu  stets 
eine  neue  Covariante  erzeugt,  welche  zur  Invariante  wird,  wenn 
die  Veränderlichen  aus  dem  Ergebniss  ver.schwinden.  (Vgl.  a.  a. 
0.  Artikel  94.) 

Wenn  man  in  der  nämlichen  Art  in  eine  Covariante  für 


X,  y,  etc.  die  Symbole 


etc.  substituiert  und  an  einer 


da  ’ dß  ’ 

Contravariantc  die  bezüglichen  Operationen  ausfübrt,  so  erhält 
man  eine  neue  Contravariantc. 

Wir  benutzen  bei  dieser  Üiscussion  die  als  allgemein  erwie- 
sene Form  der  Gleichung,  in  welcher  sie  als  Summe  von  fünf 
dritten  Potenzen  erscheint.  (Vergl.  .Artikel  27G,  285.) 

Die  Hesse'sclie  Determinante  ist  im  Artikel  279  für  diese 
Voraussetzung  bereits  gegeben  worden  und  es  wäre  nicht  schwer, 
andere  Covarianten  zu  berechnen. 

Es  bleibt  übrig  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  in  dieser  Vor- 
aussetzung Contravarianten  berechnet  werden  können. 

Setzen  wir  voraus,  dass  U eine  in  Gliedern  von  vier  unab- 
hängigen Veränderlichen  dargestelltc  Function  und  irgend  eine 
Contravariantc  derselben  in  a,  ß,  y,  d entwickelt  sei,  so  unter- 
suchen wir  die  Form,  welche  dieselbe  anninmit,  wenn  die  Func- 
tion in  fünf  Veränderlichen  ausgedi-ückt,  die  durch  eine  lineare 
Relation  verbunden  sind. 
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Wir  können  offenhdr  die  Fiinelion  von  fünf  Veräiiderlir  hen 
auf  eine  solclie  von  vier  \'eränilerliciien  redneieren,  indem  wir 
für  die  fünfte  Varialtle  iliren  durch  die  nhrij;en  vier  nusgedrfiek- 
ten  Werth  einsetzt,  nämlich 

w = — (a:  + y + J + ")• 

Um  also  die  Bedingung  zu  tinden,  unter  welcher  die  Ehene 
ax  ßij  yx  dv  + cw  = 0 
eine  hestimmtc  Beziehung  zur  Fläche  hat,  hat  man  nur  diejenige 
Bedingung  anfzustellen,  unter  welcher  die  Elieue 

(a  — «)  X + {ß—e)y  + (”/-*)  r + (<5  — t)  v = 0 
die  nämliche  Beziehung  zur  Fläche  hat,  deren  r.leichnng  in  Func- 
tion von  vier  Veränderlichen  dargestellt  ist;  d.  h.  die  Contrava- 
riante  in  Function  von  fünf  linear  verhundenen  Veränderlichen 
wird  aus  der  in  vier  nnahhängigen  Veränderlichen  gegebenen 
durcli  die  Substitution  von  (« — (),  (ß — e),  (y  — t),  (d  — t)  für 
a,  ß,  y,  S respective  abgeleitet. 

Jede  solcbe  Contravariaiite  ist  daher  eine  Function  der  Dif- 
ferenzen zwischen  den  Grössen  a,  ß,  y,  d,  i. 

Das  folgende  Beispiel  wird  zum  vollständigem  Verstündniss 
der  Methode  beitragen. 

Beispiel.  Sei 

ox*  -f-  -|-  Ci*  -f-  dp*  -f-  c«,’*  = 0 

bei 

+ y + z + f'  + «’  = 0 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades;  so  soll  die  Redingiing  ent- 
wickelt werden , unter  welcher  die  Ebene 

«X  -f-  /3y  ■+•  yz  -j-  dp  -|-  ew  — 0 

dieselbe  berührt.  Wenn  wir  die  (ileichung  der  Fläche  auf  eine  Function 
von  vier  Variabeln  redneieren,  indem  wir  für  iv  seinen  Werth  als  nega- 
tive Summe  der  übrigen  siibslitnieren , so  werden  die  Coef(icicnten  von 
X*,  (/*,  i*,  p*  rcspective  (n  -f-  e),  [h  + e),  {c  + c),  (d  + c),  wäh- 
rend jeder  andere  Goefficient  gleich  e ist.  Sid)stiluiert  man  diese  Werlhc 
in  die  bekannte  lledingungsgleichung  (vergl.  Hand  1,  Artikel  75).  so  erhält 
man  die  Bedingung  für  die  Ehene 

ax  -|-  -j-  -f-  dp  = 0 

in  der  Form 

o*  {bed  -f-  bce  -|-  ede  -j-  dbe)  -f-  jS*  {eda  -|-  ede  -f-  dae  -f-  ace) 

-f-  y*  {dab  dae  -f-  abe  -|-  bde]  d*  [abc  -f-  abe  -h  bre  -|-  cae) 

— 2 c {adßy  -j-  bdyfi  -|-  edaß  -f-  bcaS  caß5  -f-  abyd)  = 0. 
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Wonii  wir  dann  die  Substitution  (a  — t) . [ß  — e),  etc.  für  u,  ß,  etc. 
vollziehen,  so  wird  sic 

bcd  (ß  — «)’  -j-  cdu  (ß  — f)*  + dab  (y  — e)*  abc  (d  — s)'^ 

-|-  bce  (a  — d)^  + cae  (ß—df  + abe  {y  — d)’  + ade  (ß  — y)^ 

+ bde  (a  — y)*  + cde  (a — (?)*  = 0; 
man  kann  sie  in  der  Form  abgekürzt  darslcllen 
£cde  (a  — ßj'^  = 0. 

206.  Es  ist  auf  den  Satz  Bezug  genommen  worden,  nach 
welchem  aus  einer  Contravariante  in  vier  \ eränderliclien  durch 
die  Substitution 

d d 

dx’  dy  ’ dl’  dw 

für  u,  ß,  y,  6 und  .\usfnhrung  der  Operationen  an  irgend  einer 
Covariante  eine  neue  Covarianle  erhalten  wird.  4Vir  suchen  die 
Form,  in  welcher  diess  Gesetz  auf  die  vorausgesetzte  Darstellung 
iii  fünf  linear  verbundenen  Veränderlichen  x,  y,  z,  v,  v;  ange- 
wendet werden  kann. 

Da  X in  dieselbe  in  zwei  Arten,  nämlich  explicitc  und  über- 
diess  implicite  durch  »e  eintritt,  so  ist  das  Differential  nach  x 
d d dw 

dx  dw  dx 

oder  in  Folge  der  linearen  Helation  unter  den  Veränderlichen 

d_  _ <l_ 
dx  dw 

Eine  Contravariantc  in  vier  Veränderlirheii  wird  in  ein  Ope- 
rationssymh(d  für  fünf  linear  verbundene  Veränderliche  transfor- 
miert durch  die  Substitution  von 

d d d d d d d d 

dx  dw’  dy  dw’  dz  dw'  dv  dw 

für 

a , ß , y , d. 

Wir  sahen  aber  iiu  letzten  Artikel,  dass  die  Contravariante 
in  fünf  VerämhuTichen  aus  einer  in  vier  Veränderlichen  abgeleitet 
wird,  indem  man  für 

« , ß , y , 6 

« — £,  ß — e,  y — e,  d — e 

substituiert.  Daraus  folgt  sofort,  dass  aus  jeder  Contrava- 
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riaule  in  fünf  Veränderliclien  durch  die  Siib sl i ln ti on 
von 


d rf  d d 
dx’  dy ' dz'  dv'  dio 


a , ß , y , (3  , £ 

ein  0 p e r a I i 0 n s s y m 1)  0 1 li  e r v o r g e li  t , welches  d ii  r c li  An- 
wendung auf  die  Originnlfuiiclion  oder  irgend  eine 
C o V a r i a n t e derselben  ii  e u c (3 « v a r i a n t e n o d c r 1 n v a r i a n - 
ten  erzeugt. 

Wenn  also  eine  Conlravariaiile  der  l-'oriii  in  füiif  \'eriiiider- 
lichen  gefunden  ist,  so  küiinen  aus  ihr  ohne  den  inülisaincn  Ueher- 
gang  zu  der  Darstellung  in  vier  V'eranderlichen  neue  Covarianlen 
abgeleitet  werden. 

Beispiel.  Wir  haben 

£cde  (a  — ß)^ 


als  eine  Contravarianle  von 

a.r’  -f-  (>y^  -f-  do^  etv^  = 0 

gefunden.  Wenn  wir  datier  an  der  quadratischen  Forni  mit  dem  Symliol 


Zede 


{-  - -) 

\dx  dy  / 


operieren,  so  ist  das  Resultat,  welches  nur  durch  einen  numerischen 
Factor  von 


bede  -\-  edea  -f  de<ih  -}■  -f"  «herf 


verschieden  sein  kann , eine  Invariante  derselben.  Es  ist  in  der  That  ilire 
Discriminanle  und  wfirde  aus  dem  Ausdruck  dei’selhen  iiii  Artikel  H3  des 
ersten  Bandes  erhalten  worden  sein , indem  man  für  die  Coeflicienten 
a,  b,  c,  d die  Siinimcn  a e,  b e,  c e , d -{•  e einfrilirle,  wäh- 
rend man  alle  andern  Coeflicienten  durch  e ersetzt. 

297.  In  derselheii  Art  wird  bewiesen,  dass  mau  in  eine 
Covariante  der  Form  für  x,  y,  z,  v,  iv  Din'cmuialsymbole  nach 
«,  ß,  y,  d,  £ substituieren  und  mit  dem  so  erhaltenen  Symbol 
an  einer  beliebigen  Conlravariante  operieren  darf,  um  eine  neue 
Cuntravariante  zu  erhalten. 

Denn  wenn  wir  die  Function  zuerst  in  eine  Function  von 
vier  Veränderlichen  verwandeln  und  dann  die  entsprechende  Sub- 
stitution der  Dilferentiale  vollzieben,  so  sind  für 


X f . 

I . 

V 

und 

w 

d d 
da ’ dß ’ 

d 

dy' 

il 

dö 

und 

- + 

dß  ^ 

d 

dy 

+ — ) 
^ döj 
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siibsliliiicrl  Nvordtüi.  Da  aber  tlie  Contravariaiite  in  fünf  Vcrän- 
(lerlidicn  aus  iler  in  vier  diircb  die  .Subslilnlion  (k  — c]  für  «.  elc. 
erbalten  uiiide,  so  ist  ollenbar,  dass  die  DilTerentiale  von  beiden 
nai'li  n,  ß,  y,  ä die  iiändicben  sind,  während  das  DilTerential  der 
in  ffinr  N eränderlieben  ausgednlckten  nacli  s der  negativen  Summe 
der  I>i(rerenliale  den  in  vieren  gegebenen  nach  a,  ß,  y,  d gleich 
ist.  Diess  begründet  aber  das  Theorem. 

Dnrrli  diess  und  das  Theorem  des  letzten  Artikels  können 
wir,  wenn  irgend  eine  Covarianle  und  Contravariaiite  gegeben 
sind,  andere  Formen  dieser  Art  erzeugen,  welche  wieder  mit 
jenen  combiniert  immer  neuen  Formen  derselben  Art  den  Ur- 
sjirung  geben. 

298-  Ilie  quadratische  I’olarlläche  irgend  eines  I’unktes  in 
Bezug  auf  die  Fläche  dritter  Ordnung 

+ by^  + cz^  + -f*  die®  = 0,  (l) 

ist 

oorx'®  -f"  byy'^  + czz'^  + dee'®  ci/'ie'®  = 0. 

Die  Hesse’sche  Determinante  als  die  Disrriminante  dieser 
quadratischen  Form  ist  daher  nach  dem  Beispiel  des  Artikel  296 
£bcdi'yzx'w  =0,  (2) 

wie  schon  im  Artikel  279  bewiesen  ist. 

Die  Form,  welche  wir  im  Artikel  286  als  die  cnbische  Polare 
einer  Ebene 

ax  ßy  yz  äv  iw  = 0 
bezeichnet  haben,  d.  i.  die  Bedingung,  unter  welcher  diese  Ebene 
die  quadratische  Polarfläche  berührt,  ist  nach  dem  Beispiel  des 
Artikel  295 

£cJczvu-  {a  — = 0. 

Sie  ist  eine  gemischte  Concomitanle  oder  Zwischenrorm,  weil 
sie  beide  Beiheii  von  Veränderlichen  x,  y,  etc.  und  ci,  ß,  etc. 
zugleich  enthält. 

AVeun  wir  in  ihr  die  Substitution 

etc.  für  a,  ß,  etc. 

dx  dy 

vollziehen  und  die  angedeuleten  Operationen  an  der  cubischen 
Originalform  vollziehen,  so  erhalten  wir  die  Hesse 'sehe  Deter- 
minante. 

Behandeln  wir  diese  Letztere  auf  dieselbe  Weise,  so  entsteht 
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eine  Covarianle  von  der  fünrieti  Ordmiiig  in  den  Verftinlerlidieii 
lind  von  der  siebenten  in  den  Coellieienlen , welche  wir  als  die 
Covarianle  O bezeiehncn  wollen, 

0 =:=  aht'de  Habx’ißz. 

Um  die  in  den  Artikeln  296,  297  entwickelte  Methode  an- 
znwenden,  ist  es  nolhwendig,  eine  Contravariante  zn  besitzen; 
für  diesen  Zweck  entspricht  die  Herechnnng  der  Conlravarianlc  <s, 
welche  in  der  Gleichung  der  Heciprocallläche  erschien,  die,  wie 
wir  im  Artikel  271  sahen,  von  der  Form 

64  = T* 

ist.  Die  Conlravarianle  a drückt,  mit  Null  gleichgcselzt,  die  Be- 
dingung aus,  unter  welcher  irgend  eine  Ebene 
ax  + + etc.  = 0 

die  Flache  in  einer  Cnrve  dritter  Ordnung  schneidet,  für  die  die 
■Aronhold’sche  Invaiiante  S verschwindet.  Sie  ist  in  «,  ß,  etc. 
ebenso  wie  in  den  Coellieienlen  der  cnhischen  Form  vom  vierten 
Grade. 

In  dem  Falle  von  vier  Variabein  ist  das  leitende  Glied  das 
Product  von  in  das  S der  ternären  cnhischen  Form,  die  für 
a;  = 0 aus  der  Gleiclinng  der  Fläche  hervui'geht.  Ilie  ühiigen 
Glieder  werden  mit  Hilfe  der  Diirerenlialgleichiing  der  Invarianten 
berechnet.  (Vgl.  „Vorlesungen“,  p.  150  f.)  Ans  der  für  vier  Ver- 
änderliche gefundenen  Form  wird  dann  nach  .\rlikel  295  die  für 
fünf  linear  verhnndenc  Veränderliche  abgeleitet.  Wir  unterdrücken 
die  Einzelheiten  der  Berechnung,  welche  weilläulig  aber  ohne 
Schwierigkeit  ist.  Das  Besullal  ist 

<r  = l'abcd  {a  — i)  (ß  — e)  (y  — i)  (d  — f).  [l]*) 

Nach  dem  Voiigen  können  wir  nun  als  aus  einer  gegebenen 
Covarianle  und  Conlravarianle  eine  neue  Form  die.ser  Art  erzeu- 
gen, indem  wir  in  diejenige,  welche  die  l'eräiiderlichen  in  den 
niedrigeren  Dimensionen  enthält,  Dilfereiitialsyinhole  fiir  dieselben, 
einselzen  und  die  damit  geforderten  Operationen  an  der  andern 


*)  Zur  leichtern  V'erweisung  snllcn  die  Coiilravnrinnteii  durch  Ord- 
uiingszitTern  in  eckigen,  die  Cov<sriantcn  durch  solche  in  runden  Klnin- 
iiieru  bezeichnet  werden. 

Dabei  betrachten  wir  die  cubischc  Form  seihst  und  ihre  Hcssc’- 
Bche  Determinante  als  die  Covarianteii  (1)  und  (21  rcspective. 
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vollzidien.  Das  Rtsullal  isl  von  der  DiHerenz  ihrer  C.rade  in  den 
Veränderlichen  und  von  der  Snmine  derselhen  in  den  Coeffieien- 
ten.  Wenn  beide  von  dersellten  lUincnsiun  sind,  so  ist  es  gleieli- 
gfillig,  mit  «elcliein  von  beiden  nir  operieren;  das  Itesnllat  ist 
in  diesem  Falle  eine  Invariante  von  der  Snmine  ihrer  Grade  in 
den  (ioeflicienlen. 

Die  Krgehnisse  dieses  Verfahrens  sind  iin  nächsten  Artikel 
vereinigt. 

29'J.  a)  Indem  wir  (1)  und  [l]  comhinieren,  erwarten  wir 
eine  in  den  Veränderlichen  lineare  Gontravarianle  vom  Grade  find' 
in  den  Coerticienlen  m linden;  aber  dieselbe  verschwindet  iden- 
tisch. 

h)  Die  Comhination  von  (2)  und  [1]  gieht  eine  Divariante, 
welche  wir  als  die  Divariante  Ä bezeichnen  wollen, 

A =z  — 2 abede  £abc. 

Nach  der  symhidisclien  .Methode,  wclclic  in  den  „Vorh-snn- 
gen",  p.  163  f.  entwickelt  ist,  wird  der  .Ausdruck  derselhen 
-•/  = (1235)  (1246)  (1347)  (2348)  (5678)*. 

c)  Indem  wir  [l]  mit  dem  Ouadrat  von  (1)  verbinden,  er- 
halten wir  eine  ipiadratischc  (kovariante  von  der  sechsten  Ordnung 
in  den  (koeflicienteii 

abede  (nx*  -F  by'^  -f-  C2*  -f-  de*  ew*).  (3) 

Ihr  symbolischer  Ausdruck  ist 

(1234)  (1235)  (1456)  (2456). 

d)  Die  Verbindung  von  (3)  und  [l]  gieht  eine  quadratische 
Contravariante 

nW</*c*Z  (a— /!)*.  [2] 

e)  (l)  und  [2]  geben  eine  lineare  Govarianle  von  der  elften 
Ordnung  in  den  Coefticienten 

,«*6*c*d*e*  {ax  -f-  by  c;  + dv  -f-  ew).  (4) 

f)  (3)  und  [2]  geben  eine  Invariante  B 

n = («  -|-  -j-  c ■+•  d -f-  e). 

g)  Die  Conibination  von  (3)  mit  der  gemischten  (koncoinilante 
im  Artikel  2U8  gieht  eine  cubisclie  Covariante  von  der  nennten 
Ordnung  in  den  Coefticienten 

abede  Ecdc  (u  -f-  b)  zvw.  (5) 
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li)  Diu  Comliiiialion  von  (5)  uiiil  [j]  gifl>l  eine  lineare  Con- 
trarariante  der  dreizciinlen  Ordnung,  nändlrli 
abede £[a — b)  (er  — (3)  | (n -f“  *) ee)|  *).-  [3] 
Es  sclieinl  uniiütliig,  weitere  Details  zn  dieser  Ableitungs- 
inethode  der  covarianlen  Formen  zu  geben  und  wir  können  uns 
daher  zu  den  liauptsäcldiehstcn  Hesnltaten  wenden. 

300.  Jede  Invariante  ist  eine  .syinmetrisehe  Fnnction  der 
Grössen  a,  b,  c,  d,  e.  Nennen  wir  die  Suminc  dieser  Grössen 
/»,  die  Summe  ihrer  Drodnete  in  Paaren  q,  die  Summe  ihrer 
Producte  zu  dreien  r,  die  ihrer  Prodiictc  zu  vieren  s und  ihr 
Product  t,  SU  kann  jede  Invariante  in  Function  dieser  fünf  Grös- 
sen dargestellt  werden  und  sie  gehen  also  sämintlich  ans  den 
folgenden  fünf  Fundamcntalinvarianteu  hervor,  die  man  durch 
das  Verfahren  des  letzten  Artikels  bildet: 

A = s'^  — Art,  B =:  t'p, 

C = t*s,  l)  = f'q,  E = /*, 

also  auch 

(ß  — AE  = \l^r. 

Es  gieht  jedoch  auch  Invarianten,  welche  nicht  selbst  ratio- 
nal in  Function  dieser  fünf  Fnndamentalinvarianten  darstellbar 
sind,  obgleich  ihre  Quadrate  diese  Darstellung  gestatten.  (Vergl. 
„Vorlesungen“,  ji.  210.) 

Die  einfachste  Invariante  dieser  Art  wird  erhalteü,  indem 
man  die  Discriminante  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  a,  b,  c,  d,  e 
sind,  in  Function  ihrer  ('oeflicienten  ansdrückt.  Man  lindet,  dass 
diess  einen  Ausdruck  für  das  Product  von  in  das  Product  der 
sammtlichen  Dillerenzen  der  Grössen  n,  b,  c,  d,  e in  F'imclion 
der  Fnndamentalinvarianten  A,  B,  C,  l),  E ergiebt.  Da  diese 
Invariante  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  so  giebt  ihre  Quadrat- 
wurzel eine  Invariante  F der  Form  vom  Grade  hundert.**) 

Die  Discriminante  kann  unschwer  in  Fnnc.lion  der  Funda- 
mentalinvariantcn  dargeslellt  werden.  Sie  wird  durch  Elimination 


*)  Der  Coeftieient  von  a in  dcr.selben  ist 
uhrde  — bb’<?tPc*  -p  bubrilc  {her/  -p  er/e  -p  bre  -p 

•*)  Für  ihren  Aicsiiruck  in  Function  der  Fundninentntinvniinuten 
verweisen  wir  wegen  seiner  Ijiinge  auf  die  in  den  ,,1’kilosopli.  Trans- 
Bclions“,  1860,  gegebene  Abhandlung  p.  233;. 
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der  Veränderlichen  zwisclien  den  vier  Dillerenlialen  nach  x,  y,  z,  v, 
d.  h. 

fix'  = hiß  = ci’  = di^  = fit’* 

erhalten,  d.  h.  y'^,  etc.,  sind  den  I’roducten  hcde , rdca,  etc. 
]iro|)orlional.  Die  Substiliilion  dieser  Werl  he  in  die  (ileirhun^' 
a;4-V+-  + ® + «'*=:  0 

gieht  die  Discriininuiile  in  der  Form 

(hrde)i  + (cdea)i  + (ileab)i  + (eabc)^  _+  [ubcd\  = 0. 

lind  die  Enlwirkehing  dieses  Ausdrucks  in  Function  der  Invarian- 
ten gieht 

— 16384  {D  + 2AC}. 

301-  Die  ciihische  Form  hat  vier  rundamentale  lineare  Co- 
varianten,  d.  h.  Covarianlen-Ehenen,  welche  respective  von  den 
Ordnungen  1],  19,  27,  43  in  den  Coeflicienten  sind;  nämlich 

L = d^b^c^d-e^  |flar  -j-  "F  de  -}-  ew^  = i^£<ix, 

L' = 21bcdex , L"  = fiZa'‘x,  L'"  = l'' Za^x. 

Jede  andere  Covarianle,  die  Form  seihst  eingeschlossen,  kann 
im  Allgemeinen  in  Function  dieser  vier  Covariaiiten  aiisgedrückt 
werden,  so  dass  die  Eocflicienten  Invarianten  sind.  Die  Bedin- 
gung, unter  welcher  diese  vier  Ehenen  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  ist  die  Invariante  F vom  Grade  hundert. 

Es  existieren  lineare  Gontravarianten,  von  denen  die  ein- 
fachste, vom  Grade  dreizehn,  in  den  Cneflicienten  vorher  schon 
gegehen  ist;  die  nächste,  vom  Grade  ein  und  zwanzig,  ist 

{a  — b)  («-/?); 

dann  folgt,  vom  Grade  neun  und  zwanzig,  diese 
t*  £rde  (n  — h)  (a  — ß);  etc. 

Es  gieht  quadratische  Covariaiiten  der  sechsten,  vierzehnten, 
zwei  und  zwanzigsten,  etc.  Ordnung  und  Gontravarianten  der 
Ordnungen  zehn,  arhtzehn,  etc,,  so  zwar,  dass  die  Ordnungen 
um  acht  wachsen.  Jene  sind 

t £ax- , t-£ab  {cd  -f-  de  -J-  ec)  xy , 

/•'2’a.*,  etc. 

Diese  sind 

[2]  Artikel  299,  l^^cde  {a  — ßf.  etc. 
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Cuhisclie  Covarianten  sind  von  der  neunten , siebenzclinleil 
Ordnung  etc.,  nämlich 

Scde  («  + b)  tzvu}, 
etc. 

Wenn  wir  die  ursprüngliche  'cubische.  Form  durch  U und 
diese  letztere  Covariante  durch  V bezeichnen , und  eine  Ouvarianle 
oder  Invariante  von 

D + ir 

bilden,  so  sind  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von 
X in  derselben  nothwendig  Invarianten  und  Covariauten  der  ciibi- 
sclien  Form.  . Fs  folgt  daraus,  dass  aus  einer  gegebenen  Fova- 
riante  oder  Invariante  der  cidiiscben  Form  eine  neue  F'orin  der- 
selben .\rt  gebildet  werden  kann,  deren  Grad  in  «len  CoerUcienten 
lim  sechszelin  höher  ist,  indem  man  die  Operation 


an  ihr  ausführl. 

Von  den  Gnntrararianten  der  dritten  Ordnung  ist  die  ein- 
fachste aus  der  Invariante  A als  Kvectante  (vergl.  „Vorlesungen", 
p.  139,  14S)  abzulciten 

Zc'-dre-{a — b)(a~ß)'>  — tZife  (2« — ß—y)  (2ß—y — «)  (2y — “—(3): 
dann  folgt 

i- Zbede  {a — b)  («  — y)  («  — 6)  («  — c). 

Eine  bi(]uadratiscbc  Corariante  ist 

während  die  einfachste  biipiadratiscbc  Gontravariante  die  früher 
erwähnte  Contravariante  a ist.  Die  Gontravariante  sechsten  Gra- 
des T,  welche  mit  ihr  die  Gleichung  der  Heciprocalflächc  consti- 
tuiert,  ist 

T = Zc^d'^e'^  {a — j3j®  — 2Zbcd‘^e^  {a  — /3)*  (o  — y)® 

-t- 2<2’e  (e— e'}  {«'  — £"}  {e"  — z}, 

WO 

£ = (or  — y)  (/3-d),  t = («  — d)  {y  — ß}.  ' i"  — {a  — ß)  (d  — y). 

Von  Govarianten  fünfter  Ordnung  erwähnen  wir  nur  ausser 
<P  (Artikel  298)  die  Covariante 

l^xyzvw 

vom  Grade  fünfzehn  in  den  Coefficienten , welche  die  fünf  Ebenen 

baimon,  Aoal.  Oeoin.  U.  Ilauiues,  U. 
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des  Pentaeders  darslelll;  und  eine  Covarianle  nennler  Ordnung  6, 
welche  der  Orl  aller  der  Punkte  ist,  deren  Polarehencn  in  Bezug 
auf  die  Hesse’sdie  Dctcriniiiantennäclie  7/ ilirc  ciuadralisdien  Polar- 
flächen  in  Bezug  auf  die  Fläche  dritter  Ordnung  U selbst  berüh- 
ren. Darnach  ist  (vgl.  Artikel  7ü,  Band  I)  ihr  Ausdruck  durch 
die  Deterndnante 


Vn- 

^ia> 

l'u- 

V,,. 

l/„j. 

II; 

f'a.. 

V-M- 

Uu’ 

Ifx 

//,  I 

II,, 

ü 

gegeben. 

Die  Gleichung  einer  Govariantenfläche.  deren  Durchschnitt 
mit  der  gegebenen  Flädie  dritter  Orduiing  die  sieben  und  zwanzig 
geraden  Linien  derselben  bestiinnit,  ist 
0 = 

wo  <D  die  im  Artikel  298  gegebene  Beileutiing  bat. 

Ehe  wir  den  vollständig  allgemeinen  Beweis  dafür  geben, 
seien  die  folgenden  einfachen  Betracbtiiiigeu  angeführt,  welche  . 
zuerst  auf  die  Erkenutniss  dieser  Form  geleitet  haben.  Wenn 
man  als  Ebenen  x und  y die  Tangenteiiebeuen  der  Fläche  dritter 
Ordnung  in  den  zwei  Punkten,  in  denen  irgend  eine  der  Gera- 
den die  parabolische  Gurve  der  Fläche  srbiieidet,  und  irgend 
zwei  bestimmte  durch  diese  Punkte  gehende  Ebenen  zu  Ebenen 
tv,  z wählt,  .so  erhält  die  rileichuug  der  Flüche  die  Form 

s’y  -|-  ir-x  -f-  2xyz  -(-  2xyw  + ax'^y  -f-  hy^x  cx'^z  -f"  dy'iv 
-j-  cxir'^  fyZ'  = 0. 

Für  dieselbe  ist  derjenige  Theil  der  llesse’scben  Determi- 
nante, welcher  x,  y inebt  enthält, 

z'^ir- ; 

die  entsprechenden  Theile  von  <I>  und  0 sind 
— 2 (cz'  -p  , 

■ — 8">*Z-  (C2*  (lir'‘), 

und  die  Fläche 

0 — -1  //tf»  = 0 oder  .S’  = 0 

zeigt  somit  in  ihrer  rileichuug  keiric  Glieder,  welche  nicht  ent- 
weder .T  oder  y enthalten,  d.  h.  die  Liine  x = y = 0 liegt 
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ganz  in  ilir,  und  in  (Icrsidliun  WuUu  diu  Sulianr  der  ril>rigcn 
sechs  lind  zwanzig  Geraden.*) 

*)  Dieser  Absclinitt  giebt  ileii  llnuptiiibiilt  einer  .\bhaiidlung  de» 
Verfassers  in  den  ,, PhilosopbionI  Transaclions“,  18CO,  p.  2‘d9  f.  ,,Ou 
Qunternnry  C'iibies“  wieder,  die  iin  Juni  1860  pclesen  ward.  Mebrere 
Resultate  derselben,  nainentlich  die  .\ufstcllung  der  fünf  Kundamcntal- 
iuvarianten  und  der  Ausdruck  der  übrigen  durch  sie.  so  wie  die  Gleieb- 
ung  der  Pliieho  .8  = 0,  welche  die  sieben  und  zwanzig  (ieraden  der 
Fläche  bestimmt,  wurden  durch  zwei  nahe  gleichzeitige  (März  1860), 
aber  vor  jener  pnbliciertc  (,, Journal  für  Math.“,  l!d.  LVIlt,  p.  9:i  f., 
109  f.)  Abhandlungen  von  CIc lisch  vorausgenomnicn.  Die  von  ihm 
befolgte  Methode  war  jedoch  wesentlich  verschieden  , die  Discussiou 
der  Covarianteii  und  die  Entdeckung  der  Invariante  t'  blieben  jener 
Vorbehalten. 

Die  letzten  vier  Invarianten  sind  von  (’lcbscb  als  Functionen  der 
(’ocfficienten  der  llcssc'scben  Dete.rminante  gegeben.  Die  zivcite  ist 
die  Invariante  (12S4)*  derselben. 


2S* 
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VI.  Kapitel. 

Allg^eiueine  Theorie  der  Flächen. 


302.  Iiiileni  wir  uns  zur  allgemeiiieii  Fiiilwirkelung  ziirfick- 
woiuleii,  srheinl  e.s  ciTordrrlirli,  die  Erörlrnmg  eiuigrr  l'roblriiic 
vorauszuschirkeii , uelrlie  srlion  in  dem  Früliereii  iialiegelegl  und 
deren  Ergebnisse  für  den  ForlscliriU  der  Fiilersucbung  förderlieli 
sind. 

Sic  belrcllcn  zuerst  die  Frage  von  der  Beslininniiig 
der  Flächen  durch  gegeJiene  Eleuieiite,  sagen  wir 
durch  Punkte,  die  ilinen  angeliören;  eine  Frage,  welche  in 
den  ersten  Ai'tikelu  dieses  Bandes  berührt,  aber  niclit  erschöiift 
ist.  lin  Folgendtn  gelum  wir  das  Weseiillicliste  von  dein,  was 
Jacflhi  in  einer  .scliöuen  Ahliandlung  für  dieselbe  geleistet  hat.*) 

Im  .Artikel  1 ist  gezeigt,  dass  die  Durclisehuittscurve  von 
zwei  f'lächen  Ordnung  durch 

(n  + 1)  {>1  + 2)  [u  + 3)  _ 

2.3 

ihrer  Punkte  völlig  hestiminl  ist;  wir  erweitern  die  linier. suchuug 
zunächst  auf  die  üurchschniltscnrve  von  Flächen  m''''  und  n'"  Ord- 
nung (unter  der  Annahnie  m ^ ;i).  liidrui  man  ilie  Oleirhung 
der  Fläche  Ordnung  durch  eine  Function  (>/i  — Grades 
mit  willkürlichen  Coefficienten  multijiliciert,  erhält  man  eine 
Gleichung  »»*'’' Grades,  die  zu  der  gegebenen  Gleichung  m'’’"  Gra- 
des so  addiert  werden  kann,  dass  so  viele  Glieder  ans  der  Snnnne 
verschwinden,  als  willkürliche  Constanten  eingeführt  wurden,  also 

*)  Vcrgl.  „Crcllc’s  Journal“,  lid.  XV,  j).  285.  ,,rJc  rclutiuiii- 
bus“  (1835). 
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(m  — n + 1)  (m  — « + 2)  (m  — m + 3) 

2 . 3 

Die  rediiderle  Gleiehutig  ciUliält  also- 
(m  + 1)  (m  + 2)  (»I  + 3)  (w  — « + 1)  ('«  — «+  2)  (m  — n + 3) 
2.3  2 . 3 ~~ 

Glieder  und  ihre  Restinimiing  erlolgl  durch  eine  um  Kins  kleinere 
Anzahl  von  1‘uiikten;  d.  h.  die  Schnittciirve  einer  Fläche 
n'"  mit  einer  Fläche  m'"  Ordnung  (m  ^ «)  ist  durch 

(f>‘  -|-  1)  (i>i  + 2)  (»I  + 3) 

“ 2.3 

' (m  — n + 1)  (m  — « + 2)  (rn  — « + 3) 

2.3  “ ^ 

ihrer  Punkte  heslimint.  Oder  alle  Flächen  m'"  Ordnung, 
welche  durch  so  viel  Punkte  einer  Fläche  n'"  Ordnung  gehen, 
haben  mit  dieser  dieseihe  Schniltcurve  gemein. 

303.  .An  dcmselhcn  Orte  haben  wir  gezeigt,  dass  alle  Flächen 
/j‘"  Ordnung,  die  durch 

(»  + IM«  + 2)  {«  + 3)  „ 

2.3 


feste  Punkte  gehen,  ausser  dorsclhen 

, , . («  + 1)  («  + 2)  (u  + 3) 

2.3 

d.  h. 


(«  — 1)  (5»^—n  — 12) 
2.3 


Punkte  gemein  haben;  oder  wie  der  algebraische  Ausdruck  lauten 
wird:  Sind  n'*  Systeme  von  Werthen  dreier  Unhekannten  gegeben, 
so  müssen,  damit  man  durch  dieselhen  drei  Gleichungen  n 
Grades  genügen  kann,  zwischen  den  Werthen  jener  Unhekannten 

(«  — 1)  (5n*  — « — 12) 

7“  2 

Bedingungen  stattfinden. 

Wir  dehnen  jetzt  die  Untersuchung  auf  den  Durchschnitt  von 
Flächen  verschiedener  Ordtnmgeu  ans  und  nehmen  zunächst  en, 
dass  zwei  der  Flächen  von  der  und  die  dritte  von  der  m*'” 
Ordnung  für  m > n sind.  Die  vorigen  Betrachtungen  lassen 
darin  zunächst  schliesscn,  dass  man  mit  Hilfe  der  zwei  Gleichnn- 
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gen  Grades  aus  der  Glekliung  wi“”'  Grades 

[m  — n + 1 ) (m  — « + 2)  [m  — n + 3) 

2.  - 2.3' 

Glieder  beseitigen  kann;  diess  ist  jedodi  nur  riclilig  für  m — « < u. 
Sind  nänilieli 

«p  = 0,  i|;  = 0 

die  beiden  gegetenen  Gleichungen  n“"  und  ist 

f=0 

die  Gleichung  m'“  Grades,  bezeichnen  u,v  Functionen  (wi— n)’"’ 
Grades  mit  willkürlichen  Coefticienten,  so  kann  man  zu  f den 
Ausdruck  {uq>  + vf]  addieren  und  dadurch  iu  /"  + inp  + so 
viele  Glieder  zcrslflren,  als  (t/ip  + vip)  willkürliche  Constanten 
enlhrdt;  ist  aber  m — ;i>n,  so  ändert  sich  («90+  rif»)  nicht, 
wenn  man  an  Stelle  von  u und  v die  Ausdrucke  11  und 

p — setzt,  in  denen  i einen  heliehigen  Ausdruck  (m — 2«]"“ 
Grades  mit  willkürliclien  Coefticienten  bezeichnet.  Es  muss  also 
von  der  Anzahl  der  Coefliricnleu  in  u und  v die  Anzahl  derjeni- 
gen in  X abgezogen  werden,  damit  man  die  wahre  Anzahl  der 
Grössen  erhält,  welche  in  (n(p  + tng)  willküilich  sind.  Somit  ist 
für  m > 2«  die  Zahl  der  Glieder,  welche  in  einem  Ausdruck 
m'™  Grades  mit  Hilfe  zweier  Gleichungen  n’'“  Grades  zerstört 
werden  können,  gleich 

(»1  — II  + ] ) (m  — 11  + 2)  (in  — 11  + 3) 

3 “ 

(in  — II  + ] ) (in  — 11  + 2)  ("I  — 11  + 3) 

_ . . __ 


. (in  — 2 II  + 1 ) (in  — 2 II  + 2)  (m  — 2 II  + 3) 

' 2.3  ' ’ 

d.  i.  = i|5  (ni  — II  + 2). 

Ist  aber  m < 2«.  so  ist  die  Zahl  dieser  Glieder  gleich 
(m  — II  + 1)  (in  — n -f-  2)  (m  — « + 3) 

3 

Daraus  folgt,  dass  für  ^ n,  in  < 2n  der  Ausdruck  in'™ 
Grades  mit  Hilfe  zweier  Gleichungen  11 Grades  auf  eine  .\nzahl 
von  I 

(in  + 1 ) (m  -^2)  (m  + 3) (w  — ii  + 1 1 (in  — 11  + 2)  (m  ~ ” + (^ 

2~ 


= >1^  (in  — 11  + 2) 


(2 II  — III  + 1 ) (2 II  — in  + 2)  (2 II  — m + 3) 
3 
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Gliedfrn  reduciert  werden  kann.  Man  erkennt,  dass  die  Anzahl 
(m  — n + 2)  aueli  für  «i  > 2 n — 3 richtig  ist.  Man  hat  also 
den  Salz:  Ist  m ^ u und  ist  die  Schnillcurve  zweier 
Fläclien  Ordnung  gegel)cn,  so  dürfen  von  den  in 
derselben  gelegenen  l’nnklen,  durch  welche  eine  Fläclie 
,„ier  Ordnung  sich  legen  lässt,  die  die  Curve  seihst 
nicht  enthält,  nicht  mehr  willkürlich  gewählt  wer- 
den, als 

{m  — n -j-  2)  — 1 für  m'^2n  — 3 , 
und  nicht  mehr  als 

n^,n-n  + 2)  + 1^-" ~ ~ ” ~ ”L~  3)  _ j 

für  m < 2n; 

und  umgekehrt  kan  n 

für  m ^ 2«  — 3 durch  [m  — «4-2)  — 1 

und  für  m < 2«  durch  {m  — n -f-  2) 

(2  « — m — 1)  (2  ri  — m — 2)  (2  n — m — 3) 

+ 1 

heliehig  gewählte  Punkte  auf  derselben  eine  Flache 
Ordnung  gelegt  werden,  die  dieOurve  selbst  nicht 
enthält. 

304.  Drei  Flächen  von  den  Ordnungen  m,  « und  n (m  > «) 
schneiden  sich  m n®  Punkten.  Ist  dann  1)  m>2« — 3,  so  sind 
nach  dem  vorigen  Artikel  diese  ?un'^  Punkte  durch 

ti-  [m  — « -h  2)  — 1 

voll  ihnen  bestimmt,  die  in  der  Schnittlinie  zweier  Flächen 
Ordnung  liegen,  und  zwischen  ihren  Coordinaten  müssen  also 


1«^  (m 


+ 2)  - 


(n  4-  1)  («  4-  2)  (n  4-  3) 
2.3 


+ 1 


Bedingungen  erfüllt  sein;  denn 

(n  +J)  («  +_2)  (fl  4-_^ 
2 . 3 


Punkte  bestimmen  die  Sclmittcurve  zweier  Flächen  «'"■  Ordnung. 
Die  Gesanimtzahl  der  Bedingungen,  welche  zwischen  den  Coordi- 
naten aller  mn^  Punkte  stattfindeu  müssen,  ist  daher 


Digitized  by  Google 


440 


3 I m >1^  — /r  [m  — « + 2)  + 1 1 

. « f 3 ; . ("  + 1)  («  + 2)  {n  + 3)  , , \ 

+ 2 1«^  {m-n  + 2) ~r^ + 


= 2 («I  — 2 h)  + (n  — 1) 


2 . 3 

(14  „2  + 2h  — 9) 
3 


Isl  iibcr  2)  »I  < 2h,  so  sind  alle  mir  Sclinitlinmkte  durrh 
,,  , , (2H-m— 1)  (2h  — Hl- 2)  (2h-hi— 3)  , 

H*  (m  — H + 2)  + 2 3 — ^ 

von  ihnen  beslinmit,  welclie  in  der  Scbnilllinie  zwei«n'  Flächen 
Ordnung  liegen  und  es  müssen  /«isclien  den  Coordinalen 

{2  h — m — l)  (2  H — Hl  — 2)  (2  H — m — 3) 

2T3 


2 {h=  (m  — h + 2)  + 


(h  + 1)  (h  + 2)  (h  + 3)  ) 

r."3 


Hclationen  slaUfiiiden;  also  in  allem  zwischen  den  Coordinalen  der 
»iH*  Punkte 

l.  2 • o ^ ) 

+ 2 {h^  (h,  - h + 2)  + 

(h  + 1)  (h  + 2)(h  + 3)  , 

2T3 

(2n~m  — 1 ) (2h  — Hl  — 2)  (2h  — nt  — 3) 


= 3hih*— h=(hi-h  + 2) 


2 . 3 


(h  + 1)  (»  + 2)  (h  + 3)  , , 

3 + " 

= 3 ,„„i  _ ("»  + 1)  (»'  + 2)  {m  + 3) 

(m— n + 1)  (hi— h + 2)(hi— h + 3)  (h  + 1)  (h  + 2)  (h  + 3)  , 

+ +5 

Für  m = n wird 

(,„ -„  + 2)  + ^2»-»'!-2)(2h^^3)  _ ^ 


2 . 3 

(h  + 1)  (h  + 2)  (h  + 3) 
2.3 


— 3,  . 
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welclie  Anzahl  von  Ihinklen  imnior  in  »lor  Sdinillliiiic  zweier 
Flächen  Ordnung  liegen  kann,  da  diese  dnrtli 


(»I  + 1)  {n  + 2)  (n  + 3)  _ 

2.3 

Funkle  bestimmt  ist.  Dalier  ist  hier  die  Anzahl  der  Dedinguugen 


2 (m  — « + 2) 


(2  » — m — 1)  (2n  — rn  — 2)  (2  n — m — 3) 


2.3 


(«  + 1)  («  + 2)  {n  + 3) 
2.3 


+ - 


und  fnr  m = n muss  also  die  vorher  gegebene  Gesammlzahl  der 
Uedingiingen  um  2 vermehrt  werilen.  Sie  war 


= 3m«2  — 


2 _ ("I  + 1)  (>«  + 2)  (m  + 3) 


2.3 


{m  — n + 1)  (m— ;i  + 2)  (m—n  + 3)  (n+  1)  {ti  + 2)  («+  3) 

' y ~ ' 3“ 


^ 3„3  _ (>*  + 1)  (»  + 2)  {n  + 3) 


+ 7 = 


5 »■’  — ß «■  — 1 1 « + 8 


oder  = _ 2. 


305.  Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  ln  welchem  eine  der 
Fläelien  von  der  Ordnung  ist,  während  die  beiden  andern 
von  der  r/i'™  Ordnung  sind  (m  > n).  Dann  können  in  der  Gleich- 
ung einer  Fläche  m'”  Ordnung  durch  die  Gleichung  der  Fläche 
Ordnung 

(m  - «-Fl)  (»»  — « -F  2)  (m  — n 3) 

2T3"'  ' “ 


Glieder  zerstört  werden,  und  es  ergieht  sich  durch  den  vorher- 
gehenden ganz  ähnliche  Detrachlungen,  dass  für  w > n in  einer 
Fläche  n’"  Ordnung 

(m  -F  1)  ('«  + 2j_(m  -F  3_)  __  (m-n  + l)(m-n -F  2)  (m-n -F  .3)  _ 
'2.3  ' 2.3 

und  nicht  mehr  Funkte  angenommen  werden  können,  dui’ch 
welche  eine  Schnittcurve  von  zwei  Flächen  m''"'  Ordnung  gelegt 
werden  kann,  die  nicht  ganz  in  jener  Fläciic  Ordnung  liegt. 
Man  kann  also  m-n  Funkle  für  tn  > n als  Schnittpunkte  einer 
Fläche  n'"  Ordnung  mit  zwei  Flächen  w’"  Ordnung  anseheii, 
sobald  zwischen  ihren  Coordinaten 
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( J (»I  + 1)  {m  + 2)  (»I  + 3) 


3 |«r;i  — 


2.3 


, (m  — w + 1)  {m  — h + 2)  (m  — n + 3)  , „1 
^ 2.3'  ^ 

{in  + 1)  (m  + 2)  (m  -f-  3)  (m  — n + 1)_  {m — n + 2)  (m  — « + 3) 
2.3  ' 2.3 

(«+D  («  + 2)  («  + 3) 


2.3 


— 1 


, (ni+l)(»n+2)(m  + 3)  j {;«— n + l)(m — 7i  + 2)(w  — « + 3) 

— o '»■«  . + 

O . t# 


(/>  + ])(« +2)  («+3) 
2 . 3 


+ 


, . n’— 2n  + lln  — 8 

= mn  [2m  + « — 4) ^ 

Bedingungen  erfiillt.  Und  die  Anzahl  dieser  Bedingungen  muss 
für  m = n um  2 vermehrt  werden. 

306.  Sind  endlicli  alle  drei  Oberflächen  von  verschiedenen 
Ordnungen  ti,  m,  1,  so  gehen  wir  davon  aus,  dass 
(/  +!)(/  + 2)  (1  + 3) 

2.3 


Imu  — 


+ 1 


Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  damit  Imn  Punkte  in  ciniM- 
Fläclie  f’"  Ordnung  liegen.  Die  Gleichung  der  Fläche  Ord- 
nung kann  durch  diejenige  der  Fläche  Ordnung  auf 
(n  + 1)  (n  + 2)  [n  + 3)  _ (n  - Z + 1)  {n~l  + 2)  (n  — Z + 3) 
2.3  2.3 

Glieder  reduciert  werden;  und  damit  daher  dieser  Gleichung  die 
Coordinaten  von  Imn  Punkten  genügen,  müssen 

Imn  ~ (»  + l)(»+2)  (>‘  + 3)  , (»-/+!)(»-/+ 2)  (n-Z+3)  ^ 

Bedingungen  erfüllt  sein.  Was  endlich  die  Gleichung  m'™  Grades 
betrifft,  so  sind  zwei  Fälle  zu  »inlerscheiden. 

Es  sei  1)  m ^ « + Z.  Dann  wird  durch  dieselben  Betrach- 
tungen wie  vorher  bewiesen,  dass  die  Gleichung  Grades  auf 
(m  + 1)  [m  -f  2)  (m  -f-3)  [m  — ;j  1)  {/n  — n + 2)  [m  — n + 3) 
2.3  2.3 

[m  — Z + \)[m  — Z -f-  2)  («1  — Z -F  3) 

(m — n — Z-Fl){m  — n — Z-f-2)  (>n — « — Z-F3)  nl[2m — n — Z-f-4) 

-H-  ^ _ _ — — 
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Glieder  rcducicrt  werden  könne.  Und  daiiiit  einer  solchen  Gleich- 
ung durch  Imn  Punkte  genügt  werde,  müssen 
nl  {im  — H- 


Inin  — 


-t  + 4)  j ^ »I  {n  -I-  /-4!  j 


ßediiigungcn  erfüllt  sein.  Daher  wird  die  Gesamnitzahl  der  Be- 
dingungen, welchen  Imn  Punkte  genügen  müssen,  damit  sie  als 
die  gemeinsamen  Schnittpunkte  von  drei  Oberilächen  i'",  m''^’ 
und  «■"  Ordnung  betrachtet  werden  können,  die  keine  gemein- 
schaftliche Schnittcurve  haben,  für  n >■  /,  m >»+  I 

(/  + I)  (I  + 2)  (/  -P  3)  _ (n  -I-  1)  [n  + 2)  (»  + 3) 
2.3  2.3  * 

■4) 


= 2 Imn  — 


{n~l  +!)(„-/+  2)  {n  — l -|-  3)  nl  (n  -|-  l 
2.3  + 2 


+ 3 


ilmn  -1-  nf  — Anl  — iP  — 


(/-l)  [1—2]  (/-3) 
3 


Diese  Zahl  muss  für  n — l um  die  Linhcit  vermehrt  wer- 
den, damit  sie  mit  der  oben  für  diesen  Fall  gefundenen  Zahl 
übereinstinnnt.  Denn  für  n = l kann  die  Gleichung  f'“  Grades 
durch  die  vom  «'*“  Grade  auf  eine  um  Eins  kleinere  Gliederan- 
zabl  reduciert  werden,  nändich  auf 

(L±J)  (/  + 2)  (f  + 3) 

2.3 


- 1: 


und  die  Zahl  der  Bedingungen,  die  erfüllt  sein  müssen,  damit 
die  Coordinaten  von  Imn  Punkten  solcher  Gleichung  genügen,  ist 

et' 

d.  b.  um  Eins  grösser  als  vorher. 

Es  sei  2)  m <.  n l.  Dann  bleibt  alles  übrige  wie  vor- 
her; nur  ist  ilie  Zahl 

{m  — n — l -f-  1)  [m-n-l  -1-  2)  {m  -n—l  -|-  3) 
nicht  abziizielien.  Die  Zahl  der  Bedingungen  wird  daher 

(/  +!)(/  + 2)  {!  + 3) 


= ilmn  -f  Inl  — if 


3 


(n  -f-  l — m — 1)  (n  -j-  / — m — 2)  («  -|-  I — m — 3) 

_ ^ 

Diese  Zahl  ist  für  m = n oder  n — l um  Eins,  für  n = m = l 
um  Drei  zu  vermehren. 
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Isl  m > « + /,  so  wird  die  Zalil  der  Punkte,  die  man  in 
der  SdiiiiUnirve  zweier  Flächen  n‘"  und  Ordnung  annelnnen 
darf,  damit  diircli  dieselbe  eine  Fläche  m''’’  Ordnung  möglich  sei, 

= + 2 - - 1. 

Ist  m > «,  OT  > ; und  m < n + L so  wird  deren  Anzald 
„/  (m  + 2 - 

(n  + / — m — 1)  (n  + / — ;«  — 2)  {»  + I — m — 3) 

■ ^3  I-  J 

307.  Sie  helrelTen  ferner  die  Frage  nacli  der  Orduniig  von 
Systemen  von  Gleichungen.**) 

Wir  zeigten  iin  Artikel  80,  wie  die  Charactere  einer  Curve 
zu  bestimmen  sind,  welche  als  nurchschnitt  zweier  Flächen  ge- 
geben ist,  halten  aber  sebon  vorher  im  Artikel  .’iö  bemerkt, 
dass  es  Gurveii  giebl,  welche  nicht  als  solche  Durchschnille  zweier 
Flächen  darstellbar  sind.  Fs  giebl  aber  keine  algebraische  (Inrve, 
welche  nicht  mittelst  der  Gleichungen  eines  Systems  von  Flächen 
vollständig  dargeslelll  werden  könnte,  weil  nach  Artikel  69  bei 
zweckmässiger  Wahl  von  m stets  eine  Zahl  von  Flächen  rn'’’’'  Ord- 
nung gefunden  weiden  kann,  welche  die  Curve  ganz  enthalten. 
Dagegen  wird  die  Curve  dann  durch  irgend  zwei  F'lächeii  des 
Systems  nicht  bestimmt,  weil  der  Durchschnitt  dersellu’ii  im  All- 
gemeinen aus  dieser  und  einer  andern  Curve  bestehen  wird;  so 
dass  die  fragliche  Curve  nicht  der  vollständige  Dnrchschnill  von 
' irgend  zweien  unter  diesen  Flächen,  sondern  nur  derjenige  Theil 
desselben  ist,  welcher  auch  allen  übrigen  Flächen  des  Systems 
angebört.  Und  so  isl  es  der  nächste  Zweck  dieser  rntersuebun- 
gen , zu  zeigen , wie  d i e C h a r a c t c r e e i u e r C u r v e b e s t i m rn  t 


*)  Uober  die  algebraisclie  Rcdeutiinjr  dieser  Krgcbtiisse  veigleiclic 
man  die  oben  envUbntc  Abliandlung,  naiiientlieb  Artikel  10  und  die  im 
V 14.  Hände  von  „Crcllc's  Journal“,  p.  281  veröH'entlichte  .\bliandlung 
Jacobi’.s,  „Theoreniata  nova  algcbraica“;  für  den  ganz  allgemeinen 
Beweis  des  Haupt.satzes,  den  .Tacobi  nur  für  den  speciellen  Fall  von 
jlrei  Gleichungen  oliiie  Beweis  ansgesproeben  hat,  setie  man  die  neuer- 
liche Abhandlung  von  A.  Clebsch,  ,,1'eber  die  .\nwendun"  der  Abel’- 
seben  Functionen  in  der  Geometrie.“  („.Journal  für  Matbein.“.  Bd.  68, 
p.  224  f.) 

•*)  Vorgl.  „Quartcrly  Journ.“,  Vol.  1,  p.  246  f. 
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weiden  köiineii,  w elche  als  die  genici iiscUafinche  Curve 
aller  durch  ein  Sysleiu  von  Gleichungen  hesliminten 
Flächen  gegeben  ist. 

Ebenso  können  wir,  wenn  r Punkte  iin  llaume  gegeben  sind, 
iinnier,  indem  wir  m gross  genug  wählen,  eine  Anzahl  von  Flä- 
chen Ordnung  hestiinmen,  welche  durch  diese  Punkte  gehen, 
(lewöhnlich  wird  aber  der  Iturchschnilt  von  irgend  dreien  unter 
diesen  Flächen  ausser  den  gegebenen  Punkten  noch  andere  Punkte 
enthalten,  so  dass  wir  die  gegebenen  Punkte  •eben  nur  durch  ein 
System  von  mehr  als  drei  Gleichungen  detinieren  können,  als 
diejenigen,  welche  allen  diesen  Gleichungen  genügen. 

Es  ist  umgekehrt  die  Aufgabe  dieser  l'ntersuchung,  für  ein 
gegebenes  System  von  Gleichungen  die  Zahl  der  Punkte 
zu  bestimmen,  w elche  i hnen  allen  zugleich  en ts|irer heu. 

308.  Die  cinlächste  Erläuterung  hierzu  liel'ert  die  Uetrachtung 
der  vier  Ebenen 

(j  -j-  Ac  = 0,  b Xß  0,  c -f-  iy  = 0,  </  -f"  = 0, 

wo  a,  a,  h,  ß,  etc.  gleich  Null  gesetzt  Ebenen  repräsentieren 
und  A ein  unbestimmtflr  Goeflicient  ist.  Wenn  wir  die  Itedingung 
bilden,  unter  welcher  diese  vier  Ebenen  sich  in  einem  Punkte 
.schneiden,  so  ist  dieselbe  oll'eid)ar  vom  vierten  Grade  in  Bezug 
auf  k.  Man  kann  somit  vier  Werlhe  von  k bestimmen,  für  welche 
diese  Gleichungen  Ebenen  darstellen,  die  durch  einen  Punkt  gehen. 
Die  so  gefundenen  vier  Punkte  müssen  nun  nothwendig  gleich- 
zeitig den  sechs  Gleichungen  von  der  Form 

aß  = ba 

genügen,  welche  durch  Elimination  von  A zwischen  irgend  zweien 
unter  den  gegebenen  Gleichungen  entstehen.  Dieselben  repräsen- 
tieren aber  Fläcben  zweiter  ürdnnng,  von  denen  je  drei  sich  in 
acht  Punkten  diirchschneiden.  Das  System  von  Gleichungen,  wel- 
ches wir  durch 


I o , b,  c, 
L“.  y. 


darstellen  — dieser  .\usdruck  bezeichnet  das  Verschwinden  aller 
der  Determinanten,  welche  aus  irgend  zwei  Verticalreihen  der 
zwischen  den  Klammern  vereinigten  Elemente  gebildet  werden 
können  — stellt  also  ein  System  von  Fläclnm  dar,  welche  vier 
Punkte  gemeinschaftlich  haben,  während  jede  drei  unter  densel- 
ben sich  in  vier  weiteren  Punkten  durchschneiden. 
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Ällgenieiiier  also,  wenn  wir  (f  + 3)  Gleicliungen  als  gegeben 
vorausselzeti,  welche  i Parameter  entliallen,  so  erhellt,  dass  durch 
Elimination  der  Veränderlichen  eine  Zahl  von  Gleichungen  gewon- 
nen werden  kann,  welche  hinreicht,  Systeme  von  Werthen  der 
Parameter  zu  hcstimmen,  für  welche  jene  Gleichungen  Flächen 
darstellen,  die  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben.  Solche 
Punkte  genügen  nothweiidig  auch  den  Gleichungen,  welche  durch 
Elimination  der  i Parameter  zwischen  irgend  (i  -|-  1)  der  gege- 
benen Gleichungen  ■ cnLstehen.  Und  irgend  drei  dieser  letztem 
Gleichungen  bezeichnen  Flächen,  welche  sich  nicht  nur  in  diesen 
Punkten  durchschneiden , die  allen  Flächen  gemeinschaftlich  sind, 
sondern  in  einer  Anzahl  anderer  Punkte  üherdiess. 

309.  Ebenso  gehen  die  drei  Ebenen 

a -4-  Acf  = 0,  <>  -f-  4/S  = 0,  c -|-  Ay  = 0 
für  jeden  bestimmten  Werth  von  A einen  I’unkt  als  ihnen  gemein- 
schaftlich mul  die  unendliche  Iteihe  der  Werthe  von  A gieht  als 
die  Aufeinanderfolge  derselben  eine  räumliche  Gurve.  dieselbe 
ist  nothwendig  den  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  gemeinschaft- 
lich, deren  Gleichungen 

aß  — = 0,  by  — cß  = i),  ca  — ay  = 0 

durch  Elimination  von  A zwischen  irgend  zweien  der  vorigen  ent- 
springen. Wir  haben  im  Artikel  55  gesehen,  dass,  obgleich 
irgend  zwei  derselben  sich  in  einer  Gurve  vierter  Ordnung  dureb- 
schncideri,  doch  nur  eine  Gurve  dritter  Ordnung  ihnen  allen  ge- 
meinschaftlich ist. 

Allgemeiner  also  kann,  wenn  (i  -{■  2)  Gleichungen  mit  i Pa- 
rametern gegeben  sind,  eine  Unendlichkeit  von  Werthen  dieser 
Parameter  bestimmt  werden,  für  welche  die  Gleichungen  Flächen 
mit  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  re()räsentieren.  Per  Ort 
dieser  Punkte  ist  eine  Gurve,  welche  allen  den  Flächen  gemein- 
schaftlich ist,  deren  Gleichungen  durch  Elimination  der  i Para- 
meter zwischen  (i  -|-  1)  der  gegebenen  Gleichungen  gebildet  wer- 
den. Irgend  zwei  unter  diesen  Flächen  durchscluieiden  sich  aber 
nicht  nur  in  dieser  Gurve,  sondern  üherdiess  in  einer  andern 
Gurve,  die  den  übrigen  nicht  angehörl.  Selzen  wir  voraus,  dass 
(i  -f-  ])  Gleichungen  mit  i Parametern  gegeben  sind,  welche  nur 
im  ersten  Grade  in  jene  eingchen,  so  gieht  die  Elimination  der- 
selben einem  Pelerminanlen.systcm 
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•^00  > 

•^10  • 

^2t|  » • • 

• -^1,0 

-4ui  > 

J-21  » • 

. . -4..1  ' 

^12  > 

4^22  ' * ' 

• ■ -'^1,2 

= 0 

-fo.i— 1 . 

^1,1-1  t 

l » • * 

• -^1,1—1 

den  Ursprmi",  in  welchem  die  Anzahl  der  llorizonlalreihcn  der 
Vorausselziiiig  gcinil.ss  i,  die  der  Verlicalreiheii  aber  (i  + 1)  ist. 
Wir  setzen  uns  vor,  die  (’.haraclerc  tler  Cnrve  zu  hesliinmen, 
welche  allen  rlen  durch  das  Verschwinden  dieser  Deteriuinauleu 
repräsentierten  Flächen  <'cnieinschartlich  ist. 

310.  Um  die  Ideen  zu  lixicren,  hctrachteii  wir  den  Fall,  in 
welchem  die  Matrix  der  Deleriiiiuanten  aus  vier  llurizoulal-  und 
fünf  Verticalreihen  besteht,  d.  h. 


•^00  > 

^10> 

^30’ 

■^10 

-^01  . 

^f(l> 

•'^31’ 

■4„2 . 

^12’ 

-^22  > 

./j2 , 

■^o:)  • 

■^13’ 

J.23  , 

-^33' 

-^43 

ist;  die  auf  diesen  Fall  anznw endende  Methode  wird  für  den  all- 
gemeinen Fall  gültig  bleiben. 

Wir  setzen  die  Functionen  etc.  von  beliebigem 

Grade  voraus,  nehmen  aber  au,  dass  die  Grade  der  entsprecben- 
den  Functionen  in  derselben  llorizontalreihc  ebenso  wie  in  der- 
•selhen  Verticalreihe  gleiche  DilTerenzen  gehen.  Wenn  also  die 
Buchstaben  etc.  zugleich  die  Grade  dieser  Functionen 

anzeigen,  so  setzen  wir  die  Grade  der  Functionen  etc. 

als  rcspective  gleich  + "o*  ^lo  + von 

.4(j,  etc.  als  v/(,„  -|-  -|-  (i|,  etc.,  etc.  voraus.  Sind 

dann  S^  und  S,j  die  Summe  der  Grössen  etc.  und  die 

Summe  ihrer  F’rodnctc  in  Paaren,  und  bezeichnen  s, , diesel- 
ben Summen  für  die  Grössen  a,,  etc.,  so  gilt  der  Satz:  Die 
Ordnung  der  Gurvc,  welche  allen  durch  die  Determi- 
nanten des  Systems  bestimmten  Flüchen  gemeinschaft- 
lich  angehört,  ist 

~ ‘^12  “f"  *1  (‘S  “t"  *|)  — -^lä- 
Wir  bemerken  zuerst,  dass  aus  der  vorausgesetzten  Wahrheit 
dieser  Formel  sich  ergiebt,  dass  für 
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als  die  Ordnungen  der  Functionen  .4,,.  etc., 

-^u  + “'f  + "’i-  ^2  + “i* 

als  die  der  Functionen  .4.,,,  etc.,  etc.  und  für  S', , S',,, 

als  Summe  der  Grössen  -4,,.,,  .4^j,  und  als  Summe  ihrer 

1‘rodurte  zu  zweieti,  sowie  s',,  s',.^  als  die  entsprechenden  Sum- 
men für  die  Grössen  a\,  a\,  etc.  die  Ordnung  der  untersuchten 
Gurve 

= 4 12  -F  i'f’j  (*  1 -f-  ^i)  ■ 5^12 

sein  müsste.  Denn  da  die  F.lemente  der  ersten  Vertiealreihe  von 
den  resjiectiven  Graden 

^00*  '■^0»  + «’o-  + “’i>  -"^oo  + Ao  + “'z 

sind,  so  werden  S,  und  S,2  respective  gleich 

5-<oo  + s'i  «“‘1  lO^ofl’  + 4^/„o*'i  + *'i2- 
während  die  Grössen  s,  und  s,,,  weil  die  DiQ'erenzen  zwischen 
den  Ordnungen  der  Elemente  der  ersten  und  der  folgenden  lleihe 
gleich 

''^«1  '^00  > ^»2  “'^00  • ^U.1  -^uo 

sind,  die  rcs|M!cliven  Wertlie 

8 I ^12  ^S’i  .4,1,1  "F  6-4„o‘ 

erhalten.  Die  Substitution  dieser  Werthe  in  den  Ausdruck 
»S)2  + *1  (A'i  -F  S])  *12 

gieht  aber 

*'i2  + S'i  (*'i  + S',)  - A^2- 
In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  Zahl  der  Reihen  durch  t 
bezeichnet  werden  mag,  ist 

S,  = (f  -F  1)  /f|i„  -F  s')  . ^^12  = i »■  (»■  -F  1)  + *^2> 

*1  = S'i  — ’ »12  — — ('—1)  ^00  ^1  + i (<■—  1)  • 

und  die  eine  Formel  geht  aus  der  andern  hervor,  wie  vorher. 

311.  I m nun  die  Wahrheit  der  Formel  zu  begründen,  reicht 
es  hin,  zu  zeigen,  da.ss  aus  ihrer  Gültigkeit  für  ein  System  von 
(i  — 1)  Reihen  die  Gültigkeit  für  ein  System  von  i Reihen  hervor- 
geht. Die  Curve,  welche  wir  betrachten,  ist  ein  Theil  des  Hurch- 
schnitLs  der  Flüchen,  welche  durch  das  Verschwimlen  der  Deter- 
minanten 

{-■^00  ‘^1 1 '■^2  •'^.vs)  ’ ("^00  "^l  I •'^22  l) 

dargestellt  werden;  diese  Flächen  gehen  aber  beide  durch  die 
Curve 
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■^00  ■ 

■^ül  ' 

Aq2> 

Ai)3 

"^10> 

Ai2, 

■^13 

= 0. 

^20  > 

^21  > 

A22, 

A23 

welche  den  übri<.'en  durch  die  andern  Determinanten  des  Systems 
bestimmten  Flächen  nicht  angehörl.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Summe  der  Grössen  und  die  Summe  der  Producte 

derselben  in  Paaren  durch  S", , respective,  so  sind  die  Ord- 
nungen der  beiden  Determinanten  respective 

S"i  -f  *1  -H  ^30.  -F  *1  -f 

während  nach  dem  letzten  Artikel  die  Ordnung  der  fremden 
Curve  durch 

Siz  + ‘S"i  K + S\)—S'\, 

ausgcdrfickt  wird.  Subtrahieren  wir  aber  diese  Grösse  von  dem 
Product  der  beiden  vorigen  Grössen,  so  bleibt 

*1*  “ *li  + (^”l  + ^30  + -4,o)  Sl  + S",2  + S",'(^30  + A^„)  -f-  ^30^40 

oder 

^12  "f"  *l  (^1  + *l)  *12- 

Nun  ist  die  Wahrheit  des  Satzes  für  eine  Matrix  von  zwei 
Horizontal-  und  drei  Verticalreihen  leicht  zu  erkennen  und  er  ist 
daher  allgemein  gültig. 

Es  mag  gut  sein  zu  bemerken,  dass  die  Formel  eben  durch 
- Vorschreiten  von  dem’  einfacheren  zum  allgemeinen  Fall  gefunden 
worden  ist.  Denn 


^00  > 

■^10' 

*^20 

l(it . 

All  ’ 

= 0 


repräsentiert  drei  Gleichungen  von  den  respectiven  Graden 

^OQ  + + “»•  ^10  + -^20  + + -^00’+  “o! 

die  Durchschnittscurvcn  der  bezüglichen  Flächenpaare,  welche  der 
allen  gemeinsamen  Curve  fremd  sind,  haben  also  die  Ordnungen 

“^10  (-^10  “o)>  -^20  M20  "l"  **o)>  ■^«0  (^00  ®o) 

und  die  Ordnung  dieser  letzteren  ist  daher 

= (^00  + ^10  + "u)  + ^20  + "0)  — -'^10  (^1«  + 

= etc. 

— •^OU'^IO  "l"  "f"  ■^21)''^)«  "I"  "u  MiM)  "t"  -^1«  ^2«)  "I" 

d.  i. 

= s,2  -I-  s,  {s^  + s,): 

in  Uebereinslimmung  mit  der  allgemeinen  P'onnel,  da  = 0 ist. 

SalluoD,  Anal.  Geora.  tl.  Raumes.  U»  ^9 
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Wenn  alle  Elorizonlalreihen  von  der  näinliclieii  Ordnung  sind, 
so  ist 

a„  = 0,  a,  = 0,  etc.  und  somit  s,  = = 0 

und  die  Ordnung  des  Systems  ist  daher 

= .S,j. 

312.  Wir  stellen  uns  ferner  die  Aufgabe,  die  Ordnung  der 
Abwickclungslläche  zu  finden,  welrbe  von  den  Tangenten  der  in 
den  vorigen  Artikeln  betrachteten  Curve  gebildet  wird,  d.  i.  nach 
der  früheren  Bezeichnung  den  Bang  des  Systems. 

Ist  S,33  die  Summe  der  I’roducte  von  je  dreien  der  Grössen 
etc.  (Artikel  310)  und  .Vjjj  die  entsprechende  I'ro- 
ductensumme  für  die  Grössen  a,,  a, , a^,  etc.,  so  wird  die  Ord- 
nung der  fraglichen  Abwickelungsfläche  durch  die  Formel 

{S|J  + *1(^1  + *i)  «12}  (Sj  2*1  2) *12(^1  +*i)  + ‘^123  *123 

ausgedrückt. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass  bei  Voraussetzung  der  Wahrheit 
der  Formel  und  für  S', , S',,,  S',23  als  Vertreter  der  analog  ans 
•^uo>  -^01»  -^02»  -^ns»  Ordnungszahlen  der  Elemente  der  ersten 
Verticalreilie,  gebildeten  Aggregate,  etc.,  die  grossen  und  die  klei- 
nen Buchstaben  der  Formel  einfacli  ihre  Plätze  vertauschen,  so 
dass  die  Ordnung  der  abwickelbaren  Fläche  durch 

{*'12  + ■S'i  (*',  + S'i)  - S',2}  (*'i  + 2S',  - 2) 

— S',2  (»',  -f  S'i)  + s',33  + S" ,33 

gegeben  wird.  Der  Beweis  dafür  wird  genau  in  derselben  Art 
geführt,  wie  im  Artikel  310.  Wir  wissen  ferner  aus  Artikel  84, 
dass  die  Rangzahlen  zweier  Systeme,  welche  zusammen  ileii  Durch- 
schnitt zweier  Flächen  bilden,  durch  die  Relation 
^ = (m  — m)  (ft  + V — 2) 

verbunden  sind.  Nach  den  Ergebnissen  des  vorhergehenden  .Ar- 
tikels haben  wir  aber  für  v,  m,  m die  folgenden  Werthe  zu 
substituieren  < 

(t  = S ^ -p  .V|  -F  V = S",  -F  s,  -f  Jff,, 

m = 5,2  -F  *1  (.V,  -F  — *13.  nt  = s,j  -F  5",  (5',  -F  *,)  — ^’i2- 

sowie  für 

Q = {*12  + ‘‘»''i  + *,)  — S",3}  (*,  -F  2 5’',  — 2) 

5'  ,3  (s,  -p  5",)  -F  5", 23  -F  .v,33: 
wenn  wir  diese  Substitutionen  vollziehen  und  die  Identitäten 
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S,  — S",  + S,2  = ^>",2  + (Ajo  + A^„)  S'\  + A^„A^^ 

^12S  ^ 123  *^”  Msü  "l"  ^4o)  12  "t"  ■^3II‘^I0^  1 

zur  Ucüuclion  benutzen,  so  erbtillen  wir 

Q = {S,2  + s,  (si  + S^)  — s,2^.  (5,  + 2^1  — 2)  — *12  (*i  + S,) 

+ ^123  "J"  ®123- 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Formel  für  eine  Matrix  von 
(i  + 1)  Reihen  gfdtig  ist,  wenn  sie  für  eine  solclie  von  i Reihen 
als  wahr  erwiesen  war.  Da  sie  nun  für  drei  Reihen  unscliwer 
als  walir  erkannt  wird,  so  ist  sie  allgemein  gültig. 

Man  findet  in  diesem  Falle  den  fraglichen  Rang  direct 

= (^ou  + ^10  + “o)  (^^10  + ^20  + "»)  Muo  + 2-^10+  + 2ay — 2) 

— Ao  Ko  + «o)  (2--f|o  + "o  — 2)  = etc. 

= {Hoo'^io  + "^lO'^ZO  + ■^2(l^0o)  + “o  KjO  + -^10  + ^2o)  + V} 
{Am  + ^10  + Ao  + 2«o  — 2)  + ^,m-^\i)A<) 

— {^12  + *1  K + *l)}  K + 2*1  — 2)  + S,23, 

d.  h.  in  Uehereinstimmung  mit  der  allgemeinen  Formel  wegen 

*12  ” *12.1  — 

Beispiel,  Die  Eijciicnbüsclicl 

.4  + AA  = 0,  .ff+AB  = 0 

und  d.is  Uüscliel  von  Flüclien  3'°’'  Grades 


S + 1S  = 0 

erzeugen  als  DurclisclmiLt  der  entsprechenden  Flüchen  eine  Curve 

1l  = o 

lA.  B,  S| 

für  welche  wegen 

*1  = *12  *123  ^ ^ ^1  ^12  ■’>  ‘S23  ^ 

die  Ordnung  = 5 und  der  Rang  = 12  ist. 

313.  Wir  Wüllen  hiernach  weiter  eine  Matrix  von  der  Form 

■^00  > ^10>  -^20  > -^30  > ''^40»  -^50 
-4ol>  ^^11.  ^21  > ^.11*  ^41  > ^51 
^02»  ^12*  *^22»  *^32»  ■^12»  "^32 
^03’  -^13'  A3’  ^33>  -^IS’  -^53 

betrachten,  in  welcher  die  Anzahl  der  Horizontalreihen  von  der 
der  Verticalreihen  um  zwei  übertroffen  wird;  wir  wollen  unter- 
suchen, wie  viele  Punkte  allen  den  durch  die  Determinanten  des 
Systems  bestimmten  Flächen  gemeinschaftlich  sind. 

29* 


f 

uy  * 

^10> 

-^20  > 

■^30  > 

■^40  > 

■^50 

■01» 

>■^11. 

^21  > 

•^.11» 

^41  > 

^51 

^2« 

Af2> 

A22  , 

^32’ 

^12  > 

Ai2 

^3’ 

■^13* 

A.jj, 

^33  > 

•^13> 

^53 
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irgend  drei  Flächen 

(■^tin-^n -^22-^33)  0,  (-^fio-^ll  ■^22'^4»)  (■■^00  1 -^22 ® 

haben  die  Curve 


Aqo, 

^01’ 

A()2, 

■^1)3 

-^10' 

y^l  l , 

Aj2> 

■^13 

~ 0 

^20» 

^21  > 

A22, 

^23 

gemein,  und  wenn  m,n,p  die  Ordnungen  der  Flächen,  ft  und 
die  Ordnung  und  der  Hang  dieser  Curve  sind,  so  durchschneiden 
sicli  diese  Flächen  in  einer  Anzahl  von  nicht  zu  dieser  Curve 
gehörigen  Punkten,  welche  nach  Artikel  92  durch 
tnnp  — ft  (m  + n + — 2)  + p 

ausgcdrückt  ist. 

Wir  haben  aber  unter  Anwendung  der  vorigen  Bezeichnungs- 
weisc  die  Substitutionen 

m = S",  + s,  + n = S , + s,  -F  p = S'\  + s,  + A^^, 
ft  = + S",  (S'\  + s^)  - S"„. 

p = {*,j+  S",  (S",+s,)  -8"^^}  (s,  + 2S",-2)  + *,) 

"i"  ^ 123  "t"  *123 

ZU  vollziehen  und  das  dadurch  nach  der  Heduction  entspringende 
Resultat  ist 

^123  “i“  *1^12  "i"  (*1*  *12)  *1*  2S|S|2  + *123 

oder 

^123  "i"  *123  "t"  *1  (^12  *12)  (^1  "H  *1)  (*1*  *12)- 

Wenn  die  Ausdrücke  S, , S,j,  S,jj,  etc.  auf  die  Kleinente 
der  ersten  Vertiealreihe  .-I^q,  Ai^,  A^2’  -^03  bezogen  werden,  so 
entspringt  ein  Resultat,  das  einfach  durch  Vertauschung  der  grossen 
und  kleinen  Buclistuben  von  dem  Vorigen  verschieden  ist. 

Wenn  die  Elemente  der  verschiedenen  Ilorizontalreihen  die- 
selben Grade  haben,  d.  Ii.  wenn  a^,  a^,  etc.  säinmtlich  gleich 
Null  sind,  so  ist  die  Anzahl  der  durch  das  System  dargestelltcn 
Punkte  gleich  5,23. 

314.  Man  beweist,  dass  die  durch  eine  syminclrische 
Determinante  dargestellte  Fläche  immer  eine  he- 
stimmte  Anzahl  von  Doppelpunkten  besitzt. 

Sind  die  Summe,  die  Summe  der  Productc  zu  zweien  und 
die  Summe  der  Productc  zu  dreien  von  den  Graden  der  Leit- 
glieder a^^,  «22,  «33,  etc.  der  hetraclitelen  Determinante  durch 
S^,  S^2,  S,23  repräsentiert,  so  ist  die  Zahl  solcher  Doppelpunkte 
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= i (^1  ®i2  ^isa)' 

Nun  gilt  nacli  Artikel  J9  der  „Vorlesungen“  die  identische 
Gleichung 

wenn  D,,  die  Minordeterminante  bezeichnet,  welche  durch  Unter- 
drückung der  Horizontal-  und  der  Verticalreihc  des  Elements  a,, 
aus  der  gegebenen  Ueterniinante  entsteht,  D die  Determinante 
selbst  und  die  zweite  Minordeterminante  ist,  welche  der 

Unterdrückung  der  Reiben  von  «,,,  entspricht.  Es  ist  offen- 
bar, dass  die  durch 

®n®22  ~r  (^12)*  ~ 0 

repräsentierte  Fläche  die  Durchschnittspunktc  von 

D,i  = 0,  D22  = 0.  D,2  = 0 

zu  Dopiielpunkten  hat,  und  da  die  Grade  dieser  Gleichungen  re- 
spective 

-^00  • > ^1  — i (^00  "t"  -^oi) 

sind,  so  ist  die  Zahl  der  Doppelpunkte  das  Product  dieser  drei 
Zahlen.  Sind  die  Summe  und  die  Summe  der  Producte  zu  zweien 
von  den  Elementen  mit  Aii.sschluss  von  und  durch  s \ und  s",j 

bezeichnet,  so  ist  das  Product 

(5,  - A,,)  (S,  - A,,)  {S,  - i W,o  + ^01)} 
durch  ^ {Si«!?  + s\S^^  H-  (»",*  — s",j)  Sj  -f- 

entwickelt  dargcstellt.  Dicss  ist  die  Zahl  der  Doppelpunkte  des 
zusammengesetzten  Systems 

Du.22  ■ D = 0, 

also  eine  Zahl,  die  aus  der  Zahl  der  Doppelpunkte  in  ]}j,,22  — 0, 
der  Zahl  der  Doppelpunkte  in  D = 0 und  einer  Zahl  von  Punk- 
ten der  Curvc  D,,,22.D  = 0 zusammengesetzt  sein  kann.  Wenn 
wir  aber  in  der  Determinantenmatrix  die  ersten  beiden  Horizon- 
talreihen unterdrücken,  so  besitzen  die  durch  die  Determinanten 
des  übrigbleibenden  Systems  bestimmten  Flächen,  unter  denen 
D,,22  = 0 sich  findet,  eine  Anzahl  gemeinschaftlicher  Punkte, 
welche  mittelst  der  Formel  des  letzten  Artikels  berechnet  werden 
kann,  indem  man 

i (^»2  + -^Oo)’  i (^02  + ^01)  > 
i (-^03  + ■^on)»  i Mo3  + ^ni).  etc- 
für  die  Grade  der  Horizontalreihen  nimmt.  Das  Ergebniss  ist 
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4 {‘SjS  + * (*  1*  * 12)  ^1  "i"  (*  I*  2s  )S  12  + s 123)}- 

Dicsü  Punkte  aber,  deren  Anxalil  so  el)en  bestiiniiit  »vorden 
ist,  sind  Punkte,  in  wclclicn  die  Flädien 

Dil  ^22  ®12  — ö 

sicli  berfdircn  und  sie  /ählcn  daiicr  als  je  vier  unter  den  llurcb- 
sclinitlen  dieser  Fläehen  (vergl.  Arlikel  281).  Indem  man  al)er 
das  vieiTaclie  der  eben  gefundenen  Zalil  von  der  Gesammtzaid  der 
Sclinittpunkte  subtrahiert,  erhält  man 

i'  (*  1*  12  — 123  + ^1  ^12  ^123)  ■ 

und  erkennt  daraus,  dass,  wenn  die  Anzahl  der  Doppelpunkte 
der  Fläche,  welche  die  symmetrische  Determinante  D,|,22  be- 
stimmt, gleich  ^ (*"i*"i.2 — *"123)  Anzahl  der  Doppel- 

punkte der  Fläche  D = 0 durch  J (6’i  5^  — S123)  dargestelll 
wird.  Da  aber  jenes  in  dem  einfachsten  Falle  leicht  berfihrt 
«erden  kann,  so  gilt  das  I,elzterc,  d.  h.  der  Satz  dieses  Artikels 
allgemein.  In  Arlikel  279  ist  eine  Anwendung  von  diesem  Satze 
berfihrt. 

315.  In  Bezug  auf  die  im  Artikel  310  helrachtelen  Curven 
kann  aber  noch  eine  andere  Aufgabe  gestellt  werden. 

Denken  wir  die  Gleichungen  von  vier  Flächen  von  den  re- 
specliven  Graden  Ai , Aj,  Aj,  A,,  deren  Coefücienlen  eine  neue 
Veränderliche  in  den  Graden  jUi,  fi,,  fXj,  ft,  respeclive  enthalten, 
so  tritt  diese  letztere  Veränderliche  in  die  itesultanle  dieser  Gleich- 
ungen — durch  deren  Verschwinden  die  Existenz  eines  allen  ge- 
meinschaftlichen Punktes  bezeichnet  wird  — im  Grade 

^1^2  (Pa^i  “l“  ^3^4  (f‘i  ^2  1*2^1) 

ein.  Nun  sind  A,  Aj,  A3,  A^  die  Ordnungen  der  Durchschnills- 
curven  der  ersten  und  zweiten  und  der  dritten  und  vierten  Fläche ; 
und  wenn  wir  die  Grössen 

ft,  A2  + fi.2A,,  ftjA,,  + ft,  A3 

als  die  Gewichte  derselben  Gurven  bezeichnen,  so  können 
wir  den  Satz  aussprechen:  Das  Gewicht  der  Bedingung^, 
unter  welcher  zwei  Curven  sich  durchschnciden,  ist 
die  Summe  der  Producte  des  Gewichts  einer  jeden  in 
die  Ordnung  der  andern  Curve. 

Nun  haben  wir  entwickelt,  wie  die  Ordnung  der  durch  ein 
Determinanlensysleni  nach  Art  des  Arlikel  310  bestimmten  Curve 
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geriintleii  »ird  und  cs  bleibt  jetzt  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  man 
das  Gewicht  desselben  Systems  bestimmen  kann. 

Man  sieht  leicht,  dass  das  Gewicht  einer  complexen,  d.  h. 
aus  Curven  einfacherer  Arten  zusammengesetzten  Curve  der  Summe 
*ler  Gewichte  seiner  Componenten  gleich  ist.  Darnach  kann  man 
wie  im  Artikel  310  slufenweis  vergehen  und  erhält  folgendes  Re- 
sultat. Enthalten  die  Functionen  y/,,,,,  A^q,  etc.  die 

neue  Verämlerliche  in  den  rcspectiven  Graden  A„q,  A|q,  etc.,  die 
Functionen  ./„j.  An,  Aj^  etc.  in  den  Graden  Aoo  + “o’  - 

bezeichnen  S, , Sjj,  8,33  die  Summe  der -Grössen  A„g,  An,,  etc., 
die  Summe  ihrer  Producte  zu  zweien  und  die  Summe  ihrer  Pro- 
ducte  zu  dreien,  und  s, , Sjj,  8,33  die  entsprechenden  Aggregate 
für  die  Grössen  , etc.,  stellt  endlich  £ die  Summe  aller 

(.^ygA,„}  dar,  d.  h.  die  Summe  aller  Producte,  in  denen  ein 
Aii,  mit  allen  Ay„  multipliciert  ist,  so  dass 
^ = S,  5,  £ (./„qAqi,) 

ist,  und  tf  die  Summe  alier  (ao“i).  welche  in  derselben  Art  die 
Relation 

0 = S,S,  — Z 

giebt;  so  ist  das  Gewicht  des  Systems  durch 

2’ — c -f  s,  8,  + 8,  S,  -F  2äi8, 
ausgedrückt,  was  auch  in  der  Form 

(S,  -f-  Sj)  (8,  -j-  8j)  ^ (®o“o)  ^ ('^00^00) 

geschrieben  werden  kann. 

Wenn  wir  S,  zur  Bezeichnung  der  Summe  der  Grade  für 
die  Elemente  der  ersten  Vcrticalreilie  statt  für  die  der  ersten 
llorizontalreihe  gebraucht  hätten,  etc.,  so  würde  die  Formei  mit 
der  entsprechenden  Buchstabenvertauschung  auch  dann  noch 
gültig  sein. 

Man  findet  in  ähnlicher  Weise  das  Gewicht  des  Systems  einer 
Matrix  wie  im  Artikei  313,  in  welcher  die  Zahl  der  Vertical- 
reihen  diejenige  der  llorizontalreihcn  um  2 überschreitet,  in  fol- 
gender Formel: 

{^12  + *1  (^1  + *1)  — *12}  (®l  "f"  *1)  (^1  "J"  *1)  (■^■^OO'^OO  ^®o“o) 

+ -f- 

Und  wenn  die  Matrix  ebenso  viel  Horizontalreihen  als  Verti- 
calreilien  enthält,  so  ist  Ordnung  und  Gewicht  respective  durch 
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die  Summen 

•■'i  + ^1  ’ *1  "l"  8| 

gegeben. 

316-  Diese  Ergebnisse  sind  einer  grossen  Menge  wichtiger 
Anwendungen  fähig. 

Wir  unlcrsudien  zuerst  Ordnung  und  (le wicht  des 
Systems  von  Bedingungen,  unter  \^  eichen  die  beiden 
Gleichungen 

«„<■"  + o,r-‘  + + etc.  = 0. 

a\r  + + etc.  = 0 

zwei  gemeinschaftliche  Wurzeln  besitzen. 

Damit  diess  der  Fall  sei,  müssen  olTenbar  zwei  Bedingungen 
erfüllt  sein,  und  wenn  t ein  Parameter  ist,  Oj,  a^,  etc.  aber  Func- 
tionen der  Coordinalen  bezeichnen,  so  bestimmen  diese  Bedin- 
gungen eine  Curvc  im  Baume. 

In  der  That  aber  erhalten  wir  nicht  zwei  Bedingungen,  son- 
dern ein  System  von  solchen,  von  denen  keine  zwei  hinreichen, 
um  jene  Curve  zu  bestimmen.  Diese  Bedingungen  sind  nach  dem 
Artikel  45  der  „Vorlesungen“  die  Determinanten  des  Systems 


«n  . 

«I  « 

^2  * 

0 . 

«0. 

«1  • 

0 , 

0 , 

«fl. 

0 

^ 1 ’ 

(l  2 t 

0 , 

O fl. 

0 

a j , 

in  welchem  die  erste  Fdnie  (n  — 1)  fach,  die  zweite  (m  — 1)  fach 
wiederholt  ist,  die  also  (m  -f-  «— 2)  Ilorizontalreihen  und  (m  -}-«  — !) 
Verticalreihen  hat. 

Das  Problem  ist  somit  ein  specieller  Fall  des  im  ,\rtikel  310 
betrachteten. 

Wir  setzen  die  Grade  der  eingeführten  Functionen  als  äqui- 
dilferent  voraus,  d.  h.  wenn  die  Grade  von  respective 

gleich  l und  fi  sind , so  sollen  die  Grade  von  a, , a\  gleich 
^ f*  + “.  die  von  Oj,  a\  gleich  1 -f-  2a,  ft  + 2a  sein,  etc. 

Um  die  Ordnung  des  Systems  zu  finden,  benutzen  wir  die 
Formel  des  Artikel  310 

*12  + (*1  + ‘S'l)  S^2■ 
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In  derselben  ist  s,  die  Summe  von  (m  + w — 2)  (Jliedern 
der  Reihe  a,  2«,  3«,  elc.,  d.  h.  für  m -j-  n = A: 

' 1,2 

Ebenso  isl  die  Summe  der  Producte  derselben  Grössen 


zu  zweien,  d.  b. 


'12 


_ (^-1)  {k-2)  (A:— 3)  (3^  — 4) 

1.2. 3. 4 


Ferner  ist  S^  die  Summe  von  (n  — 1)  Gliedern  der  Reibe 
A,  A — a,  A — 2«,  elc.  und  von  (m  — 1)  Gliedern  der  Reibe 
(t,  ft  — o,  ft  — 2a,  etc.,  also 

S^  = {« — 1)  A + (m — 1)  _u  — |(n— 1)  («—2)  + {”‘—1)  ("• — 2) }• . 

Endlich  S,j  die  Summe  der  Producte  derselben  Grössen  in 
Paaren , also 

‘^12  = i («—!)(«— 2)  A^  + I (m— 1)  (m  — 2)ft*+  (m— 1)  (n— 1)  Aft 

— ^ Aa  |(«  — 1)  (n  — 2)*  + («  — 1)  (">  — 1)  (w  — 2)} 

— ^fia  {/m-D  (m  — 2)*  + (m  — 1)  («  — 1)  (n  — 2)} 

+ I o’ (m  — 1)  (m  — 2j  (n  — 1)  (n  — 2) 

(w  — 1)  (m  — 2)  (m  — 3H3m  — 4) 

12.3.4 

{n  -l)(/i-2)  (n-3)  (3n-4) 

1.2. 3. 4 

Durch  Vereinigung  dieser  Glieder  erhält  man  die  Ordnung 
des  fraglichen  Systems 

= ^ n (n— 1)  A*  + ^ m (m  — 1)  fi^  + (m  — 1)  (n  — 1)  Xft 
+ i « (n  — 1)  (2m—  1)  Act  + ^ m (m  — 1)  (2n—  1)  fia 
+ ^ mn  (m  — 1)  (n  — 1)  ck^. 

Wenn  die  Resultante  der  Gleichungen 
a„f"  + 4"  cf*".  = 0,  a\|t"  + ßtc.  = 0 

eine  Fläche  bestimmt,  so  isl  die  hier  betrachtete  Curve  eine 
Üoppelcurve  in  derselben. 

Wenn  alle  die  Functionen  o„,  n^,  elc.  vom  ersten  Grade 
sind,  so  ist  die  erzeugte  Fläche  eine  Regelfläche  und  indem  man 
A = fi  = 1 und  a = 0 in  die  vorige  Formel  einselzt,  erhält 
man  die  Ordnung  der  Doppclciirve 

= (m  4-  n — 1)  (m  4-  n — 2). 

Selzen  wir  beide  betrachteten  Gleichungen  als  von  demsei- 
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ben  Grade  m = n voraus,  so  können  wir  A + ft  = p,  Xp,  ~ q 
selzen  und  die  natniiclie  Formel  gicbt  für  die  Urdnung  der  Uop- 
pelcurve  die  Formel 

i n («  — 1)  {p  + na)  {/»  + (n  — 1)  « } — («  — 1)  q. 

,117.  ln  derselben  Weise  können  wir  die  Ordnung  des  Sy- 
stems von  Bedingungen  bestimmen,  unter  welchen  die 
Gleichungen 

+ etc.  = 0,  + etc.  = 0 

drei  ge meinschaftiiehe  Wurzeln  haben  können. 

Geometrisch  interpretiert  bestimmen  diese  Bedingungen  drei- 
fadie  Punkte  in  der  durch  die  Ilcsultantc  beider  Gleichungen  dar- 
geslellten  Fläche.  Sie  werden  durch  ein  System  von  Determinan- 
ten gegeben,  deren  Matrix  ganz  wie  im  letzten  ,4rtikel  gebildet 
ist,  nämlich  so,  dass  die  Reihe  a^ , a.^  in  (« — 2)  facher. 
die  Reihe  a\,  a'j  in  (m  — 2)  facher  Wiederholung  erscheint 
und  die  Matrix  [m  -{■  n — 2)  Verticalreihen , aber  (m  -f-  « — 4) 
Horizontalreihen  enthält.  In  Folge  dessen  ist  die  Ordnung  des  Systems 
nach  der  Formel  des  Artikel  313  zu  berechnen  und  wij-d  gefunden 
n [n  — 1)  (n — 2) 


= 1.2.3 


1» 


m (m  - 1)  (m  — 2)  „ 

1.2.3  ^ 


-F  i («  — 1)  ("  — 2)  {fn  — 2)  i (»•  — 1)  (”> — 2)  («  — 2)  Ift* 
+ i ("*  — 1)  «(”  — 1)  ("  — 2)  -F  \ (n— 1)  wi(m— 1)  (/»  — 2)p^a 
-F  i ('«— 2)  (n  — 2)  (n  — 1)  + n (m — 1)|  Xpa 
-F  I n [n  — 1)  {n  — 2)  m (m  — 2)  + i n (n  — 1)  (ri  — 2) } a^X 
-F  m (m  — 1)  (m  — 2)  n {»  — 2)  + i n (m — 1)  (m  — 2)|  a-p 
-F  i m (in  — 1)  (m  — 2)  n (n  — 1)  (n  — 2) 

In  dem  Falle,  wo  die  Flüche  eine  Regellläche  ist,  d.  h.  für 
X = p = 1 , a = 0 erhalten  wir  als  die  Zahl  der  dreifachen  Punkte 

(m-Fn-2)(m  + ,,-3)(m_+  «-4)^  (Vergl.  Artikel  207.) 

1 • ^ • O 


Die  Ordnung  der  durch  die  Doppeleurve  des  Artikel  316  er- 
zeugten Abwickelungsfläche,  der  Rang  des  Systems  ist  in  dersel- 
ben Weise  nach  der  Formel  des  Artikel  314  zu  berechnen;  je- 
doch muss  die  so  gefundene  Zahl  um  das  Vierfache  der  eben 
gefundenen  Zahl  der  dreifachen  Punkte,  welche  auch  dreifache 
Punkte  dieser  Curve  sind,  vermindert  werden. 

So  ist  in  dem  Fall  der  Regellläche  der  Rang  ticr  Doppeleurve 
= 2 (m  -F  n — 2)  {w  -F  n — 3). 
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Uni-rlas  Geuiclit  desselben  Systonis  zu  finden,  haben  wir 
nur  diesell)e  Methode  auf  die  Formel  des  Artikel  315  anzuwen- 
den. Enibidt  das  Glied  die  zu  eliminierende  Veränderlidie  im 
Grade  I und  die  nicht  eliminierte  im  Grade  l',  und  nehmen  diese 
Grade  für  die  Glieder  o, , o., , etc.  regelmässi»  ab  in  den  erste- 
ren  und  ebenso  zu  in  den  letzteren,  so  dass  ihre  Grade  respeclive 
^—1,  1 — 2,  r -F  1 , l'  + 2.  etc. 
sind,  so  ist  das  Gewicht  des  Systems 

= « {«  — 1)  AA'  + m (m  — 1)  pja'  -f-  {m — 1)  (n  — 1)  (ift'  -f 
+ i « («  — 1)  (2 «1  — 1)  (1 — A')  + J »i  (>n  — l)  (2«  — 1)  (ft  — tO 
- m/i  (m  — 1)  (n  — 1). 

318.  Ilas  nächste  System,  welches  wir  discutieren  wollen, 
ist  dasjenige,  welches  durch  die  Itcdingungeu  gebildet  wird, 
unter  denen  die  drei  Gleichungen 

-|-  etc.  r=  0,  ‘ -f-  etc.  = 0, 

a'V"  + + etc.  = 0 

einen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen. 

Das  System  kann  tlurch  die  drei  Gleichungen  repräsentiert 
werden,  welche  man  durch  die  Elimination  von  l zwischen  den 
Paaren  der  gegebenen  rilelchungen  erhält,  und  ist  zwei  Gleich- 
ungen äquivaleiiL  Systeme  von  Gleichungen  von  geringerem  Grade 
können  erhallen  werden,  indem  man  die  gegebenen  Gleichungtm 
mit  l,  f*,  etc.  mulliplicicrt,  etc.;  ohne  dass  doch  ihrer  eine  zur 
dialvtischcn  Elimination  aller  Potenzen  von  I hinreichende  Anzald 
zu  erlangen  wäre.  Die  Ordnung  des  Systems  kann  gefunden  wer- 
den, indem  man  ans  den  Gleichungen  x,  y,  z eliminiert,  welche 
implicite  in  Oy,  a, , Oj  cMitbalten  sind,  wobei  die  Ordnung  der 
resultierenden  Gleichung  in  l die  Ordnung  des  Systems  bestimmt. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Ordnungen  von  a„,  a'^,  a"„  gleich 
A,  fl,  V und  die  von  o,,  a',,  n",  respective  gleich  A — 1,  y — 1, 
etc.  sind,  so  findet  man  die  Ordnung  des  Systems 
= Aftv  — (A  — l)  (fl  — m)  (v  — /«) 
und  sein  Gewicht 

= l (ßv  -f-  fi'v)  m (i'A'  -4-  v'i)  -f-  « (Afi'  -f-  A'fi)  -f-  ?nn  (A  — A') 
-|-  fil  (fl — fl')  -f-  /m  (v — v')  — 2//««.*) 


*)  Der  Verfasser  bemerkt,  dass  diess  Letztere  durch  Induction  er- 
halten ist.  Vergl.  „Quarterly  Journ.“  a.  a.  O. 
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319.  Es  isl  ein  specieller  Fall  der  vorhergehenden  Aufgabe, 
dasdevvichl  und  die  Ordnung  des  Systems  von  Uedin- 
giingen  zu  finden,  welches  erfüllt  sein  muss,  damit  eine 
(]  Icichung 

<j„t"  + <!,/*—*  + etc.  = 0 

drei  gleiche  Wurzeln  habe.  Denn  diese  Bedingungen  werden 
gefunden,  indem  man  ausdrückt,  dass  die  drei  zweiten  Differential- 
gleichungen einen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen.  Man  hat 
daher  in  die  vorigen  Ausdrücke  die  Substitutionen 
n — 2 für  /,  m und  o;  X — 1 für  ft  und  X — 2 für  v 
zu  machen  und  findet  die  Ordnung  des  Systems 

= 3 {«  — 2)  X (X  — n)  -f  n (n  — 1)  (n  — 2) 
und  sein  Gewicht 

= 6(n-2)  XX' 4-  3n(n  — 2)  (X  — X')  — 2«  («— 1)  (n  — 2). 

Um  ferner  Ordnung  und  Gewicht  des  Systems  von  Bedin- 
gungen zu  finden,  für  welches  dieselbe  Gleichung  zwei  verschie- 
dene Paare  gleicher  Wurzeln  hat,  bilden  wir  zuerst  nach  Arti- 
kel 316  die  Ausdrücke  für  Ordnung  und  Gewicht  des  Systems 
von  Bedingungen,  für  welches  die  zwei  ersten  Differentiale 

+ Plc.  ==  0 

zwei  gemeinschaftliche  Factoren  besitzen,  und  subtrahieren  nach- 
her respective  Ordnung  und  Gewicht  des  im  ersten  Theil  dieses 
Artikels  betrachteten  Systems.  Das  Ergehniss  ist,  dass  die  Ordnung 
= 2 (m  — 2)  (n  — 3)  X (X  — n)  -|-  ^ n {n  — 1)  (»— 2)  (n  — 3) 
und  das  Gewicht 

= 4 (n-2)  (n-3)  XX'  -|-  2«  («  — 2)  (n  — 3)  (X— X') 

— « (n  — 1)  («  — 2)  (»I  — 3) 
ist. 

Es  ist  eine  Ausdehnung  der  vorigen  Untersuchungen  nach 
mehreren  Richtungen  möglich.  Man  kann  algebraisch-homogene 
Gleichungen  mit  einem  Parameter  mehr  als  zwei  Bedingungen 
unterworfen  denken,  z.  B.  das  System  von  Bedingungen  unter- 
suchen, unter  welchen  zwei  Gleichungen  drei  gemeinschaftliche 
F’aetoren  haben;  es  wäre  aber  besonders  wünschenswerth,  in 
derselben  Art  die  Ordnung  und  das  Gewicht  der  Systeme  von 
Bedingungen  aufzustellen,  unter  welchen  drei  Gurven  zwei  ge- 
meinschaftliche  Punkte  besitzen,  oder  vier  Curven  sich  in  einem 
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Punkte  durchschneiden,  oder  unter  denen  eine  Curve  einen  Ciis- 
pidalpunkt,  oder  zwei  Paare  von  Doppelpunkten  hat,  etc.;  aber 
diese  Probleme  sind  bis  jetzt  , nicht  gelöst  worden. 

320-  Wir  fügen  aber  gleich  hier  noch  für  jede  der  beiden 
Hauptprobleme  der  ßestiminung  der  Ordnung  und  des  Gewichts 
in  den  Artikeln  310  und  313  ein  geometrisches  Beispiel  hinzu, 
aus  der  Theorie  der  Regelflächen  entnommen,  auf  welche  wir 
später  noch  ausführlich  zurückkominen  müssen.  Man  soll  die 
Ordnung  einer  Hegelfläche  bestimmen,  deren  gerade 
Erzeugende  ihre  als  vollständiger  Durchschnitt  zw eier 
Flächen  U und  V gegebene  Directrixeurve  dreifach 
durchschneidet.  Mau  soll  sodann  die  Zahl  der  Gera- 
den bestimmen,  weiche  dieselbe  Curve  vierfach  durch- 
schneiden. 

Das  erste  dieser  Probleme  führt  zur  Betrachtung  einer  Ma- 
trix, in  welcher  die  Zahl  der  Vcrticalreihen  die  der  Horizonlal- 
reihen  um  Eins  übertrifTt.  Sind 

U = 0,  V — 0 


die  Gleichungen  der  zwei  Oberflächen  und  Ordnung, 
welche  jene  Curve  erzeugen,  a-j , Xj,  Xg,  x^  die  Coordiiiaten  eines 
Punktes  der  Curve,  so  substituieren  wir  in  jene  für  diese  Coor- 
dinaten  die  Ausdrücke 

^2  + 9-'c'2>  •'^3  + ^4  + 

und  schreiben  die  Entwickelungen  mit  Hilfe  des  Symbols  J für 
die  Operation 

(*'■  U + U + *■>  + *'<  y "1 


in  der  Form 

/tu  -1-  - - p + p*  -F  etc.  -I 

^ 1.2  1.2.3  ^ ^ 1.2..., 


‘ = 0, 


y y 


/ItV 


1.2 


= 0. 


Denken  wir  nun  x'^,  x'j,  x'j,  x'4  als  die  laufenden  Coordl- 
naten  eines  Punktes  in  der  durch  (x,,  Xg,  Xg,  x,)  gehenden  Ge- 
raden, welche  die  Curve  in  zwei  weiteren  Punkten  schneidet,  so 
müssen  die  beiden  Gleichungen  in  p zwei  gemeinschaftliche  Wur- 
zeln besitzen;  daraus  entspringt  ein  System  von  Bedingungen 
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JU,  J^U,  ... 

/IV,  /l‘V.... 

/IV  . ... 

von  {q  — 2)  + (p  — 2)  = (p  + 9 — 4)  liorizonlalöii  untl  (p  + 9 — 3) 
vcrlicaleii  Reihen,  in  deren  Elementen  die  Grade  von  x^,  ar,,  .t^, 
die  Ordnung  und  die  von  x\,  x\,  x\,  x\  das  Gewicht  hestiin- 
nien.  Wenn  man  nun  aus  diesem  System,  welclies  zwei  Gleich- 
ungen äf|uivalent  ist,  und  den  Gleicliungeii  U — 0,  F = 0 die 
Veränderliclien  x^,  .Tj,  oTj,  .T4  eliminiert,  so  erhält  man  eine 
Gleichung 

Ä = 0 

in  den  V'cr.änderlichen  a:', , x\,  x\,  x\,  welche  die  Gleichung 
der  Regelfläche  in  der  Art  darstellt,  dass  die  Ordnung  derselben 
ein  Drittel  ihrer  Ordnung  ist.  Indem  man  bemerkt,  dass  die 
Goordinaten  a:',  ,a;'2,  etc.  nicht  in  die  Functionen  U,  V cingehen, 
erkennt  man,  dass  der  Grad  von  li  dem  Gewicht  des  S^jstenis 
gleich  ist,  aus  welchem  sie  durch  Elimination  hervorgeht,  d.  h. 
gleich  dem  1‘rüducte  der  Grade  von  U und  V in  das  Gewicht  des 
obigen  Determinantensystems.  Man  findet  für  diess  Letztere*) 

^1  + *1  = P9  — 2 (p  + 9)  + 4,  Sj  + Sj  = p9  — 4, 
= — i;^9  (p  + 9)  + 5 (p  + 9)  — 12, 
also  das  Gewicht  selbst 

= i (P9  — 2)  (2p9  — 3p  — 39  + 4): 
und  damit  die  fragliche  Ordnung  der  Regelfläche 

= i Pi  (P9  — 2)  (2;>9  — 3p  — 89  + 4). 

Für  p ~ q z=  2 existiert  daher  eine  solche  Regellläche 
nicht.  Für  die  Curve  sechstel’  Ordnung,  die  der  vollständige 
Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung  ist, 
wird  sie  von  der  vierten  Ordnung. 

321.  Für  die  andere  Aufgabe  von  der  Restimmung  der  Zahl 
von  Geraden,  welche  die  Gurve  viermal  durchschueiden,  gehen 

*)  Man  vergleiche  die  nähere  Auarühruiig  hei  Ciiyloy,  „On  skew 
aurfneos“,  „Philosoph.  Trunsuctions“,  1863,  p.  477. 
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wir  von  densQlben  Gleichungen  aus;  wir  denken  aber  a;,,  arj,  a:,, 
als  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Curve,  durch  welclien  eine 
Jener  Geraden  geht  und  haben  dann  ofTenbar  die  Bedingungen 
aurzustellen,  unter  denen  die  beiden  Gleichungen  in  ^ drei  ge- 
nieinschartlichc  Wurzeln  besitzen ; das  System  derselben  ist  drei 
Gleichungen  äquivalent  und  liefert  eine  Matrix  von 


(?-3)  + C/»-3)  = (P  + ?-6) 


horizontalen  und  {p  + q — 4)  Verticalreihen,  d.  h.  ein  Deter- 
minantensystein  von  der  im  Artikel  313  betrachteten  Art,  in  wel- 
cher die  Grade  der  Elemente  in  x^.  x.^,  etc.  das  Gewicht  und 
die  Grade  in  x\,  x\,  etc.  die  Ordnung  bestimmen.  Es  ist  das 
System 

I AU,  A'‘U.  ...  II 

• . 


AV. 

AV  , 


.Man  kann  aus  ihm  die  Goordinaten  x\,  x'.^,  x\,  x\  elimi- 
nieren; wenn  man  mit  ihm  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene 
verbindet 

-|-  a^x'.^  + «3ar'3  -|-  o,.r'4  = 0 
und  x\,  x\,  x\,  eliminiert,  so  ist  das  Resultat  von  der  Form 
(ojar,  -J-  OjaTj  -f-  «3a;3  -|-  a^x^^  S = 0. 

wo  S eine  Function  von  Xj,  x.j,  x^,  x^  allein  ist.  Indem  man 
den  Grad  von  .Tj,  Xj,  Xg,  x,  als  das  Gewicht  betrachtet,  ist  $ die 
Ordnung  des  Systems,  der  Grad  des  Products  (o,X|  -j-  etc.}®  S in 
X, , etc.  das  Gewicht  des  Systems  und  daher  der  Grad  von  S be- 
stimmt durch  die  Differenz  von  Gewicht  und  Ordnung  des  Systems 
der  Determinanten.  Die  drei  Gleichungen ' 

U z=  0,  F = 0.  8 = 0 

bestimmen  dann  die  Punkte  der  Curve,  durch  welche  vierfach 
schneidende  Gerade  geben,  die  Anzahl  solcher  Gerailen  ist  also 
der  vierte  Theil  des  Products  von  pq  in  jene  Differenz.  Zur  De- 
rechnung  derselben  kann  die  Form  dienen 
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1 p—  I 9 2^) 2 I • * 

0^  « 1 p — 1 9 . . 

f 

1^-1  » 2^-2»  . . 

0^  9 \q—if  • • 

in  welcher  in  (p  + ^ — 3)  Verlicalrcihen  und  in  (q — 3)  + (p  — 3) 
Horizontalreihen  die  Grade  der  Elemente  der  Matrix  in  den  Ver- 
änderlichen x'i , y', . etc.  und  in  .r, , Xj»  etc.  durch  die  ZifTern 
und  ihre  Indices  bezeichnet  sind ; sie  iicrcrt 


s,  = 2(?  — 3)-i(?-3)(9-2)  + 2(p-3)  — 3)(/»-2), 
5,  = i(P  + ?-5)(p  + 9-4), 

j,j  = > + io(p  + ?)  — 45}  + i(p  + ?)‘ 

— Y2  + 8 + -j2  (/'  + ?)+  191  • 


29/  , >3  . 139,  . ,, 

+ +'y  + 


^^(p+v)+65, 


^12  = i (/>+?)* 

'i23  = IfV  +pV  {—  i (/>  + ?)*  + Y (i'  + ~ y} 

+ P9  {i  {p  + 9)*— 1(/>  + ?)*  + (p  + qf 

- e - (P  + + -g-  |-^g(p  + ?)«+^(p  + ?)- 

- ^ fP  + </)*  + - (P  + 9?  - ^ (P  + ?)* 


+ 1071  (p  + 5)  — 1560, 


1 


31 


397 


2689 


S.23  = + 

+ fMp+.)=-f^(p  + .)+if5, 


(p+«)‘‘ 


elc.,  daher 

+ *1  ==P9— 8,  S,  + B,  =pg  — 3 (p  + ?)  + 8, 

.‘^2  — *12  =—  tpV  + P9  (P  + 9?  — 5 (p  + </)  + yJ- 
— 4(p  + # + 36  (p  + ?)  — 126.  etc. 
und  das  Gewicht  des  Systems  also 

= i[3pV+PV{— 9(p+?)  + 2}+p?{5(p+yf+15(p+9)— 13} 

- 66  (p  + ?)+  108] 
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und  die  Ordnung 

= i + P^q'‘  {—  3 {p  + ?)  + 2} 

+ P<1  {2  (p  + ?)*  — 3 (;>  + q)  + 13}  — 36], 
so  dass  endlich  die  Zahl  der  fraglichen  Oeraden 

= H [2pV  + 6i<V  (/>  + ?)+  pq  { 3 (/<  + ^)’  + 1 8 (/>  + v)  — 26} 
— 66  (/-  + q)  + 144] 

«ird.  In  der  Ctirve  des  vorigen  Artikels  existieren  daher  keine 
Cicraden  dieser  Art.  Erst  hei  den  nnrrhsehniltsriirven  der  Flä- 
chen dritter  Ordnung  mit  denen  vierter  und  fünfter  Ordnung 
existieren  sie  in  den  res()eeliven  Anzahlen  27  und  135.  Jene 
sind  z.  B.  die  27  Geraden  der  Fläche  dritter  Ordnung,  die  die 
Curve  U = Q,  H = {)  zweifach  berühren. 

Die  folgenden  .Artikel  werden  mehrfach  weitere  Beispiele  für 
die  Anwendnng  dieser  Methoden  liefern. 

322.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polarcbcnen  in 
Bezug  auf  vier  Flächen 

M = 0,  N — (1,  I>  — (I.  Q — I) 

V 011  de n r e 8 p e c t i V e n 0 r d n u n g e n m,  ii,  p,  q sieh  in  ei n e in 
Punkte  schneiden,  ist  eine  Fläche  von  der  Ordnung 
m + n + p + q—  4. 

Denn  die  Gleichung  dieses  Ortes  wird  erhallen,  indem  man 
die  Determinante  mit  Null  vergleicht,  welche  die  vier  Differentiale 
jeder  der  vier  Flächen  zu  ihren  Elementen  hat 


/V,, 

M,. 

A/3, 

-V,, 

N,. 

/V3, 

1 

^3. 

0^. 

Q3  > 

0*\ 

Wenn  eine  Fläche  des  durch  .V,  A’,  P beslinimtcn  Netzes, 
d.  h.  eine  der  durch  die  Gleichung 

0,1/  + bN  cP  — 0, 

in  welcher  a,  b,  c willkürliche  Gonslanten  sind,  bestiniinten 
Flächen  die  Fläche 

« = 0 

berührt,  so  ist  der  Berührungspunkt  nolJiwendig  ein  Punkt  des 
eben  betrachteten  Ortes  und  alle  Berührungspunkte  solcher  Art, 
d.  h.  alle  die  Punkte,  in  welchen  Flächen  des  Netzes 

Salmoii,  Anal.  Grum>  ü.  Uauuios  II. 
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aM  + hN  + cP  = 0 

die  Fläche  ö = 0 herfihreii,  liegen  in  <ler  Ciirve  der 
q (m  + » + P + 9 — 4)'«" 

Ordnung,  in  welcher  die  vorige  Orlsiläche  und  die  Fläche  0=0 
sich  schneiden.  Für  m = n — p,  d.  Ii.  für  alle  durch 
(»  + 1)  (n  + 2)  (»  + 3)  _ 

1.2.3 

feste  Punkti“  gellende  Flächen  erhält  inan  eine  Curve  q (3«  + q — 
Ordnung  als  Ort  der  Punkte,  in  denen  sie  eine  Fläche  von  der 
Ordnung  q herühren. 

In  gleicher  Art  gieht  es  pq  [m  + « + p + 9 — 4)  Flächen 
des  Büschels 

nM  + 6/9=0, 

welche  die  rhirclischnitLscurve  der  Flächen  P = 0.  0 0 he- 

rühren.  Penn  der  Berührungs|uinkt  imiss  nothwendig  einer  der 
Purrlisehnillsiiunkle  sein,  welche.die  vorlicr  hetrachtete  Orlsiläche 
mit  der  bezeichneleu  Curve  liestinmit.  *) 

Es  ergieht  sich  auch  leicht,  dass  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher zwei  der  Diirchschnitlspunkte  der  drei  Flächen 
A/  = 0,  N = 0,  P = 0 

znsammenfallen,  d.  h.  unter  welcher  die  Purch.schnittscurve  von 
zweien  unter  ihnen  von  der  dritten  berührt  wird,  die  Coefficieii- 
ten  der  Gleichung  einer  jeden  dieser  Flächen  iin  Grade 
tip  (2  m -|-  u + i>  — 4) 

enthält.**)  Penn  wenn  inan  in  diese  Bedingung  für  jeden  Coef- 
ficienteii  (1  der  Gleichung  von  M die  Summe  («  ku')  suhsli- 
tniert,  in  welcher  a <ler  ents|)reehcnde  Coeflicient  der  Gleichung 
einer  andern  Fläche  .W'  von  demselhen  Grade  m ist,  so  ist  noth- 
weiidig  der  Grad  des  Suhslitiitionsresnltuls  in  k gleich  der  An- 
zahl der  Flächen  des  Büschels  M -f-  kM'  — Ü,  welche  die  Purch- 
schiiitlscnrve  der  Flächen  N = 0,  /'  = 0 herühren. 

*)  für  «I  = »I  = 1 , <1.  Ii.  ciu  l’Uiciicnliiiselicl,  kommt  man  auf  den 
S.utz  zurück,  d.ias  durch  eine  Gerade  pq  [p  q — 2)  Tangontenebenen 
an  die  Schnittcurve  zweier  Kliichen  von  den  Ordnuugrii  p und  q gelien. 

**)  Vergl.  Moutard,  ,,NouvoIles  .Vnnales  de  Matbe'm.“,  t.  XIX, 
p.  .58  und  K.  de  .1  on q u ie r e s , „Annali  di  Ätatematica'*,  t,  V,  p.  24  f. 
,,Ktudea  aur  Ics  courbes  k double  courbure'*. 
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Dorselhe  Satz  lässt  sich  auch  in  rolgeiitlcr  Art  hcweisen:*) 
Es  fallen  zwei  Durrhsrhnitlspiiiikte  zusanimen,  wenn  die  niirch- 
schnittscurvc  von  M und  N die  Durchschuittsciirve  von  M und  P 
berfihrt.  In  diesem  Berrihrungspiinkl  haheii  sodann  die  Tangen- 
tenebenen der  drei  Flächen  eine  gerade  Linie  gemein,  d.  h.  sie 
bestimmen  mit  einer  beliebigen  vierten  Ebene 

a^x^  -f-  öj-rj  -f  -|-  a^x^  = 0 

einen  Punkt.  Für  den  Bernhrungspnnkt  verschwinden  also  die 
Determinanten  (ni|  3/j  iV,  Pj) , deren  erste  Ilorizonlalreihe  die  Ele- 
mente a^,  «2»  «4  enthält,  während  die  folgenden  von  den 

Differentialen  der  Polynome  M,  N,  P gebildet  sind.  Die  Uediii- 
gung,  unter  welcher  dieses  Verschwinden  der  Determinante  für 
einen  den  drei  Flächen  gemeinschartlicheii  Punkt  stattfindet,  wird 
ofTenbar  durch  Elinnnation  zwischen  ihr  und  den  (Gleichungen  der 
drei  Flächen  M =.  0,  A’  =0,  /'  = 0 erhalten  und  die  frag- 
liche Resultante  enthält  die  ('.oerticienten  a^,  etc.  im  Grade 
mnp,  die  Cocfficienten  von  M aber  im  Grade 

n p {m  -f  « -f-  /)  — 3)  + »I « p- 

Aber  diese  Resultante  enthält  als  einen  Factor  den  .Ausdruck  der 
Bedingung,  unter  welcher  die  Eheue  o,a’,  + etc.  = 0 durch 
einen  der  Durcbschniltspunkte  der  Flächen  A/  = 0,  A"=0,  P=0 
hindnrrhgeht,  und  diese  letztere  elithält  die  Goefficienten  a,„  ö|,elc. 
im  Grade  mnp  und  die  ('.oefficienten  von  M im  Grade  iip.  Be- 
seitigt mau  diesen  Factor  durch  Division,  so  enthält  der  Ouotient 
.die  Coefricieiiten  von  M im  Grade  np  (2»n  -j-  n + /j  — 4),  wie 
oben  gezeigt  war. 

Daraus  folgt:  Die  Enveloppe  aller  Flächen  der  Ordnung  p, 
deren  Coeflicienten  Functionen  «i*™  (Grades  von  drei  veränder- 
lichen, durch  zwei  Gleichungen  und  Grades  verbundenen 
Parametern  sind,  ist  eine  Fläche  von  der  Ordnung 
piip  (2  m 4-  n -F  p — 4). 

323.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polarebenen  in 
B e z u g a u f d r e i Flächen  6'  = 0 , V = 0,  tf'  = 0 e i n e 
gemeinschaftliche  Gerade  enthalten,  ist  nach  den  Be- 
trachtungen des  letzten  Artikels  die  durch  das  Determinantensystem 


*)  Vgl.  Sa  Inion,  „Quarterly  .lournal“,  Vol.  I,  p.  S.'JO. 

• 30* 
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u,. 

F3, 

Fj, 

y,. 

F^  ! = 0 

D',, 

»a. 

»’tl 

bestimmte  Curve  — wenn  wie  bisher  schon  die  U^,  K, , etc. 
die  DifTerentiale  der  Polynome  U,  V,  If  nach  x, , »?tc.  Itezeichnen. 

Diese  (hirve  ist  nacli  der  vorher  gegebenen  tliUwickelung 
von  der  Ordnung 

m'^  + n'*  + //^  + m'ri'  -f-  np  + p'm', 

wenn  vi,  n,  p'  die  respecliven  Ordnungen  von  U^,  F, , etc.,  d.  Ii. 
die  Grössen  m — 1 , etc.  bezeiclinen.  Die  Ordnung  der  ihr  ent- 
sprechcnden  .Vbwickelungsllächc  wird  eltcn.so  gefunden 

2 {ni  4-  n + — 1)  ('«'*  + h'*  + //*  + m'n  + np'  p'm') 

— (tn'n'  4*  ii'p'  4-  4".  + p ) "l"  ni'n'p' 

und  würde  ihre  Cliaracterislik  vollenden. 

W enn  eine  Fläche  des  Büschels 

aM  4-  ö.V  = Ü die  Fläche  P = 0 
herühren  soll,  so  gehöil  der  Berührungspunkt  nolhw endig  dieser 
Curve  an  und  die  Zahl  der  Flächen  des  Büsrliels,  welche  eine 
Fläche  P = 0 berühren,  ist  daher  die  Zahl  der  Schnittpunkte, 
welche  diese  Fläche  mit  jener  Guiwe  bestimmt,  d.  h.  das  p fache 
von  der  Ordnung  dieser  Curve.  Durch  eine  der  im  letzten  Arti- 
kel gegebenen  analogen  Schlussrcihe  erkennen  wir  daraus,  dass 
die  Bedingung,  unter  welcher  zwei  Flächen  M und  N sich  be- 
rühren (;«'  = //),  die  Coefficienten  der  Gleichung  von  M im 
Grade 

n [n"'  -f-  2 m'n  -|-  3 m''*) 

oder 

n {n'^  4-  2 mn  -|-  3 — 4 « _ S »i  4-  6) 

= n {(n  4-  2m  — 3)^  — (m  — l)  (m  4-  2«  — 3)} 

= n {2  (m  — 1)2  4-  (m  -f-  n — 2)2} 

= « {(«  — D*  + 2 («  — 1)  {m  — 1)  4-  3 {m  — 1)2} 
enthält;  ebenso  die  der  Gleichnng  von  N im  Gi'ade 
m {ni^  -F  2 mn  3 — 4 wi  — S>‘  -j-  6) 

= 7)1  }(r«  4-  2 h — 3)2  — [n  — 1)  {«  -f  2«i  — 3)}  .*) 


*)  In  einer  neuerlichen  Mittheiliing  der  ,,Coinptes  rendns“  (t.  LVIII, 
p.  1074),  hat  Sylvester  diese  Formel  als  einen  sehr  specicllen  Fall 

. * 
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Und  ruriHT:  Die  Enveloppc  aller  Uläclieii  fi'"  Ordnung,  deren 
Coeflirienten  Fnnclioiien  vom  Grade  m von  drei  veränderlichen, 
unter  sich  durch  eine  Relation  «•'"  Grades  verbundenen  Paranie- 
leni  sind,  ist  eine  Fläche  der  Ordnung 

~un  + 2»in  + 3»«\ — 4«  — 8m  + 6). 

Wenn  also  ein  Punkt  eine  Fläche  n'"  Ordnung  diirchläut't, 
so  ist  die  Fnveloppe  seiner  Pidarflächen  von  der  Ordnung  (/>  — m) 
in  Be/.ug  auf  eine  gegebene  Fläche  j)'"  Ordnung  eine  Fläche  der 
Ordnung 

(/>  — m)  n + 2»i  + 3»i*  — 4«  — 8m  + 6| , etc. 

324-  Wir  wollen  in  der  Form  von  Beispielen  hier  eine  Reihe 
von  Ergebnissen  vereinigen,  die  mit  den  vorigen  llnler.sucliungen 
Zusammenhängen. 


einer  .illpcnicincn  Lehre  nnfgezcigt,  die  auch  die  der  Hcsnltantcn  und 
Discriminanten  umfasst.  Sind  f\,  f.', , . . .,  t',-  Functionen  von  n Ver- 
änderlichen .r,,  OTj,  . . . , x„  nnd  gelten  die  Oleichnngcn 
r,  = 0,  6’j  = 0,  . . . , r,  0, 

-p  -p  . . . -p  U,.  = 0 

für  1 als  unbestimmte  Grössen  und 


...  . . <lf'  . 1 I 'If' 

SU  = — dar,  + J.r.,  + • ■ • + X" 

d.T,  ‘ ' dx,  dx„ 


S,7- 


so  dass  die  n VerUnderliehcn 

(n  — I + 1)  + I = n + 1 

homogenen  Gleichungen  zu  genügen  haben,  so  muss  eine  gewisse  Func- 
tion ihrer  Coefficienten  verschwinden,  welche  zu  den  Combinanteu,  d.  h. 
einer  bestimmten  Klasse  von  Invari.anten  gehört  (vgl.  ,, Vorlesungen“, 
Artikel  157),  und  die  Sylvester  die  Osculante  nennen  will.  Für 
I =r  1 erhält  man  die  Discriminante , für  i r=  n die  Resultante;  o = 4. 
f = 2 entspringt  der  gemeinschaftlichen  Berührung  dreier  Flächen  in 
einem  I’unkte  (siehe  oben)  nnd  a :=i  l,  f = 2 der  Berührung  von  zwei 
Flächen.  Sind  ;n, , lUj,  ..  .,  m,  die  Ordnungen  der  i Functionen  iu  den 
Veränderlichen,  und  ist  für 

«(,  = 1 + ft|,  »ij  = 1 + fij,  . . .,  »<■  = 1 -p 

(,“s.  .“J>  • • ■ > /*;) 

die  Summe  der  Potenzen  und  homogenen  Productc  von  [i,,  . . . , ji. , 
so  ist  f?^,  der  Grad  der  Osculante  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  der 
Function  U/.  durch  Formeln  bestimmt  wie 

^ e,  = (ft,,  ftj,  . . . , fl,.)  + 2 _j  (ftj fl,.)  fl, 


m -)  . • 

+ 3/^«-, -2  (.Ui,  + (« 

+ (»  — f + 1) 

und  die  entsprechenden. 


-0  ^1  (f»!.  ■ ■ ft.)  fil"-'  ‘ 
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ßeispifi  Z WC i F 1 ä c li cn  U = 0,  F’=Ovoii(UMircspec- 
t i V 0 M 0 r il  n ii  ti  g c ti  m und  it  d ii  r c li  s c li  ii  c i il  c n s i c li  und  in  n ii  soll 
die  Aii7.alil  der  Taiigciilen  ilirer  II  ii  rcli  sc  li  ii  i 1 1 s cu  rve  be- 
st I nun  cn,  w eiche  z 11  gl  eich  I n flc  x ioiislu  ngeii  t cn  de  r ers  len 
Flüche  sind. 

Die  Initexionslangcnlen  in  irgend  einein  l’unkle  der  Flüche  U—  0 
sind  die  geraden  Erzeugenden  der  i|uadralischen  Polariläche  dieses  Punk- 
tes. jede  durch  sie  gehende  Ebene  herrihrl  also  diese  Letztere.  Wenn  wir 
daher  die  llcdiiigung  bilden,  unter  welcher  die  Tangenlenehenc  der  Fläche 
V=0  die  i|uadrati.sclic  Polailläclic  in  (teziig  auf  U~0  berührt,  welche 
lledingnng  die  zweiten  llill'ercntialc  von  U ini  dritten  und  die  ersten  Dif- 
ferentiale von  F iin  zweiten  Grade  enthält  (vcrgl.  Band  I , Artikel  *5) , so 
erhalten  wir  die  Gleichung  einer  Fläche  der  (3m  -f-  2n — 8)''"  Ordnung, 
welche  die  Dundisihnillscurve  in  den  gesuchten  Punkten  schneidet,  deren 
Tangenten  Inilexionstangenicn  von  U = 0 sind.  Die  Zahl  dieser  Punkte  ist 
= mii  (3  m ’lu  — 8). 

ßeispkl  2.  Man  soll  il  i c Ordnung  der  Fläche  h e s t i m ni  c n . 
welche  durch  die  ln  fl  exi  oii  s taug  e n te  n der  Fläche  V = 0 in 
den  Punkten  ihrer  Durclischnittscurvc  mit  einer  Fläche 
V = 0 erzeugt  wird. 

Man  hat  die  x',,  a-'.j,  x'j,  x\  zwischen  ilen  Gleichungen 

= F'==(l,  = J^U’  = 0 (Artikel  11) 

zu  eliminieren,  welche  in  ihnen  von  den  respectiven  Graden 
m , n , m — 1 , m — 2 ; in  a:, , .Tj , Xj , 
aller  von  den  Graden  0,  U,  1 , 2 sind.  Das  Itesultat  ist  daher  vom  Grade 
mn  (3  m — I). 

ßrispiel  Man  soll  die  Ordnung  der  abwickelbaren 
Flüche  finden,  welche  eine  Fläche  m'‘’'' Ordnung  längs  der 
Schnittcurvc  mit  ihrer  llesse’schen  Determinantenfläche 
berührt. 

Die  Tangentenchenen  der  Fläche  in  zwei  auf  einander  folgenden 
Punkten  ihrer  parabolischen  Gurve  durchschnciden  sich  nach  Artikel  8 in 
einer  Inllexionstangente.  Da  nun  hier  n = -1  (m — 2)  ist,  so  wird  die 
Ordnung  der  durch  diese  lullcxionstangenicn  erzeugten  Flüche 
= I m (m  — 2)  (3  m — 1). 

Ihnl  weil  die  heiden  Inflexionstangenten  in  den  Punkten  der  parabolischen 
thirve  Zusammenfällen,  so  decken  sich  auch  die  heiden  Flächen,  die  je 
eine  durch  eine  jede  von  ihnen  sonst  erzeugt  werden;  d.  h.  die  eben  ge- 
fundene Zahl  ist  durch  2 zu  dividieren,  oder  ilic  fragliche  Ordnung  ist 
= 2m  (m— 2)  (3m  — 4). 

Beispiel  4.  Die  G h a ra c t e ri s t i k der  abwickelbaren  Fläche 
zu  finden,  welche  einer  Flüche  m‘"  Ordnung  längs  ihres 
ebenen  0 u c r .s  c h u i 1 1 s u m g e s c h r i c h e n ist. 


Digitized  by  Google 


471 


Der  Sdinill  der  Abwickdungsllächc  mil  der  Ebene  des  OuerscbiiiUs 
ist  ziisamniengeselzt  aus  dem  Selmitl  der  gegeltenen  FISclic , d.  i.  einer 
C.urve  m'"  Ordnung,  und  den  Tangenten  in  ilircn  3m  (m  — 2)  Inflexions- 
punkten.  Wir  finden  daher  gemäss  den  llczeiclinungen  der  Artikel  05  f. 
<lie  Ausdrücke 

fl.  = (im  (m  — 2) , V = m [m  — 1) . r = m (3 m — 5) , 
u = 0 , ß = 2m  (5m  — 11),  etc. 

Beispiel  5.  Man  soll  die  Charactcristik  der  aliwickcl- 
baren  F 1 .1  c b c bestimmen,  w e I c li  c c i n c r F 1 ä c li  c m'"'  0 r d n u n g 
längs  ihres  Diirclisclinitts  mit  einer  Fläciic  «'“''Ordnung 
umgeschrieben  ist. 

Antwort,  v = mn  (m  — 1) , a = 0,  r = mn(3m-|-n  — 0), 
so  dass  die  ülirigen  Singularitäten  nach  Artikel  07  sich  ergeben. 

Beispiel  Man  soll  die  Charac  teristik  der  zweien  Flä- 
clicn  und  Ordnung  gcmeinscharilich  umgeschrie- 
henen  abwickelbaren  Fläciic  unlcrderVoraussctzungbe- 
s t i in  m e 11 , dass  keine  der  Flächen  v i e 1 Fa  c h e Linien  ii  a l. 

Antwort. 

v=mn[m  — 1)^  («  — 1)*,  tK=0,  r=mn(m  — 1)(« — 1)  (m -|- n — 2). 

Beispiel!.  Welches  sind  die  Cliaractere  der  Durch- 
schiiittscurvc  zweier  aliwickelbareii  Fiäciieii? 

Die  Flächen  sind  von  den  respectiveii  Ordnungen  r und  r , und  da 
jede  von  ihnen  eine  Doppel-  und  Rückkchrcurve  von  den  respectiven  Ord- 
nungen X und  m,  x'  und  m'  besitzt,  so  hat  die  Diirchschniltscurve  rc- 
speclive  (rx'  -|-  r'x),  (rm'  -f  r'm)  wirkliriic  Doppel-  und  Kückkehrpunkte. 
Der  aus  einem  beliebigen  Punkte  des  Uaumes  über  der  Giirve  beschriebene 
Kegel  hat  daher  ausser  den  im  Artikel  81  hctrachtetcn  noch  Doppel-  und 
Rückkehrkanteii,  welche  aus  jenen  entspringen,  und  die  dort  gegebenen 
Formeln  müssen  darnach  inodiriciert  werden. 

Wir  haben  wie  dort 

fl  = r/, 

aber  der  Grad  der  Reciproken  dieses  Kegels  ist 

p = rr  (r  -i-  r'  — 2)  — r (2  x'  3 m')  — / (2  x + 3 m) 
oder  nach  den  Formeln  des  Artikel  05 

p = n'r  -|-  rir’. 

In  derselben  Art  liiidct  man 

1/  = ar  -p  a'r  -|-  3rr'. 

Beispiel  8.  Die  Res t i m m iing  der  Gh ara clcrc  der  a i>  wickel- 
b ar  c n F I ä ch  e , welche  durch  ei  n e G e ra  d e erzen  gl  wird,  die 
zwei  g egebe  ne  G 11  rvc  II  s l c t s sc  b iici  d e t , ist  die  der  vorigen  nach 
dem  Gesetze  der  Reciprocitäl  entsprechende  Aufgabe.  Man  erhält  somit 

V = rr  , p = r/n'  + r'm , fi  =i=  /Fr'  -}-  (SV  3 rr. 
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Von  den  singulären  Tangenten  der  l'lächen  und  ihren 
R er  ü lir u ngspii n kl  e n mit  denselben. 

325.  Die  rntersurhiing  der  Tangenten  einer  Fläche  hat  ge- 
zeigt, dass  jedem  Punkte  der.selhen  nneiullich  viele  Tangenten 
entsprechen,  unter  ihnen  zwei,  welche  eine  dreipunktige  Berüh- 
rung mit  ihr  hcstiininen ; das.s  ferner  diese  Letzteren  für  eine 
gewisse  Curve  in  der  Fläche,  die  parahülische  Curve,  Zusammen- 
fällen. 

Und  wir  haben  bereits  im  Artikel  10  die  Klasse  von  Pro- 
hlemcn,  zu  deren  Belrachlnng  wir  uns  nun  von  Neuem  wenden, 
durch  die  Aufgabe  hezeiclmel;  Die  Ordnung  derjcfligen  Curve  zu 
bestimmen,  welche  in  einer  Fläche  durch  ilie  Berührungspunkte 
derjenigen  Tangenten  gebildet  wird,  die  diei  Bedingungen  er- 
füllen. 

Diejenigen  Fälle  des  Problems,  welche  wir  betrachten  wer- 
den, sind  folgende: 

A)  Die  Curve  der  Berührungspunkte  der  Geraden 
zu  finden,  welche  die  Fläche  in  vier  auf  einaii- 

. den  folgenden  Punkten  schneiden. 

Wenn  eine  Gerade  die  Fläche  in  einem  Punkte  dreipunktig, 
d.  h.  als  Dl  Ilexionstangente,  in  einem  andern  aber  einfach  berührt, 
so  gilt  es, 

B)  die  Curve  der  Punkte  zu  bestimmen,  in  welchen 
sie  Inflexi-onsta  Ilgen te  und 

C)  die  Curve  der  Punkte,  in  welchen  sie  einfache 
Tangente  ist. 

Dazu  tritt 

D)  die  Curve  der  Punkte,  in  welchen  die  Fläche 
Tangenten  besitzt,  welclie  sie  ausserdem  noch 
in  zwei  a n d c rn  Pu  n k t en  einfach  berühren,  (ürei- 
fadie  Tangenten.) 

Mit  ibiieii  sind  zugleich  die  Fragen  nach  der  Ordiiniig 
der  Begelflächen  aufgeworfen,  a)  welche  durch  die  Geraden 
in  A),  b)  welche  durch  die  Geraden  in  B)  und  C),  und  c)  welche 
durch  die  Geraden  in  D)  erzeugt  werden. 

VVir  beginnen  die  Untersnebung  mit  dem  Problem  A)  der 
vierpunktigen  Tangenten.  Wenn  eine  gerade  Linie  die  Fläche  in 
vier  auf  einander  folgenden  Punkten  .schneiden  soll,  so  müssen 
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im  Beriihningspunkt  gleichzeitig  die  vier  Helalionen  erfüllt  sein 
V'  = 0,  = 0,  J‘L”  = 0,  -4*6''  = 0. 

Die  Tangente  desselben  muss  den  durch  die  drei  letzten 
Gleichungen  bestimmten  Flächen  gemeinschaftlich  sein.  Man  kann 
die  Bedingung,  unter  welcher  diess  möglich  ist,  durcli  dieselbe 
Methode  aufstellcn,  welche  in  der  Theorie  der  algebraischen  ebenen 
Curven  zur  Bestimmung  der  lnne.Yiniis|iunkte  und  der  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  führt. 

326-  Wenn  die  Gleichungen  von  drei  Flächen  U,  V,  W die 
Veränderlichen  ,r j , , Xj , in  den  resperliven  Graden  i,  A',  k" 

und  die  anderen  x', , x\,  x\,  x\  in  den  Graden  p,  n',  p."  ent- 
halten und  die  ki! k"  Durchschniltspunkte  dieser  Flächen  sämnit- 
lich  mit  dem  Punkte  (x'j,  x\,  x'j,  x'j)  zusammenfallen,  so  fra- 
gen wir  nach  tier  ferneren  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss, 
damit  sie  eine  gerade  Linie  getneiuschafllich  enthalten.  In  die- 
sem Falle  muss  offenbar  eine  beliebige  Eliene 

0,X,  -}-  «jXj  -f-  rtjX.,  + <I^X^  = 0 
stets  einen  Punkt  mit  den  drei  Flächen  gemeinschaftlich  haben, 
nämlich  denjenigen,  in  welchem  sic  jene  Gerade  durchsclincidet, 
und  die  Be.sultante  der  Elimination  zwischen  JJ , K,  W und  der 
Gleichung  der  Ebene  muss  daher  verschwinden.  Diese  Besultante 
ist  aber  vom  Grade  AA'A"  in  a^,  «j,  n^,  und  vom  Grade 
Aft  + XA/Lt  +AAfi  in 

Da  sie  gebildet  wird,  indem  man  nach  einander  die  Coordinaten 
der  Durchschnittspunkte  von  O,  F,  W in  die  lineare  Gleichung 
einscizl  und  die  Suhstitutionsrcsultalc  mit  einander  multipliciert, 
so  muss  sie  von  der  F’orni 

11  . {a^x\  + Ojx'.^  -f  fljx'a  + 

sein.  Von  den  beiden  Factoren  dcrsclhen  ist  aber  die  Bedingung 

-|-  flyT'j  -f-  fl^x'j  -f-  «4x',  = 0 

nur  der  Ausdruck  des  Umstandes,  dass  die  willkürliche  Ebene 
durch  den  Punkt  (x', , x\,  x'.,,  x'4)  gehe,  weil  sie  dann  einen 
den  drei  Flächen  gemeinschaftlichen  Punkt  enthält,  oh  diese  nun 
eine  gerade  Linie  gemein  haben  oder  nicht;  sie  ist  also  der 
Frage  fremd.  Die  Bedingung,  unter  welcher  jene  Flächen  eine 
gerade  Linie  gemein  haben,  ist  also 

Lf  = 0 
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und  iM.  somit  von  dem  Grade 

+ k"  kn'  + kk' n"  — AA'A”. 

ln  uiiserem  Falle  also,  wo  den  Aiistlrücken  der  Polynome 
JU’,  J^V',  A'U'  eiilspreehend 

k = \ . r = 2,  r = .1; 
ft  = fl  — 1 , ft'  = »I  — 2 . fl"  = fl  — 3 
isl,-  ergiebt  sich  für  den  Grad  von  77  die  Zahl 

1 1 fl  — 24 , 

d.  h.  die  Bernhrnngspnnkle  der  Geraden,  welche  die 
Fläche  in  vier  auf  einander  folgenden  Punkten  schnei- 
den, oder  wie  man  sie  nennen  mag,  der  Doppel-In- 
flexionstangcnten,  liegen  in  dem  Durchschnitt  der 
Fläche  mit  einer  d er i vierten  I<’läche  S von  der  Ord- 
II  n n g (1 1 fl  — 24).  *)  (Vergl.  oben  p.  434,  435.) 

327.  Die  Ausführung  der  bczeichncteu  Elimination 
kann  erreicht  werden,  indem  wir  die,  Goordinateu  der  beiden 
Punkte  hestimmeu,  in  denen  die  willkürliche  Ebene,  die  Tangen- 
tenehene  /iV  = 0 und  die  c|uadratische  I*olarl1ächc  J-ü'  — 0 
sich  schneiden;  diese  Goordinaten  nach  einander  in  J^ü'  substi- 
tuieren und  das  Product  der  Suhslitutionsresultate  bilden.  Wir 
werden  die  (Koordinaten  des  Berührungs|iunktcs  mit  Xj,  xj,  .r^, 
die  laufenden  Goordinaten  mit  y, , yj , yj , y , bezeichnen  und  den 
schon  gebrauchten  DüTerentialsymbolen  die  damit  verständlichen 
P,j,  P|23,  etc.,  die  Letzlern  für  die  dritten  DilTerenliale , hinzu- 
fügen. Durch  jede  der  Durchschnittslinien  von  JU'  — 0 und 
J^U’  = 0 können  wir  eine  Ebene  legen,  d.  i.  bei  entsprechen- 
der Restimmung  von  , tj,  (3,  kann  man  in  unendlich  vielen 

*)  Dieser  Satz  ward  zuerst  vom  Verfasser  im  Jalire  1849  ira  „Cam- 
bridge and  Dublin  Math.  .lonrii.'*  (V0I.  IV,  ji.  260)  gegeben.  Kr  ent- 
wickelte sodann  in>  „Quartcrly  Journal  of  Math.“,  Vol.  I,  p.  3.36,  die 
Gleichung  von  .S  in  einer  nnvollkoniincncn  und  in  „Philosoph.  Trans- 
aetions“,  1860,  p.  239  in  einer  schieklieheren  Form.  Statt  die.ser  Unter- 
snehnng  theilen  wir  im  Texte  die  schöne,  auch  für  die  Kehandlnng  an- 
derer Probleme  lehrreiche  Durchführung  der  geforderten  Kliininatiou 
mit,  welche  A.  Clebsch  im  GVTII.  Hände  des  „Jomiial  f.  Math.“  p. 
93—108  gegeben  hat.  Wir  verbinden  damit  weiterhin  die  wichtigen 
Ergilnzungen,  welche  in  der  gleichnamigen  Ahhandlnng  im  I.XIII.  Hände 
desselben  Journals  (p.  14  f.)  von  ihm  hinzugefUgt  wurden. 
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Arien  eine  identiscli  errfillle  (iluidiiing  bilden,  \vie  folgt 

+ (^'/i  + t-iV-i  + h'Js  + <4^4) 

= (Pl^l  + /^2y*  + /»3V3  + /»4y4)  (9l  yi  + 72^2  + 73^3  + W *)  ■■■  A). 

Wir  setzen  voraus,  dass  diese  Transformation  vollzogen  sei, 
haben  aber  nicht  nöthig,  die  wirklichen  W’erthe  der  l zu  bestini-  - 
men,  da  sich  findet,  dass  diese  Grössen  aus  dem  Ergebniss  ver- 
schwinden. 

Ist  die  willkürliche  Ebene  durch 

c^y^  + c-iVi  + CzVi  + c^y^  ==  0 
dargestellt,  so  sind  offenbar  die  Goordinaten  der  Durchschnitts- 
punkle  der  willkürlichen  Ebene,  der  Tangentenebene 

VxVx  + + ^^3^3  + ^^"4^4  = 0 

und  der  Fläche 

J^U’  = 0 

durch  die  vier  nelerminantcn  der  beiden  Systeme 


i <‘\  • 

Cj  , 

C3  , 

^4 

C,  , 

<•  ■2  . 

Cj  , 

‘^4 

1 

u^. 

u,. 

. 

Ui. 

u,, 

V3. 

Ui 

IPI . 

Pi  . 

P3 . 

Pi 

7i  . 

Ql  . 

?3  • 

Hi 

beslimnil.  W'ir  haben  nun  diese  Goordinaten  in  die  Form 
einzuselzen,  welche  wir  in  der  symbolischen  Gestalt 

(«471  + "272  + "373  + "474)’ 
schreiben  können,  wenn  die  a^,  a.^,  etc.  die  Symbole 

- 1-,  etc. 

dx^  ’ dx., 

bezeichnen,  so  dass  wir  nach  der  Entwickelung  für  irgend  ein 
Glied  n^a.^a^y^y^y^  das  Product  etc.,  zu  substituie- 

ren haben. 

Es  ergiehl  sich  daraus,  dass  das  Resultat  der  Substitution 
der  Goordinaten  des  ersten  Punktes  in  als  die  drille  Potenz 

der  symbolischen  Determinante 

^"1  *-2 

dargestellt  werden  kann,  wenn  nach  der  Potenzierung  für  die 
Potenzen  der  a in  der  eben  angeführten  Weise  drille  üilTerential- 
quolienten  eingesetzt  werden,  nämlich 

d^U 

für  aiak(t„  das  Differential  ~ - — ; — • 

dxidxkdx^ 
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In  ilt'rselben  Weise  Ijc/eirhnen  wir  das  llesiiltal  der  Substi- 
tiiüoii  der  Coordiiiateii  des  zweiten  Scliniltpiinktes  durdi 
(£b,C,V^q,?, 

wo  b^  ein  in  derselben  Weise  wie  a^  gebrauebtes  Symbol  ist.*) 
Dann  kann  die  fraglUbe  Resultante  in  der  Form 

geschrieben  werden.  Man  kann  dicss  Ergebniss  in  mehr  symine- 
triseber  Gestalt  schreiben 

(Eb^c^u^q,)'^  + [2:b,c,JJ^p,f  {E<,,r^V^q^f=  0; 
denn  da  die  Grössen  a und  p nach  der  Eniwiekeliing  durch  Dif- 
ferentiale ersetzt  werden,  .so  ist  es  gleicbgiiltig,  ob  das  ursprüng- 
lich gebrauchte  Zeichen  a oder  b war  und  die  linke  Seite  des 
letzten  synimetriscben  Ausdrucks  ist  somit  nichts  Anderes  als  das 
Doppelte  der  linken  Seile  des  Vorigen. 

Wir  haben  die  Entwickelung  zu  bilden  und  sie  von  den  noch 
unbekannten  Grössen  p und  q mittelst  der  Gleichung  A)  zu  be- 
freien. 

328.  Wir  setzen 

F — (2'(j,  Cj  Ü3P4)  {F^b^  Cj  f'34’4),  G = (.S&i  Cj  G^p^  (.Z'n,  ^^394), 

so  dass  die  Resultante  durch 

F'-'  -I-  G-'*  = 0 oder  [F  + Gf  — 3/’C  {F  -f-  C)  = 0 
dargeslcllt  wird,  und  untersuchen  nun  getrennt  {F  + G)  und  FG, 
um  die  p und  q zu  entfernen.  Da  die  Facloren  von  F und  G 
in  Bezug  auf  die  p und  q linear  sind,  so  würde  die  Trennung 
dieser  Grössen  in  denselben  ihnen  die  Form 

F — {m^p^  -f  Wj/>.4+  -F  »I4P4)  {n^q^  -f  «.4  -f-  n.,  9^ -f  n^q^), 

G = (n,  p,  + v^pj  + n^p.^  + n,p,}  (m,  9,  + m^q^+  »1,93-}-  mfq^) 
geben , in  welcher  die  Goeflicicnten  m und  n aus  den  Werlhen 
von  F und  G zu  enlnebmcti  sind,  so  dass  z.  B. 

»14  = Ea^c^^J^,  «4  = Eb^c^Ug 

ist.  Daraus  folgt,  dass  der  Goeflicient  von  einem  Gliedc  in 

*)  Wir  benutzen  für  die  Svmbolo  etc.  in  beiden  Determinanten 
■ fix 

verschiedene  Zeichen,  uni  das  scheinbare  Auftreten  sechster  Potenzen 
von  «,  d.  h.  sechster  Differentiale  zu  vermeiden.  Die  hier  gebrauchte 
Methode  i.st  im  Wesentlichen -tnit  C ay  1 ey’s  „Rechnung  mit  Hyperdeter- 
minanten“ (vergl.  „Vorlesungen“,  p.  1G3 — 192)  identisch. 
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der  Entwickelung  von  (F  -J-  G) 

= Pi</j  + 

ist,  so  dass  wir  schreiben  können 

F + G = ££minj  [piijj  + pjqt), 

wo  die  Summe  sich  iiber  alle  Wcrlhe  erslreckt,  welche  den  CoeT- 
Ocienlon  1 bis  4 entspringen. 

Aus  der  Vergleichung  der  Coefficienten  in  der  Gleichung  A) 
folgt  aber 

“1"  Pili  ^ Fij  {tiüj  4"  ijUi), 

also 

’F  + G = 2££mi>,jÜij  + ££miHj  (liüj  + tjUt). 

Wenn  man  sodann  für  jedes  Glied  von  der  Form  (pi'jj-\-  Pjq,) 
den  Ausdruck  (/,■  + tjU,)  suhstitiiiert,  so  ist  das  Hesultat  offeii- 

har  dasselbe,  als  wenn  in  F und  G die  Grössen  p und  q mit 
l und  U vertauscht  werden.  Durch  die  Vertauschung  der  q mit 
den  y verschwinden  aber  <lie  Delerminantcn  .To, c^^rji/,,  £b^c.^Vjiq^, 
weil  sie  dadifich  zwei  identische  Iteihen  enthalten;  es  verschwin- 
det somit  in  [F  -f-  G)  die  lelzle  Iteihe  der  Glieder  und  man 
erhält 

(F  + G)  = ££mp,jVij, 

was  in  Erinnerung  der  Wertlie  von  m,-  und  nj  in  der  Determi- 
nantenform 


G,!  , 

G,3, 

<•1. 

G,i 

G„, 

Gj2, 

G23, 

£*2  t 

f 

^=1 

^-'31  • 

G32, 

Cj, 

Uz 

u». 

"4- 

'’l- 

Ui\ 

^ . 

b-2  , 

b,  , 

b,  , 

0 . 

0 , 

0 

C,  , 

Cj  , 

<•3  - 

Ci  . 

0 , 

0 , 

0 

G,  . 

G3  , 

Ui  . 

0 . 

0 . 

0 

gcschricbeü  werden  kann.  Denn  da  diese  Determinante  aus  jeder 
der  letzten  drei  Horizontal-  und  Verticalreiben  enthält,  so  ist  sie 
vom  ersten  Grade  in  etc.  und  der  Cocfticient  irgend  eines 
Gliedes  U^^  ist 

--  G,  £b^  C-2  Gj  4*  2'fl,  Cj  ü^£b.,c^  Gj  | 

oder 

In  der  eben  geschriebenen  Determiiiaiilc  ist  die  .Matrix  der 
Ilessc’schen  Determinante  mit  den  verticalen  und  horizontalen 
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Elcmentenreihen  der  a,  c,  ü\  b,  c,  U verbunden,  man  kann 
sagen  gesäumt.  Da  wir  solclie  Oeterminaiitcn  noch  oft  benutzen 
werden,  so  scheint  cs  zweckmässig,  eine  Abkürzung  für  sie  ein- 
zufüliren,  und  wir  wollen  durch  solche  das  eben  gewonnene  Re- 
sultat in  der  Form 


F + 


darstellcn. 

329.  In  gleicher  Art  kann  die  Grösse  FC  transformiert  wer- 
den. Sie  ist  das  Product  von 


{m^p^  + -f  »H3P3  -b  m^p^)  {m^q^  -f  m^q.^  + m^q^  +*m4?4) 

und 


[n^p^  + + «3/)3  + n^p^]  {n^q^  + n^q^  -|-  «3^3  + 

Wenn  man  das  erste  dieser  Producte  entwickelt  und  für 
jedes  {p^q2  + P^ld  seinen  aus  der  Gleichung  A)  abgeleiteten 
Werth  einsetzt,  so  ergiebt  sich  wie  vorher,  da.ss  die  Glieder 
sämmtlich  verschwinden,  welche  t enthalten,  so  da^  das  Resultat 
durch  ' 


oder  wie  vorher  durch 


££minj  Uij 


dargeslcllt  ist,  d.  h.  durch  eine  Determinante,  welche  aus  der 
Ilesse'schen  durch  Ilinzufügung  der  nämlichen  hnri/ontaleu  und 
verticalen  Elcmculenreihen  hervorgeht.  Die  Transformation  des 
zweiten  Products  giebt  ein  ganz  analoges  Resultat  und  wir  finden 
so,  dass  die  Gleichung 

(F  -1-  Gf  — 2 FC  [F  Jr  G)  = (S 

oder 


(F  + G)  {(F  -f-  Gf  — 3FC}  = 0 

D’- 3 (:::;  j;)  c:  r;)}= « 


übergeht.  Es  bleibt  übrig,  diesen  symbolischen  Ausdruck  so 
umzuformen,  dass  er  die  c in  einem  dem  Ganzen  gemeinsamen 
Factor  (c,a:,  -f  -+-  03^*3  -f-  enthält.  Wir  werden  dabei 
an  Stelle  der  Aggregate 

(a,.r,  -f  a.3.r,  + 0^X3  -j-  o,Xj),  (i,a-,  -f  . . .),  (Cja^,  -f-  . . .) 
die  Buchstaben  a,  h,  c verwenden. 


I 
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330.  Der  Anblick  der  durch 

/«,  c,  V\ 

\b,  c.  u) 

hezciclineten  Determinante  des  Artikel  328  zeigt,  dass  iiacli  den 
Relationeti 

U^^x^  + 4-  V^^x^  + U^^x^  = [n — 1)  U,,  etc. 

eine  Itediiction  derselben  dadiircb  möglich  ist,  dass  man  die  er- 
sten vier  Iteihen  respective  mit  a-, , x^,  Xy,  mullipliciert  und 
ilie  Summen  der  I'i’oducte  von  den  entsprechenden  mit  (;i  — l) 
mulliplicierten  Elementen  der  letzten  Ueilie  ahzieht;  man  erhält 
dadurch 


Un. 

Ui,. 

Un. 

«1, 

c,«. 

0 

Ü22. 

Un. 

Un. 

c,. 

0 

U,2. 

u„. 

U,i. 

C3, 

0 

Uu, 

Un- 

Ui,. 

Uu. 

"1- 

<^4. 

0 

*1  - 

b-2  . 

b, , 

K . 

0 , 

0 , 

— b 

c,  . 

C3  , 

C4  . 

0 . 

0 , 

— c 

0 , 

o’  , 

0 , 

0 , 

— a. 

— C, 

0 

welches  durch  theilweisc  Entwickelung  giebt 

- („iip  {=’  C)  - " C)  - ‘'(O  + C)i- 

wenn  nämlich  die  Determinante  hezeiihnet,  welche  durch 

Verbindung  der  Matrix  der  Hesse 'sehen  Determinante  mit  einer 
Vertiealreihe  der  a und  einer  Ilorizonlalreihe  der  b entsteht,  etc. 
In  der  nämlichen  Weise  erhalten  wir 


(:; 

c. 

!.) 

(«  — { \nJ 

2.c(; 

:)- 

(:)} 

C: 

c, 

Cf 

= _ .J  , 

(«  — J ,i'^  l \bj 

C)}- 

Zur  V'ereiurachimg  dieser  Ansilrückc  behufs  der  Substitutio- 
nen hei  den  a setzen  wir 

ili  = ebi  — h('i, 

so  dass  also 

d — d^x^  + d-2X.^  f/j.i-j  + d^x^ 

wird,  und  erhalten  dann 
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C)  = '■  C)  - C)  + C)' 
G)='(:)-k:> 

somit  aber 

(b.  c,  U\  1 /<A 

\h,  c.  v)  {)i  — ] )*  \<//  ’ 

= -djyi‘0-"  OY- 

so  (lass  die  am  Kiidt(  des  Arlikel  239  gegebene,  ('•leicimng  der 
Fläche  sieh  in  die  Form  , 


überführt. 

331.  Auf  Grund  dieser  Form  können  wir  zur  Entwickelung 
schreiten  und  für  jedes  Glied  a,<i.ja^,  etc.  derselben  den  ent- 
sprechenden DifTercnliabpiuticnlen  substituieren.  Dann  ist  zuerst 
olTcnbar,  dass 

= M (n  — 1)  («  — 2)  ff  = 0,  o^n,  = («  — 1)  (/>  — 2)  U,,  etc. 
ist,  also 

0 = ^"-2)  (c)- 

Aber  hier  ist  die  letzte  Pelcrminaiite  wie  in  vielen  ähnlichen 
Fällen  ‘dadurch  reducierbar,  dass  man  die  Producte  der  Elemente 
der  vier  ersten  Reihen  mit  x, , .Tj,  Xj,  x^  von  denen  der  fünften 
Reihe  subtrahiert;  so  erhalten  wir 


Q = - (n-2)  IIc. 


Ferner  ist  nach  dem  Arlikel  161  der  „V'orlesungen" 


(:)  = - 
a 

o (")  = - (n_  2)  2;  U. 
\(l/  ffffm» 


-rPT' 

uUmn 


SO  dass  wir  haben 


4 («—2)  H. 
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Kndlich  ist  a Q 


zu  bcrecliiicii. 


Hczeiclincii  nir  mit 


n,„„  (He  durch  Unterdrückung  der  Florizontal  - und  Vcrticalreihe 
des  Elements  U^n  •‘"is  der  II  esse 'sehen  Deterniinantc  entsprin- 
gende Minordeterininaute,  so  erkennt  man  leicht,  dass 


— (n  — 1) 


ist,  wenn  in  der  Summe  die  Zaiden  m,  n,  j>,  q alle  möglichen 
Werthe  von  1 bis  4 einpfangeu.  Aber  nach  dem  Artikel  IH 
der  „Vorlesungen“  ist 


^rHp  ^ nq  H mti^pq 


ZI  dttpq 

dU„„  ‘ 


so  dass  durch  Substitution  dieses  Wertbes  und  in  Erinnerung, 
dass 


ist, 


= 4// 


erhalten  wird.  Indem  man  die  so  gewonnenen  Snbstitulionrn 
vollzieht,  erhält  man 


- 3 («  - 2)  Ilcd 

{”0  - “ 0}  {'■’  (I)  - 0 + Ol 


-03  0 


-I-  4 (w-2)  //c* 


0- 


(«— 2)  /Ird 


0- 


Indem  man  die  liedculnng  der  Symbole  (/, , elc.  beirnclilet. 
siebt  man,  dass  d oder  </,  ,r,  -f-  d.,.r.^  -|-  dj.r^  identisch 

verschwindet;  wenn  man  also  in  die  zu  reduciereude  ('•leiclmng 
die  eben  erhaltenen  Werthe  eiiisclzt,  so  wird  sic  durch  (;*  tludl- 
bar  und  kommt  dadurch  auf  die  Form 


332.  Um  diese  Form  weiter  zu  vereinfachen,  setzen  wir  für 
d seinen  Werlh  ein,  wodurch  .sie  wird 

Saliiioti,  An.nl.  <|.  Itrunin's.  M.  ^ 
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{c>  (;)- 21« 

Diess  ist  aber  genau  die  nämliclie  P'oriii,  welche  im  letzten 
Artikel  rcdiiciert  worden  ist,  mit  dem  einzigen  ünterscliiede,  dass  ' 
b an  Stelle  von  a und  a an  Stelle  von  d steLt.  Wir  können  da- 
her auf  (irund  desselben  Verfahrens  schreiben 

= 4 {c^  + 3 («  -2)  Nc^  (;)  (")  - 3(«  - 2)  ITca  Q'}, 

während  der  noch  übrige  Theil  der  Gleichung 

= 3 (;;)  (!)  (!)  + 4 («-2)  hc^  (^)  - («-2)  nen  (^)} 

wird,  ln  beiden  Ausdrücken  können  endlich  die  letzten  Glieder 
mit  Hilfe  des  Artikels  331  auf 


12  (n- 


■2)-  «’c  (') 


redneiert  werden.  Subtrahieren  wir  dann,  so  erhalten  wir  nacli 
Hivision  durch  c®  allen  das  von  der  Frage  fremden  Facloren  be- 
freite Endresultat  in  der  symbolischen  Form 

0 {4C)-3(:)(:)}=o. 

333.  Es  bleibt  übrig  nachzuw eisen,  wie  dasselbe  in  der  ge- 
wöhnlichen üezeichnungsweisc  dargestellt  werden  kann.  Dazu 
transformieren  wir  es  durch  die  bekannte  Identität  (vergl.  ,, Vor- 
lesungen", Artikel  19) 

»(:::)=(:)  O-O’ 


und  erhalten 


Hier  drückt  nun 


C)  0 C) 


die  früher  iin  Artikel  301 


mit  0 hezeichucte  Covariante  aus;  denn  wenn  //„«  dieselbe  He- 
ileulung  behält  wie  vorher,  so  kann  die  Entwickelung  des  svm- 


Digitized  by  Google 


483 


bolisclien  Ausdrucks  durch 


^HmuiBpqHrt  ^m/ir  ^pqs 


dargeslellt  werden,  wo  jeder  der  Indices  alle  die  Wertlie  von 
1 bis  4 zu  erhalten  hat.  Nun  ist  der  DifTerentialquotienl  von  ff 
in  Bezug  auf  Xr 


so  dass 


^ = £ff„„  ü, 

dXr 


ffin  ^mnr , 


e = £ffr. 


dff  M 

dXr  dx. 


ist,  d.  h.  in  abweichender  Bezeichnung  dasselbe,  was  im  Artikel 
301  durcli  8 bezeichnet  ward. 

Die  Covariante  S ist  daher  auf  die  Form 


8 — 4ffO 

reduciert,  in  welcher 

^ — ^ffmnffpq,r,ümpqU„r$ 


ist,  wenn  wir  mit  ffpq,rs  eine  zweite  Minordeterminante  bezeich- 
nen, die  aus  der  Matrix  der  Hesse 'sehen  Determinante  durch 
Uiiterdrückiiiig  von  zwei  Columnen  hervorgeht. 

In  ihr  ist  8 vom  Grade  (11  n — 24)  und  <1>  vom  Grade 


5 (n  — 2)  + (2n  — 3)  = ln  — 16. 

Für  die  Oberflächen  dritter  Ordnung  reduciert  sich  0 auf 
die  einfachere  Form 


£ffm 


(Pff 

dx„dxn 


wie  vorher  erwähnt  ist. 

Wir  fügen  die  Bemerkung  von  Cayley  hinzu,  dass  die 
Gleichung  der  Fläche  S ganz  in  derselben  Weise  die  Transfer, 
mation  der  im  Artikel  186  gegebenen  allgemeinen  Gleichung  ist, 
welche  für  jeden  Punkt  einer  Regelflächc  erfüllt  ist,  wie  die 
Gleichung  der  II esse 'sehen  Determinantenfläche  als  Transforma- 
tion der  DilTerentialglcichung  der  dcveloppabcln  Flächen 


rt  — s*  = 0 


im  Artikel  194  nachgewiesen  worden  ist. 

334.  Die  Oberfläche  S=  0 berührt  die  Hessc’sche 
Determinantenfläche  ff  — 0 längs  einer  Gurve. 

31=^ 
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Für  den  Sclinitt  inil  H = 0 reducierl  sich  die  Gleicliung 
von  S auf 

0 = 0 

lind  man  liat  zu  zeijien,  dass  diese  Fläclie  die  Fläclie  H = {S 
herülirl. 

Nun  wird  0 gebildel,  indem  man  die  Malrix  der  Hessc’- 
srlieii  neterininante  mit  horizontalen  und  rerticalen  Elcinenten- 
reilien  ans  den  IVilTerenlialen  der  llcsse'sclien  Determinante  er- 
weitert, (1.  li.  0 = 0 ist  dem  symbolischen  Ausdruck 

ä(|uivalent.  Da  nun  nach  einer  inehrracli  benutzten  identisclien 
Gleichung 

= Q0- er 

ist,  für  ein  willkürliches  c,  so  berührt  0 = 0 die  Fläche  H={\ 
längs  ihres  Durchschnitts  mit  der  Fläche 

(f ) = 

welche  von  der  Ordiinng  (7  n — 15)  ist.  Somit  berührt  die  Fläche 
.9  = 0 die  Fläche  //  = 0 und  durch  die  Itei'ühriiiigscurvc  gehen 
unendlich  viele  Flächen  der  Ordnung  (7«  — 15). 

335.  Die  Schnitt{innkle  dieser  Gurve  mit  der  Fläche  U = (i 
sind  liemerkenswerth.  Sic  sind  zuerst  die  Punkte  der  Gurve 
S = 0 , U = 0, 

in  denen  beide  Haupt-  oder  Inllexionstangenten  zusaminenrallen, 
da  diese  Figenscliaft  allen  Schnittpunkten  von  //=(),  f7  = 0 
zukommt. 

Si(^  sind  aber  zugleich  die  einzigen  Punkte,  in  welchen  die 
parabolische  Gurve 

//  = 0,  U = 0 

eine  Gurve  der  llaupttangenten,  d.  b.  eine  Krünnnnngslinie  be- 
rühren kann.  Für  solche  Punkte  sind  nämlich  die  Gleichungen 
XUidXi  = 0,  2.Uikth-iihVk  — 0,  ZkidXi  = 0, 
die  Gleichungen  der  Hanpttangenten,  zugleich  mit 
dH  = -f  H.,dxj  -}-  -f 

zu  erfülb‘11,  so  dass  durch  die  Flimiiialion  der  rf.r  die  Bedingung 
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^11 » 

u^^, 

Uy 

A.i 

Un  . 

U,,. 

11 

^23» 

Ü2V 

//j. 

ü^. 

A, 

1 

^'31  • 

U,,. 

i/3. 

u„ 

*3 

1 

u^^, 

Uy,. 

Vu’ 

= 0 

Hi  . 

H,. 

//(  . 

0 , 

0 , 

0 

Ur  . 

Ui  , 

U3  . 

u,  . 

0 , 

0 . 

0 

*1  . 

Äj  » 

*3  • 

A'4  , 

0 , 

0 , 

0 

sich  crgicl)l,  die  man  mit  Hilfe  von 

(n  — 1)  Ui  — VilX^  + + Unx-i  + U,^,x^ 

rednrieren  kann,  so  dass  sic  «egen  H = {) 

0 = 0 (Ar,a-,  + Aja-j  + A.,.r,  + Ajarj)'* 
liefert.  Die  Sclinittpinikte  von 

H z^O,  t/=0,  0=0 

sind  also  die  eiintigen  Punkte  dieser  Ai’t.  Man  lial  also  den  Salz. : 
Die  (^urve  der  parabolischen  oder  \Vende|Minkte  der 
F 1 ft  e h e b e r ii  h r t d i e f.  n r v e d e r H e r fi  h r n n g s p u n k t e vier- 
p 11  n k t i g e r T a n g c n l e II  n h c r a 1 1 , w o s i e i h r begegnet  und 
zwar  in  2«  (»  — 2)  (11« — 24)  verschiedenen  Punkten; 
nämlich  in  der  ilftlftc  der  Zahl  der  Sehnittpinikte  von 
f/  = 0,  0 = 0,  S — 0. 


Durch  diese  Punkte  lassen  sich  unzählig  viele 


Flächen 


d e r 0 r d n u n g [ln  — 15)  1 e g e u , welche  die 


Ciirve  der  Wendepunkte  noch  in 
4«  (n  — 2)  (7«  — 15)  — 2«  (»  — 2)  (11«— 24)  = 0«  («  — 2)- 
nnd  diu  Curvc  der  vierpiinktigen  nerrihriingeii  noch  in 
« (7«— 15)  (11«  — 24)  — 2«  («  — 2)  (11«  — 24) 

= « (5«  — 11)  (11«  — 24) 

andern  Punkten  schneiden.  In  diesen  I*unktesyslemeu  «ird 
jede  der  beiden  (mrveii  durch  andere  Curven  herfihrl , «eiche 
sie  ausserdem  nicht  mehr  schneideii,  nämlich  die  Fnrve  der 
Wendepunkte  durch  den  Schnitt  von  ü = 0 und  der  überdäche 

3 (« — 2)"’'  Ordnung  ^**^  = 0 und  die  Curvc  der  vicr|Minktigen 
Berührungen  durch  den  Schnitt  von  U = 0 mit  der  Fläche 


(10«  — 22)‘"'  Ordnung 


Daraus  folgt  sodann,  da  jede 
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ehva  in  der  Fläche  P = (J  gelegene  Gerade  zugleich  der  Fläche 
5=0  angehörl  und  mit  der  Fläche  H ■=  ü Punkte  in  der  Zahl 
4 (n  — 2)  gemein  hat,  der  Satz;  Wenn  eine  Fläche  eine  gerade 
Linie  enthält,  so  ist  diese  eine  2 (« — 2)  fache  Tangente 
der  parabolischen  Curve.  (Vergl.  Artikel  26) 

Und  eine  Oberfläche  Ordnung  kann  im  Allge- 
meinen nicht  mehr  als  n(ll«  — 24)  Gerade  enthalten, 
da  die  Zahl  der  licridirungspunkte  mit  der  parabolischen  Curve 
nicht  2«  (n  — 2)  (lln  — 24)  übersteigen  kann. 

Für  die  Fläche  dritter  Ordnung  ist  S von  der  Ordnung  neun, 
die  Curve  der  vierpunktigen  Berührungen  zerlallt  in  Gerade  und 
die  Zahl  derselben  ist  sieben  und  zwanzig.  Sie  berühren  die 
parabolische  Curve  in  2«  (« — 2)  (lln  — 24)  = 54  Punkten,  den 
Asymptolenpunk teil  nach  Steiner's  Benennung  oder  den 
Doppelpunkten  der  in  jener  Geraden  gelegenen  Involutionssjstemc. 
(Artikel  290.) 

336.  Die  Gleichung  der  Fläche,  welche  durch  die  vier- 
punktigeii  oder  Doppelinflexionstangenten  erzeugt  wird, 
erhält  man  durch  die  Elimhiation  von  x\,  x\,  x\  zwischen 

den  Gleichungen 

ü’  = 0,  Jü'  = 0,  = 0,  = 0: 

die  Besultante  ist  nach  der  gewöhnlichen  Hegel  vom  Grade 

n (n  — 2)  (n  — 3)  + 2«(«  — l)(n — 3)  + 3«  («  — !)(«  — 2) 

= 6«’  — 22n*  -f  18«. 

Nun  characterisiert  diess  Ergebniss  oiTenbar  den  Ort  der 
Punkte,  deren  erste,  zweite  und  dritte  Polarflächen  sich  in  der 
Fläche  selbst  durchschneiden  und  enthält  somit  die  F'läche  U 
seihst  sechsfach,  da  für  jeden  Punkt  der  letztem  die  drei  ersten 
Polaren  sich  in  sechs  in  ihr  gelegenen  l'unkten  durchschneiden. 

' Denken  wir  also  die  Eliminationsresultante 
= 

so  ist  M vom  Grade 

2«  (n-3)  (3«— 2). 

Die  betrachtete  Fläche  ist  eine  Regelfläche  und  ihre  Ordnung 
daher  gleich  der  Zahl  von  Erzeugenden , welche  eine  vvillkürlich 
angenommene  t'ierade  durchschneiden.  Man  kann  also  durch 
eine  gegebene  Gerade  im  Allgemeinen  2«  («  — 3)  3«  — 2) 
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gerade  Linien  legen,  welche  eine  gegebene  Fläche 
n'''  Ordnung  vierjuinklig  berühren. 

337.  Wir  können  in  analoger  Weise  das  I’rohlein  B)  von  der 
Aufsuchung  derjenigen  Tangenten  untersuchen,  welche  in 
einem  Punkte  dreipunktig  und  zugleich  in  einem  an- 
dern einfach  herühren. 

Für  den  Berührungspunkt  einer  Inllexionstangeiite  gelten  die 
drei  Gleichungen 

V = 0,  Aü'  = 0,  AT-l]'  = 0: 
und  wenn  dieselbe  die  Fläche  fernerhin  berühren  soll,  so  muss 
ausserdem 

W = 0 

sein,  wenn  W die  Üiscriminante  der  Gleichung  vom  («  — 3)"" 
Grade  in  A : p bezeichnet,  welche  nach  dein  Verschwinden  der 
drei  ersten  Glieder  von  der  Fundamentalgleichung  des  Artikel  11 
und  320  übrig  bleibt.  Für  sind  also 

1"  = (w  + 3)  (n  — 4) . n"  = (n  — 3)  («  — 4) , 
und  da  wie  im  letzten  Artikel 

A=l.  = 1;  l'  = 2,  ft'  = n — 2 

sind,  so  erhalten  wir  den  Grad  von  77 

2 («-3)  (n-4)  + («-2)  (n  -F  3)  («  — 4) 

+ 2 («-D  («  + 3)  (n  — 4)  - 2 (n  -f  3)  (n-4); 
die  Ordnung  der  Fläche,  welche  durch  die  Punkte  B) 
geht,  ist  somit 

= («  — 4)  (3«’  + 5«  — ?4). 

Die  Gleichung  der  Fläche,  welche  durch  die  Linien  b)  erzeugt 
wird,  die  an  der  einen  Stelle  Inlle.xionstangenten  und  überdiess 
an  einer  zweiten  einfache  Tangenten  sind,  wird  gebildet,  indem 
man  die  .t',  , x'^,  x\  zwischen  den  vier  Gleichungen 

ü'  = 0,  AU'  = 0,  = 0,  W 0 

eliminiert;  und  aus  dem,  was  eben  über  den  Grad  der  Veränder- 
lichen in  jeder, dieser  Gleichungen  gesagt  worden  ist,  ergieht  sich 
der  Grad  der  Resultante 

= n (n — 2)  («  — 3)  (n  — 4)  + 2«  (« — 1)  («  — 3)  («  — 4) 

-f-  « (« — 1)  («  — 2)  («  + 3)  (n  — 4) 

= »,  (n  — 4)  (»•■'  + 3«^—  20n  + 18). 

Man  erkennt  aber  xvie  im  letzten  Artikel,  dass  diese  ResnU 
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laiilt;  ilii;  Form  U in  dur  Potenz  2 (n  + 3)  (n  — 4)  als  Factor 
eiillialten  muss,  nnil  erlialt  nach  Aiissclieidiing  dessolhen  die  Ord- 
nung der  Fläche  &) 

= n («  — 3)  (;» — 4)  («'^  -F  6«  — 4). 

338.  Damit  eine  Tangente  im  P n n k t e (x, , ar', . .r'j , .r'^) 
an  einer  a lul e r n S t e 1 1 e e i n c I n f I c x i o n s t a ii g e n t e w c r d c , 
ist  nötliig,  dass 

= 0 

sei  — eine  Gleichung,  fhr  welche  A = 1 , ft  = n — 1 ist  — 
lind  dass  ühenliess  das  System  der  zwei  Redingnngen  erfüllt  sei, 
welchen  genügt  sein  muss,  damit  die  Gleichung  (« — 2)‘™  Grades 
in  4 ; ft,  die  nach  dem  Verschwinden  der  zwei  ersten  Glieder  aus 
der  Fuiidanieiitalgleichung  hervorgeht,  drei  gleiche  Wurzeln  habe. 
Wenn  dann  k',  ft';  k'',  ft"  die  Grade  hezeichnen,  in  welchen  difse 
zwei  Jtedingnngsgleichungen  die  Variahein  enthalten,  so  wird  die 
Ordnung  der  durch  die  Punkte  C)  gehenden  Fläche 

= A'ft"  + + (" — 2)  k'k".  (Vergl.  Artikel  326.) 

Nach  Artikel  319  sind  aber 

k'k”  = («  — 4)  (/I*  -F  « -f  6), 

A'ft"  -F  A"ft'  = (« — 2)  («  — 4)  (n  — 6). 

Die  Ordnung  der  Fläche  C ist  daher 

= (n — 2)  (n— 4)  («'^  -F  2n  -F  12). 

339.  Der  Ort  d e r B e r ü h r n n g s ji  u n k t e d e r dreifach  e n 
Tangenten  wird  in  derselben  Art  nntersncht,  indem  wir  nur 
statt  der  Bedingungen  für  die  Gleichheit  dreier  Whirzeln  in  der 
eben  betrachteten  Gleichung  die  andern  Bedingungen  zu  benutzen 
baben,  untei'  welchen  dieselbe  zwei  ver.scbiedene  Paare  von  glei- 
chen Wurzeln  besitzt.  Es  ist  im  Artikel  319  bewiesen  worden, 
dass  für  dieses  System  von  Bedingungen 

k'k"  = ^ (n  — 4)  («-.'))  («2  -(-  3„  + G), 

A'ft"  -F  A"fi'  = (n  — 2)  («  — 4)  (»  — 5)  (n  -F  .3) 
ist.  Daher  wird  die  Ordnung  der  Fläche,  welche  die  Punkte  Z>) 
bestimmen, 

— (»  — 2}  («  — 4)  («  — 5)  (»■■'  -F  5«  -F  12). 

Fm  die  Gleichung  der  durch  die  dreifachen  Tan- 
genten erzeugten  Regel  fläche  zu  linden,  haben  wir  die 
Grössen  x'^,  .r'.j,  a-'j,  x',  zwischen  den  beiden  gedachten  Be- 
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(liiigun^s^'lvirliiiiigvii  iiiiil  den  Gleicluingen 

V = 0,  = 0 

zu  elimiiiiereii.  Da  die  Ordnung  des  Resultats 

= «;t>"  + «(«  — !)  (A'ft"  + A'y) 
ist  und  dasselbe  den  Factor 

üXT 

enthrdt,  so  dass  von  der  vorigen  Zaid  die  Zald  iil’k"  abzuzieheii 
ist,  um  die  Ordnung  der  Flache  c)  zu  finden,  so  erhalten  wir 
diircli  Substitution  der  oliigen  Werthe  für  A'A",  A'fi"  -j-  und 
«eil 

fi'ji"  = ^(h_2)  («  — 3)  (n  — 4)  {n  — 5) 
ist,  jene  Ordnung  von  c) 

= ri  (ri  — 3)  (n  — 4)  (n  — 5)  (n*  + 3 n — 2) , 

«eiche  Zahl  «old  durch  drei  zu  dividieren  sein  mag.*) 

340.  tls  bleiht  übrig,  eine  andere  tjru|i|>e  von  Drohlemeii 
zu  untersuchen;  man  kann  kurz  sagen,  die  Probleme  von  der 
Reslimmung  der  Anzahl  der  Tangenten  einer  Flä'chc, 
«eiche  vier  Redin gungeu  genügen. 

Wir  zahlen  sie  auf.  .'lau  soll  bestimmen 
die  Zahl  der  Punkte  a der  Fläche,  in  denen  eine 
fünf]) unk tige  Rerührung  möglich  ist; 

die  Zahl  der  Punkte  ß,  in  «eichen  beide  Inflexiuns- 
t äuge  Illen  viei’|i  unk  tige  Tange  ulen  der  Fläche  sind; 

die  Zahl  der  Punkte  y in  der  Ciirve  vier|)iinkliger 
Rerühruiigeii,  deren  Doitiielinflexionstaiigcii  le  zu- 
gleich an  einer  andern  Stelle  eine  einfache  Tangente 
ist; 

die  Zahl  der  Geraden  d,  «eiche  an  zwei  verschie- 
denen Punkten  luflcxioiistangen  len  sind; 

(I i e Z a h I d e r G e r a d e n £ , w eiche  an  einer  Stelle  als 
Inflexionstaiigenten  oder  dreipunklig  und  an  zwei  an- 
dern Stellen  einfach  herühreii; 

die  Zahl  der  Geraden  «eiche  an  vier  verschie- 
denen Stellen  einfacli  berühren. 

*)  .Alle  diese  Ergeliiiisse  sind  in  der  angeführten  Abhandlung 
.jQiiarterly  Journal  of  .M.athem.“,  Vol.  I entwickelt. 
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341.  Zur  Auflösung  dieser  Probleine  bieten  wir  die  folgen- 
den Ergebnisse  und  iielraclituiigen.  Zuerst; 

Es  giebt  in  der  Curve  S = 0,  t/  = 0 Punkte  a,  in  denen 
eine  lünrpiinktige  Berübrung  möglich  ist.  Für  dieselben  müssen 
die  Diirc'lischnittspunkte  von 

~ 0,  — 0 

und  einer  willkürlichen  Ebene  zugleicb  den  Bedingungen 

= 0.  A^ü'  = (I 

genügen.  Die  vorher  verwendete  Methode  der  Elimination  kann 
auch  auf  diess  Problem  angewendet  werden  und  bat  zur  Ausschei- 
dung des  Factors  c®  aus  dem  Hesultal  geführt,*)  während  jedoch 
der  erhaltene  Ausdruck  die  c noch  im  zweiten  Grade  enthfdl. 
Da  derselbe  vom  Grade  (14«  — 30)  in  den  Veränderlichen  ist. 
so  schliesst  man , dass  durch  diese  Ihmkte  — wir  wollen  sie  als 
die  Punkte  a bezeichnen  — unendlich  viele  Flächen  von  der 
Ordnung  (14«  — 30)  gelegt  werden  können  und  dass  die  An- 
zahl solcher  Punkte  a nicht  grösser  sein  kann  als 
« (Um  — 24)  (14 n — 30). 

Es  scheint  nicht  möglich,  dieselben  als  vollständige  Schnilt- 
punktesysteme  dreier  Flächen  darzusteilen. 

Andererseits  ist  offenbar,  dass  eine  solche  Linie  fünfpunkti- 
ger  Berührung  die  Fläche  .S  = 0 berühren  muss,  weil  sowohl 
im  ersten  als  im  zweiten  der  fünf  unendlich  nahe  benachbarten 
IMinktc  eine  Linie  vierpunktiger  Berührung  gezogen  werden  kann. 
Nennen  wir  a die  Zahl  solcher  Punkte,  so  sind  sie  also  solche 
Punkte  der  Gurve 

1/  = 0,  S = 0, 

in  denen  die  Tangente  dieser  Gurve  mit  einer  der  InllexionsUui- 
genlen  von  U = 0 zusammenfällt.  Nach  dem  Beispiel  ])  des 
Artikel  324  liegen  diese  Punkte  also  in  einer  deriviorten  Fläche 
von  der  Ordnung 

{3«  -I-  2 (Um  — 24)  — 8}  = 25«  - 56. 

In  derselben  Fläche  liegen  aber  auch  die  Punkte  j3;  denn 
sie  sind  Doppelpunkte  der  Gurve  f/  = S = 0,  d.  h.  Punkte, 
in  welchen  diese  Flächen  einander  berühren;  in  diesen  l’unkten 
geht  daher  auch  die  Tangentenebene-  von  S = 0 durch  eine 

*)  Vcrgl.  a.  a,  O.  p.  106. 
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Inflexiunslangeiile  von  [/  z=  Q.  Man  erliäll  damit  eine  Gleichung 
« + 1^  = « (11 « — 24)  (25«  - 56). 
in  welcher  1 ein  numerischer  Factor  ist,  der  gleich  2 sein  mag, 
möglicherweise  aber  auch  grösser  sein  kann. 

Zur  Bestimmung  der  Zahl  der  Punkte  ß werden  wir  sogleich 
iibergehen.  Wir  bemerken  nur  noch,  dass  die  Zahlen  der  Punkte 
« und  y beide  in  der  Zahl  der  Üurchschnitts|ninkle  der  Flächen 
U = 0,  S = 0,  T = 0 

enthalten  sein  müssen,  von  denen  die  Letztere  den  Ort  der 
Punkte  B)  (Artikel  337)  bezeichnet.  Und  wenn  wir  die  Punkte 
suchen,  in  denen  die  Tangente  der  Ourrhschnittscurve  der  Flächen 
er  = 0,  T = 0 

eine  Inflexionstaiigeiite  von  5’  ist,  so  enthält  die  Anzahl  derselben 
die  der  Punkte  y,  d,  e und  es  ist  zu  beachten,  dass  die  Punkte 
{ l)op|iel[)unkte,  die  Punkte  d stationäre  Punkte  der  Cnrve 
U = 0,  T = 0 

sind.  Solche  Itelationeu  sind  nicht  hinreichend,  um  die  Zahl 
der  Punkte  zu  bestiininen , die  den  verschiedenen  Problemen  ent- 
sprechen. 

342.  Aber  in  der  That  lässt  sich,  wie  A.  Clebsch  gezeigt 
hat,*)  die  Zahl  ß der  Do|)pelpunkte  der  Curve 
U = 0,  S = 0 

streng  bestimmen  und  damit  fester  Fuss  zur  Lösung  dieser  Pro- 
bleme fassen. 

Auch  diese  Entwickelung  nimmt  ihren  Ausgang  von  dersel- 
ben Fundamentalgleichung  des  .Artikel  11,  die  hier  schon  immer 
benutzt  ward. 

Betrachtet  man  wie  vorher 

Jir  = 0.  = o,  = o 

als  Gleichungen  von  Flächen,  deren  laufende  Coordinalen  die  y 
sind,  so  müssen  diese  zwei  Gerade  mit  einander  gemein  haben, 
d.  h.  die  zwei  Geraden , in  welchen  die  Tangentenebene  die  Polar- 
lläche  zweiten  Grades  schneidet,  müssen  in  der  Polarfläche  drit- 
ten Grades  liegen.  Darnach  muss  man  stets  solche  Functionen 
J und  B vom  ersten  und  zweiten  Grade  in  den  y bestimmen 

*)  A’kL  „Journal  für  Jlathem.“,  Band  LXIII,  p.  14  f. 
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küaiit;n,  ilass  in  Bezug  auf  die  \j  eine  Idcnlilät 
A'^V  = A . A-U  + D . AU 

^lalinndel,  welche  zwanzig  (Gleichungen  verlrill,  die  aus  der  Coef- 
ficieiilenvcrgleichung  hervorgeiien.  Denken  wir  or,,  (3^  als  die  Coef- 
licienten  in  A,  B,  d.  h.  setzen  wir 

A = £uiyi,  B = ^pikViVk, 

so  ist 

1)  3 Uhik  = «f/i  Uik  + «I  Vitl,  + Uk  Ut,i  + ßki  Vk  + ßik  Uk  + ßkh  Ik 
der  lte|)räsenlanl  dieser  Gleichungen,  und  ihre  Verbindung  mit 
{/=  0 muss  zur  Beslinnnung  der  IVagliclien  Doppelpunkte  fuhren. 
Setzt  man 

CI  = «j  a",  + etjic.j  + .... 

ß = + • • •. 

ß,-  — — ßi2^7  ^ • • • » 

so  liefert  die  Multii>lication  von  1)  mit  .r^  und  Snnnnierung  nach 
/c  zimäclist 


3Pk.  = cckUi  + «,(//,  + ceUk.  + ßkUi  + ß.Uk. 


und  wenn  man  nochmals  mit  x,  multipliciert  und  nach  i summiert, 
3Uk  = 2«  Uk  + ßUk, 

welches  fordert 

;t  = 2«  + ß. 


da  nicht  alle  Uk  verschwinden  können.  Für  die  Bezeichnung  he- 
merkeii  wir,  das  stets  für  cp  als  eine  Function  p'®"  Grades  von 
.C|,  ,r,,  a-,,  X, 

1 dq> 

<Pk  = — -7 — 

P d-Vk 

gesetzt  ist. 

Ist  dann  wieder  //  die  aus  den  (7,*  gehililete,  11  esse 'sehe 
Determinante  und  sind  U,vt  ilii'c  L'ntcrdeternnnanten , so  ist 
1 («  -2)  I/k  = (n-2)  Uikk. 

oder 

4//a  = 2’2’U,*6«a; 


durch  Finführung  der  Werthe  1)  also 

12///,  ^ cik££TJikUik  + 2££ociVikUkk 
+ Uk^^Uikßik  + -IZ^UiUikßkk- 
Aber  es  ist  nach  bekannten  Sätzen 


2'2’U,*  Uik  = Ml.  22«, u,*  Ukk  = «A  H. 
2’2’(/,  U,a/3aa  = 2221',„x„U,a /Jaa  = ßkH, 
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daher 

12^/.  = öfTA//  + 2^a//  + 
und  in  Abkürzung 

2)  12 //a  = (6«a  + 2|3a)  //  + 4 . M, 

daraus  aber  durch  Multiplication  mit  .ta  und  Suininierung  nach  h 
12//  = (6a  + 2^)  ff,  d.  h.  6 = 3«  + |3, 
so  dass  nun  a = 3,  ß = — 3 sein  muss  und  in  der  obigen 
(’ileicbung  für  3 t^A.  das  Um  ganz  beransrfillt,  oder 


0 = (OA  + W Ui  + {ci  + ß.)  ü, 
wird.  Diess  zeigt  für  h = i 

«i  = — ßi 

und  2)  giebt 

3 17a  - ff  Ui, 


«A 


ff 


343-  Kübrt  man  die  erhaltenen  Wertbe  in  1)  ein  und  .setzt 

man 

Bßik  — ff  Uik  — 3yÄ, 
so  erhält  man  ^ 

3)  ff  ■ Umu  — ffh  Utk  + ff,  Ul,/,  -f-  ffk  Um  + f/zy.*  + /'i  y*A  + Uk  Ym, 
wo  nur  die  y noch  als  unbestimmte  (’.oel'(icienlen  auftreten.  lind 
die  Combination  der  vorbergehenden  Gleicbungen  liefert 
y.  - //,. 

Mnitipliciert  man  die  Gleichung  3)  mit  ytykUh  und  summiert, 
so  erh.ält  man  als  Zusammenfassung  dieser  Gleicbungen  die  eine 

4)  ff.J^U=-izlH./PU  + :ir.AU. 

Diese  für  die  y identische  Gleichung  muss  auch  dann  noch  bc- 
slelien,  wenn*  man  für  die  y die  Goordiiinten  eines  Punktes  setzt, 
der  auf  z/ü’  = 0 und  auf  der  Verbindungslinie  zweier  beliebiger 
Punkte  a,  b liegt.  Dann  ist 

yi  — 1«.  + 

und  das  Verbältniss  l : fi  geht  ans  der  Gleicbiing 

il'fiiUi  + fl  l'biU,  = 0 

hervor,  so  dass  für  1,  y selbst  die  .Ansdrücke  (n  — 1)“’"  (irades 
2: bi  Ui  II  ml  — ^luiUi 

gesetzt  werden  können.  Setzt  man  dieselben  in  4)  ein,  so  stellt 
diese  Gleiebung  eine  l'läche  der  (8n  — 14)'"'  Ordnung  dar,  welche 
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jene  Doppeljiunkle  enll»äll,  die  wir  suchen.  I)ies.s  giebl  bei  der 
Unbcstiminlbeil  von  a und  b den  Salz:  Durch  die  Doppel- 
punkte der  Curve  vierpunktiger  Derührungen  geben 
unendlich  viele  Flächen  (8«  — 14)*"  Ordnung. 

Beachtet  man  ferner,  dass 

JU  = 0,  = 0.  = 0 

respeclive  die  (»i  — 1)*“,  (« — 2)“*,  (« — 3)*°  Polare  des  Punktes  .r 
in  Bezug  auf  die  Fläche  U = 0 darstellen , während  dff  = 0 
die  letzte  Polare  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  Hesse'sche 
Deterrainantenflächc  ist,  so  gieht  4)  ferner  den  Satz:  Die  Tan- 
gentenebene der  Fläche  in  einem  Doppelpunkte  der 
Curve  V i e r p u n k t i g e r Berührungen  schneidet  die  (n — 3)'*' 
Polare  dieses  Punktes  in  drei  geraden  Linien,  nämlich 
in  den  beiden  llaupttangenten  des  Punktes  und  einer 
Geraden,  die  in  der  letzten  Polare  des  Doppelpunktes 
in  Bezug  auf  die  Hesse'sche  Fläche  liegt. 

344.  Dieser  Salz  ist  in  dem  allgemeineren  enthalten:  Die 
Ebene  der  Punkte,  deren  in  Bezug  auf  die  Hesse’sche 
Fläche  genommene  Polare  durch  einen  gegebenen 
Punkt  der  Fläche  U = 0 geht,  schneidet  die  Schnitt- 
curve  der  diese  m Pu  uk te  en  tsprechenden  Fl ä cli e drit- 
ter Ordnung  J' U = 0 und  der  T a ngente n ebene  von 
= 0 in  diesem  Punkte  in  der  Verbindungslinie  der 
drei  Wendepunkte  der  Schnittcurve  dritter  Ordnung, 
welche  nicht  in  den  Berührungs-  oder  Doppelpunkt 
fallen. 

Da  in  diesem  Satze  nicht  höhere  als  dritte  DilTerentialquo- 
tienten  von  U — 0 benutzt  werden,  so  kann  inan'  die  Fläche 
dritter  Ordnung  = 0 an  Stelle  von  U = 0 betrachten  und 
hat  den  Satz  in  der  für  Flächen  dritter  Ordnung  gültigen  Fa.ssung 
zu  beweisen:  Die  Ebene  der  Punkte,  deren  in  Bezug  auf 
die  Hesse'sche  Fläche  genommene  Polare  durch  einen 
gegebenen  Punkt  der  Fläche  dritter  Ordnung  U = 0 
hindurchgeht,  schneidet  die  Schnittcurve  der  Fläche 
mit  der  Tangentenehcne  des  Punktes  in  der  Verbin- 
dungslinie derjenigen  drei  ihrer  Wendepunkte,  die 
nicht  in  den  Berührungspunkt  fallen. 

Zum  Beweise  denken  wir  unter  m = 0 die  Gleichung  der 
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Tangentenebenc  des  Punklcs  .v,  uiiler  « = o,  ft  = 0 zwei  dureli 
seine  Haupttaiigenleii  gelegte  Ebenen,  unter  c = 0 die  Glcirbung 
einer  durch  die  drei  Wendepunkte  der  Curve  dritter  Ordnung 
;/=(),  »1  = 0 gellenden  Ebene;  dann  muss  für  m = 0 die 
Gleicliung 

U = 0 auf  + ft’  + 6 = 0 

zurückkoinnieii,  d.  b.  es  muss 

ü = 3mF  + a’  + 6’  + ßabc 

identisch  sein,  für  F als  eine  Function  der  zweiten  Ordnung. 
Dann  ist 

Ui  = m,- F + 2m  Fi  -J-  a’o,  + ft’ft,-  + 2abCi  + 2ac&,-  + 2cbai, 
Vik—  miFk  + m*F,-  + rto.a*  + ftft.ft*  + a [biCn  fc*c,) 

+ ft  (c.  n*  -f  r*a,)  + c {aM  + «*  *,)• 

Für  den  Punkt  a-  ist 

rt  = 0,  ft  = 0,  m = 0, 


also  wirklich  Ui  mit  m,-  proportional,  d.  h.  m = 0 die  Tangen* 
tenebene  in  a*;  zugleich  aber  ist 

Uik  = miFk  + m*F.-  4-  c {a,bk  + a/,  bi). 

Setzt  man  daher 


\ / dr  dr  dr  dr\ 

',/  ^ Xdoi  dbk  ddk  dbi) 


+ m,  f'jajftj, 

so  ist  für  den  Punkt  x 

H = c’r’, 
dr  dr  dr ' 

I c I 1- 

dtik  dbi 

345.  Bezeichnet  man  alles  einem  beliebigen  Punkte  “ Ent- 
s]>rcchende  durch  einen  übergesetzten  Horizontalstrich,  so  ist  die 
Gleichung  der  letzten  Polare  von  x in  Bezug  auf  H oder  die 
Gleichung  der  Ebene,  für  deren  Punkte  die  in  Bezug  auf  H ge- 
nommene Polare  durch  x hindurchgeht. 

ALxiHi  = ZZÜikXtik  = 0 

y f j / dr  dr  dr  , fdrdr  dr  dr\ 

\dm,-  dFk  dmk  dFi)  Vda,-  dft*  du*  dbi)  i 
X {m,  F*  + m*F.  + m F,*  -f  üo,«*  + ftft.ft*  -f-  <T  (6,c*  -f-  ft*r,) 
+ 'b[c  itik  + Ckdi)  + c [oibk  + Okb,]} 
oder  durch  Ausführung  der  Summen  einfacher 
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0 


= er  2: r,  + cm  r,*  + m 2J E r,* 

dfi  am,  aV/c 

+ r^iZci  ^ + rhEc,  + er*. 

(J(if  dOi 

Da  aller  ilie  Determinante 


</r 

(/a, 


dr 

Mt 


I 


m^, 

">2  , 

»14, 

m 

1 

f's- 

^4. 

r,x, 

+ ^'2^2  + 

9) 

o,  , 

Oj  , 

«;t  - 

«4  - 

a 

h . 

h, . 

1 

1 

j 

«■i  > 

t 

«3  - 

c,  . 

c 

~cr  — 

m Ecj 

dr 

dmi 

' ^ f iXi 

dr 

dVk 

— 0 Eci  — 
da,- 

identisch  verseliwindcl,  so  gehl  die  vorige  Gleichung  in  die  fol- 
gende über 


6)  0 = 2 er*  + Mm  -f  r \ r E F, 


dr 

~dVi 


— E ViXiEck  — 


j/r 

dVki' 


in  welclier  der  Ausilruck  der  Function  M gleichgültig  ist.  Durcli 
Aullösung  der  Gleichungen 


m = 0,  V = 0,  0 = 0,  ö = 0 

tindel  man 


und  dieser  Ausdruck  verschwindet,  wie  inan  erkennt,  wenn  man 
in  ,'j)  die  x an  Stelle  der  x set/t.  In  G)  hieihen  somit  nur  die 
mit  e und  m inulti|ilicierleii  Glieder  übrig,  die  fragliche  Ebene 
gehl  also  durch  die  Vei’hindungslinie  der  in  Kode  sleheiulen  drei 
Wende|iunkle 

c = 0,  öi  = I). 

Auch  wird  der  Deweis  nicht  aufgeliohen,  wenn  die  Schuitt- 
curve  nicht  eine  Gleichung  der  Form 

o*  -f-  -F  Goöc  = 0 

annelimen  kann,  d.  i.  erstens,  wenn  sie  in  einen  Kegelschnitt 
und  eine  Gerade  zerffillt  oder  für 

"F  Goöc  = 0, 
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mul  zweiUms,  wonii  x seihst  der  pnrnbnlisclien  <i(ler  Wendenirve 
angehörl  und  seine  BerCilirungsebene  also  in  einer  Ciirve  mit 
Rückkeiirpunkt  sclmeidef,  oder  für 

a*  -|-  :ifrc  = 0 

als  Gleicluing  der  (lurve.  Pie  Ansrliaunng  dieser  ('ileirliungen 
zeigt  die  Waiiriieit  der  beiden  besonderen  .Sfitzc;:  Legt  man 
tiurch  eine  der  27  (Geraden  einer  Fläciie  dritter  Ord- 
nung e i iic  Kbe  n e,  die  (ia  n II  noc  li  in  einem  K egeisc  b n i I te 
seb  neidet,  so  stehen  die  iieiden  Seiinittpunkte  des- 
selben mit  der  Cieraden  und  die  Tangenten  desselben 
in  ihnen  in  so  leb  er  Wcebsclbezieliung,  dass  die  in 
Bezug  auf  die  llesse’sr.lio  Fläche  genoniniene  l’olare 
jedes  Punktes  der  einen  Tangente  durch  den  andern 
Schnittpunkt  h i n d n r c h g e h t. 

Zerfällt  der  Kegelschnitt  in  ein  lanienpaar,  so  erhält  man 
den  Satz  des  vorigen  Artikels,  «eil  die  nach  dem  \Vende|iunkte 
gehende  Gerade  jetzt  unbestimmt  wird. 

L’nd  legt  man  in  einem  Punkte  der  |iarabolisrhen 
r, nrvc  einer  Fläche  dritter  Ordnung  an  diese  eine 
Tangentenebene,  so  schneidet  diese  in  einer  (iurve 
mit  Bückkehrpnnkt,  die  ausser  d ie  sein  n u r noch  einen 
einzigen  Wendepunkt  besitzt.  Pie  Punkte  der  V'er- 
bindungslinie  dieser  beiden  Punkte  haben  die  Kigen- 
schaft,  dass  ihi'c  Polaren  in  Bezug  auf  die  Ilessc’sche 
Fläche  durch  den  Rückkehrpunkt  gehen,  oder  dass 
die  Ta  ngcnteiicbcne  des  Rück  kchr|i  unk  les  für  die 
II  esse’ sc  he  Fläche  und  die  Tangente  der  Fläche  U 
selbst  sich  in  dieser  Geraden  schneiden. 

Biese  Sätze  übertragen  sich  auf  die  Flächen  Ordnung, 
wenn  man  statt  der  Schnitlcnrve  der  Tangentenebene  JV  = 0 
mit  U =,  t)  iliren  Schnitt  mit  = 0 setzt;  ob  man  die 

Ilesse'sche  Fläciie  für  U = (}  oder  für  d'U  = 0 anwendet, 
bleibt  im  Resultat  gleichgültig. 

34G.  Mit  Hilfe  dieser  Sätze  gelangt  man  zur  geonietrischen 
Interpretation  des  Gurvensystenis,  in  welchem  die  im  Artikid  34,3 
bestimmten  Flächen  (8«  — 14)''''  Ordnung  die  Fläche  U = 0 
durchschneiden. 

Penken  wir  uns  in  jedem  Punkte  x der  Fläche  U = 0 die 
entsprechende  Fläciie  A'U  — 0 constrniert,  de.ren  Pmikle  die 

Salmon,  Anal.  (ioom.  il.  lUuntcs.  M,  ‘^2 
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Eigonscliaft  Imsitzfii , dass  ihre  dritte  I'olare  durch  ar  gniit.  Die 
Taugenlenehene  von  x an  U — 0 fällt  mit  der  an  = 0 
/nsaininen  und  schneidet  letztere  Fläche  in  einer  Ciirve  mit  Dop- 
pelpiinkt.  Denken  wir  dann  die  noch  ührigen  Wendepunkte  die- 
ser Cnrve  mit  x verhunden,  so  definiert  die  nedingung,  dass 
eine  dieser  Geraden  eine  bestiniint  gegebene  Gerade  trelTc,  den 
Punkt  X als  der  Giirvc  angehnrig,  welche  eine  der  Flächen 
(Sn  — 14)'"'^  Ordnung  mit  ü = 0 bestimmt. 

Denn  ist  ab  diese  Gerade,  so  muss  dann  der  Wendepunkt 
1/  Goordinaten  von  der  Form  A«,  -F  ui,-  + px,-  haben , wenn 
Ao,  + fii,  die  Goordinaten  des  Punktes  sind,  in  dem  die  von  x 
nach  y gezogene  Geraile  die  Linie  ah  schneidet.  Der  Wende- 
punkt soll  auf 

Jll  = 0,  = 0,  = 0 

liegen  oder  man  hat,  hei  Angabe  der  in  den  Operationen  J ein- 
geführten  Increniente, 

z/,  (Jl)  = {Jf)  + p/f  = 0, 

{U)  = (U)  = 0, 

(U)  + 3p^W,.*>*  = 0. 

d.  Ii.  nach  Fliinination  von  p 

ri)  f (^)  “ II’ 

{fJ)  - (//)  . [U)  = 0. 

Hier  bestimmen  sieh  aus  der  ersten  Gleichung  A und  fi  ganz 
wie  im  Artikel  343  und  ihre  Substitution  in  die  zweite  giebt  die 
Gleichung  derselben  Fläche  (8n  — 14)*"  Ordnung,  die  oben  be- 
nntzl  ward. 

Die  geometrische  Defiintion  zeigt  auch,  dass  alle  Flächen 
dieser  Art  durch  die  Doppelpunkte  der  Gnrve  vierpunktiger  De- 
rfdirung  gehen.  Die  Kbene  JU=  (I  schneidet  die  Fläche  z/-’f/=0 
für  solche  Punkte  in  drei  Geraden;  der  Schnittpunkt  von  zweien 
unter  ihnen  ist  der  Doppelpunkt  und  jede  von  ihm  nach  der 
dritten  gezogene  Gerade  ist  als  nach  einem  Wendepunkte  gezogen 
zu  betrachten;  also  giebt  es  stets  eine  solche  Gerade,  die  ah 
schneidet,  wie  aiuh  diese  Gerade  gelegen  sei. 

So  hat  das  Gnrvensystcni  der  Fläche  U = 0,  welches  ans 
den  Flächen  (Sn  — 14)'"  Ordnung  entspringt,  eine  Anzahl  Schnitt- 
punkte gemein  mit  der  Gnrve  vierpunktiger  Berfihrungen  U = 0, 
8 = 0.  Ihiter  ihnen  sind  die  ß Doppelpunkte,  welche  wir  suchen 
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und  fibt-rdiess  oine  Aiizald  o anderer  Sehnillpunkle,  wolche  näher 
zu  cliaraclcrisicren  sein  «erden,  und  inan  hat 

2/3  + ff  = «(8«— 14)  (11  « — 24). 

347.  Das  Dedenken,  oh  nichl  vielleicht  die  Doppelpunkte  ß 
auch  für  die  Ciirve  des  .Systems  Doppelpunkte  .seien,  erledigt  sich, 
«enn  man  die  Doppelpunkte  dieser  Letzteren  seihst  characterisiert. 
Sie  können  ofTenhar  nur  entstehen,  «enn  von  einem  Punkte  der 
Fläche  mehrere  (lerade  nach  der  Linie  ab  gezogen  «erden  können, 
die  durch  Wende|)nnkte  des  Schnittes  von  AU  = 0,  A'^U  =0 
liindurchgelien. 

Diess  ist  möglich  in  den  Schnittpunkten  der  Geraden  ab  mit 
U = 0,  z.«eitens  dann,  «enn  ah  in  der  Tangeiitcnehene  von  x 
liegt;  drittens,  «enn  mehr  als  ein  \Vende|)unkt  der  Cnrve 
AU  = 0.  A^U  = 0 

mit  X in  einer  Geraden  liegt,  d.  h.  «enn  x entweder  ein  Itnck- 
kehrpunkt  oder  ein  Punkt  von  7/  = 0 ist,  oder  «enn  die  Ge- 
rade ab  von  einer  vierinmktig  herührenden  Tangente  geschnitten 
wird  und  damit  die  Gurve  dritter  Ordiinug  in  eine  Gerade  und 
einen  Kegelsclinill  zerfällt.  Zn  keiner  dieser  Ahtheilungeii  ge- 
liören  die  Punkte  ß,  d.  h.  sie  sind  einfache  Punkte  der  Fläche 
(8«  — 14)‘"  Ordnung. 

Für  die  ührigen  Schnittpunkte  dieser  Fläche  mit  der  Cnrve 
vierpunktiger  Derührnng  muss  eine  der  Geraden  durch  ab  gehen, 
welche  nach  einem  entsprechenden  Wendepunkte  gezogen  wird. 
Die  entsprechende  vierpunklig  herühreude  Gerade  muss  daher  der 
Cnrve  dritter  Ordnung  ganz  angehören,  d.  h.  die.se  muss  in 
eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfallen,  und  da  für  eine 
solche  Cnrve  alle  Wendepuidcte  in  der  Geraden  liegen,  so  muss 
diese  seihst  die  Gerade  ab  schneiden;  man  erhält  also  die  Zahl 
dieser  Schnitt|)unkte  ff,  indem  man  die  Zahl  der  vier|iunktig  he- 
rührenden Tangenten  hcstimml,  welche  eine  gegehene  Gerade 
ab  schneiden.  Diese  ist  im  Artikel  336  hestimint  worden  und 
führt  zu  der  Itelation 

2ß  + 2«  (»  — 3)  (3«  -2)  = « (8«— 14)  (11«— 24). 

Man  hat  nur  noch  zu  zeigen,  dass  die  letzthesprochenen 
Berülinmgspnnkle  nicht  zu  den  vielfachen  Punkten  der  Curve 
« (8»  — 1 1)'’''’  Ordnung  gehören.  Die  F.limination  von  1 und  p 
aus  den  Gleichungen  6”)  gieht  die  Gleichung  der  Fläche  (8« — 14)^'''’ 

32* 
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Onlminy:  In  i1i*r  lUirdi  die  Ahkni/iin^' 

U„a„,  Ua,  de.  für  A„U,  etc. 

vereinracliten  l’orni 

//  [U„„„  V,?  ~ 3 ?/„„i  U,?  ü„  + 3 Um  V,,  V„^  — 2 Um 
— 3 (//a  Uu  - H,  V„)  U,?  - 2 f/„<,  U„  U„  + Uu  U„^)  = 0. 

^elllllell  wir  an,  der  Sclinill|»imkl  der  vierpnnkli"  lierfdireii- 
den  (leradiMi  mit  ab  falle  in  «,  so  ist 

ü„  = 0,  V„„  = 0.  Vaa«  = 0 

imd  die  Tangentcnebene  der  i'läclie  iin  I’unkle  a-  hat  die  Gleiclinng 
()=//{  [n  — 3)  V,  — 3 (n  — 1)  U„„,,  ^U.) 

— 3 n„  { {«  — 2)  u,,  J ru  _ 2 (n  — 1 ) u„,,  A U„ } . 
welche  weder  iinhi'sliinnil  wiril,  noch  in  ih'r  Nähe  von  ar  mit  dem 
Kleinenle  der  Ciirve  viei|innkliger  Herfdirinig  znsamnienfälll. 

Daher  gilt  die  uhige  Ilelation  mul  man  limlel 
ß = „ {(4«  — 7)  (lln  — 24)  — 3 (n  — 2)  («  — 3)} 

= n (41  — 102«  + 102). 

Kür  /I  = 3 wird  o = 0 und  die  Fläche  (8» — 14)"'''.  hier 
zehnter  Drdnimg  schneidet  die  sielurn  und  zwanzig  ('icraden  der 
Fläche,  die  (äirve  ihrei'  vier|iimkligen  Dei'fihrungen  in  ijeii 
.3  . . f)  = 135  Sclmitlpimkten,  die  sie  mit  einander  hestimnien. 

Von  singulären  Tangcntenchcnen  der  Flächen. 

34S.  Man  kann  eine  analoge  llnlersnclnmgsmelhode  auf  die 
verschiedenen  Fälle  der  hernhrenden  F.henen  anwenden. 

.lede  Fhene.  welche  eine  Fläche  heridirt,  schneidet  sie  in 
einer  l'.urve,  die  einen  Doppelpunkt  besitzt;  und  da  die  Gleichung 
dner  Fhene  drei  Constanten  enthält,  so  kann  eine  hestimnite  Zahl 
von  Tangentenebenen  gefunden  werden,  welche  zwei  weiteren 
Dedingnngen  entsprechen. 

Wenn  aber  mir  eine  solche  andere  liedingnng  gegeben  ist, 
so  nmhnllen  die  Tangentenehenen,  welche  ihr  genügen,  eine  ab- 
wickelbai’c  Fläche  und  ihre  Iterühruiigspimkte  bestimmen  in  der 
Fläche  selbst  eine  Cnrve. 

Daraus  entspringen  die  beiden  Aufgaben:  Die  Restimmniig 
der  Zahl  der  Anflösnngen,  welche  drei  Dedingnngen 
entsprechen. 
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lind  diu  Kesliniiiiiiii}^  der  NhIiit  dci'  (iiirvcMi  und 
b e » ic  kc  hing  :>fläcli  eil , weh-lie  iiiis  zVci  lh;dingiiiigi'ii 
Anls|iringen,  sofern  ininier  die  eine  derselben  die  der 
Ilerülirnng  ist. 

Von  den  .Vufgaben  der  letzteren  Klasse  werden  wir  mir  zwei 
nSlier  iinlersnclien,  nämlich  die  Frage  nach  den  E heuen,  deren 
Schniltcurvc  mit  der  Fläche  eine  Spitze  hesilzt  und 
die  Frage  nach  den  Ehe  neu,  welche  die  l'’läche  in  einer 
r.  iirve  mit  zwei  Doppelpunkten  diirc  lisch  neiden. 

Andere  Fälle  sind  in  dem  vorigen  Ah.schnilt  gelegonilich  zur 
Sprache  gekommen,  z.  B.  die  Frage  nach  den  Flhenen,  welche 
die  Fläche  so  hcriilircn,  dass  die  eine  Tangente  des 
Doppelpunktes  eine  F.inie  vi er p n nk  ( i ger  Berühr  nng 
ist.  Die  IJntersnclinng  der  Doppelpunkte  der  (3urve  vierpnnktiger 
Berüiirnng  ist  leicht  denselhen  Eesiclits|Minkten  iinlorznordnen. 

349.  Sind  *'3.  a-'V  a", , x".^,  x”.^,  x'\;  .i-j,  .r.^,  x^,  ,t, 

die  Coordinaten  von  drei  ['linkten,  so  sind  die  C.oordinatcn  eines 
heliehigen  Punktes  der  durch  sic  bestimmten  Ebene 


Aa-',  fix",  + i'x, , Aa-'j  + + VXj, 

Ax'3  + fix"j  -\-  vXy,  Ax',  -f  fix",  + i'x,, 

lind  wenn  wir  die.«c  Werthe  für  die  laiifenden  Eoordinaten  in  die 
Dleichnng  einer  Fläche  suhstilnieren,  so  erhalten  wir  diejenige 
Bclation,  welclie  für  alle  Punkte  des  Schnittes  jener  Ebene  mit 
dieser  Fläclie  erfüllt  sein  muss. 

Sei  [f/]  = 0 das  Resultat  der  Snbstilntion ; man  kann  es 
in  der  Form 

A-ü'  + A'-'fiz/^^  U'+k-^vJU'  + ^ f/'  +etc. 

= 0 


darstellen,  wenn 


sind. 


= ^ 1 - + 

flx^ 

d II  II 

X,  -r-r  + X,  — , + X,  — 7- 

dx  , ^ dx  2 ^ dx ., 


dx2 

d 


d 


'k 


Die  betrachtete  Ebene  wird  die  Fläche  hernhren,  wenn  die 
Discriininanle  dieser  rih-ichnng  in  A,  fi,  e verschwindet.  Wenn 
wir  zwei  der  drei  Punkte  als  fest  und  den  dritten  als  veränder- 
lich betrachten,  so  repräsentiert  diese  Discriminantc  alle  die 
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Tiiiigfiili’iiflifncii  dfi-  Fliirlie,  «ck-lii;  iliirch  ili»;  gerüde  Vt-rbiii- 
diiii{;sliid»>  jener  lieideii  1‘iinkle  {{elefjl  weiden  können. 

Wir  wollen  den  l'nnkl  (x, , x'^,  a-',,  a'^)  :ds  in  der  Fläche 
.-ielle^l  lind  den  l'nnkl  {x'^,  x".,,  x"^,  x'\)  als  in  der  cnl.s|ireehen- 
den  Tani^eiitenebeiie  derselben  gelegen  voransselzen,  so  dass 

ü'  = 0.  V = 0 

isl  lind  die  llisrriininanle  diirrli  das  Qiiadral  von  .dU'  Ibeilbar 
wird,  weil  von  den  diireli  eine  Tangente  der  Fliiebe  gebenden 
Tangenlenebenen  derselben  zwei  inil  der  ibreni  Herrilirniigs|iiinkt 
enl>|irecliendcii  Tangeiileiiebene  selbst  /.nsainnienralleii. 

Wenn  die  Tangenlenebeiie  in  (a', , x\,  x\,  a',)  aber  eine 
|lo|i|iel(angeiitenebeiie  isl,  so  nniss  die  belraelilete  Disrriniinanle. 
anstatt  wie  sonst  das  Ouadral  des  Ausdrucks  der  Tangenlenebeiie 
vielinelir  den  (inbns  derselben  als  Factor  entlialteii.  lim  die  Ue- 
dingnng  zu  nnlersnclien , unter  welcber  die.ss  der  Fall  sein  wird, 
scbreiben  wir  abkürzend  die  (ileicbung  [l/j  = 0,  in  welcher  wir 
die  Coeriicienlen  von  A”,  als  verachwnnden  denken,  wie 

folgt 

Tk"-^v  + ~ + 2 7?fjv  + Cv2)  + etc.  = 0; 

dann  re|iräsenlierl  T = 0 die  Tangenteiiehenc  der  Fläche  in 
dem  betrachteten  l'nnkle,  C = 0 die  quadratische  I'olarlläche 
desselben  l'unktes  und  A~{)  die  llediiigung,  unter  welcher  der 
l’unkl  (a", , a"j,  x'\,  a",)  in  derselben  liegt. 

llaiin  isl  die  Itiscriniinante  von  [ü]  = 0 von  der  F'orni 

T''-A  (ir‘  — ./C)*  0 + TM  ) = 0 , 

wo  '/>  den  Werlh  der  Itiscriininanle  für  das  Verschwinden  von 
T mit  V und  bezeichnet.  Damit  also  die  Discriniinantc 

durch  Iheilbar  sei,  muss  einer  der  Faclorcn  von  7^  ver- 
schwinden oder  selbst  T als  F’aclor  enthalten. 

350.  Wir  nehnien  zuerst  an,  dass  der  F’aetor  A gleich  Null  sei. 
Dicss  s|iricbl  ans,  dass  derl’nnkt  (a",,  x'\,  x’\,  a",)  in  der 
(|uadratischen  I'olarlläche  von  (a', , x\,  x\,  x',)  gelegen  sei, 
oder  da  er  auch  in  der  Tangenlenebene  enthalten  ist,  dass  er 
in  einer  der  I n f 1 e x i o n s t a n g e n l e n der  Fläche  in 
(a',,  .a'j,  .-r'j,  a',)  liege. 

Wir  wi.ssen,  dass  von  den  Tangenlenebenen,  welche  durch 
eine  einfache  Tangente  an  eine  Fläche  />'"  Klasse  gelegt  werden 
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küiiiieii,  zwei  iiiil  dei'  Tiiiigeiilfiielu-iie  ihre»  Heruliningspuiikle.s 
ziisaniiueiiralleii,  so  das»  ausser  dieser  noeli  {/<  — 2)  ander«  s(dclie 
Taitijetilenelieneii  existieren , und  leinen  hier,  dass  von  den  diiiTh 
eine  Inflexionslangenle  gidiendeii  Tangenlenelienen  drei  init  der 
Tangenlcnehene  des  Herührungs|iunktes.  znsainnienrallen  und  nur 
(p  — 3)  ausser  ihr  existieren. 

^eInneu  wir  an,  dass  .r"j,  .r"^,  .r",)  niehl  in  einer 

Inllexionslangenle  gelegen  sei,  so  versrliwindel  der  Farlor  ./  iiii  hl 
lind  wir  können  diesen  Factor,  als  der  gegciiwürligen  Itiscussion 
rreiiid,  iinherncksirhtigt  lassen. 

Hann  können  wir  gleichzeitig  die  Hedingnngen  untersurhen, 
unter  welchen  T ein  Factor  in 

— AC  oder  in 

sein  kann.  Heiden  Ffdien  entspricht  nämlich  Tolgendes  1‘rohleui: 
Selzen  wir  voraus,  dass  eine  Function  V gegehen  sei,  deren 
respcctive  (jrade  in  den  [x\,  x\,  x\,  x in  [x'\,  x'^,  x'\,  x'\) 
lind  in  (a-, , a%,  Xj,  a-,)  durch  p,  v hezeichnet  sind,  und  dass 
dieselbe  eine  Fläche  hestiinnie,  welche  die  Verbindungslinie  der 
beiden  ersten  Punkte  zu  einer  vielfachen  Linie  der  Ordnung 
hat,  Oller  in  andern  Worten,  dass  sic  ein  Ebcncnhüschel  sei, 
welche  diese  Linie  zur  Scheiteikante  hat;  so  ist  die  Hedingiing 
zu  linden,  unter  welcher  eine  dieser  Ebenen  mit  der  Tangcnleii- 
ebciie  T zusammenfällt,  für  die  die  entsprechenden  Orade 
(n—  1,  0,  1) 

sind. 

Wenn  diess  der  Fall  ist,  so  muss  eine  beliebige  Cierade  mit 
T auch  V diirchschnciden  und  wenn  man  zwischen  ihren  Gleich- 
ungen 

fljX,  -|-  «J-To  + 03a’3  -F  (l^x^  = 0, 

<i’,a’|  -F  o'jXj  "F  «^3^:3  + « H 

und  den  Gleichungen 

7=0,  F = 0 

eliminiert,  so  muss  deshalh  die  Hesultante  II  ideiilisch  verschwinden. 
Dieselhe  ist  in  den  Grössen  («,,  «3,  03,  «J,  (o',  , a'.^,  o'j,  a\)  und 

(x"| , x'\,  x".^,  .r",)  vom  Grade  p und  in  den  (.r',  , x\,  a/3,  x',) 

vom  Grade  (« — IL-F 

Wenn  aber  die  willkürlich  angenommene  Gerade  die  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  [x\,  x\,  x'.,,  x\),  {x'\,  x'\,  x'\,  .r",) 
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iliii'C'hscliiK'iilet,  so  vorsHiwiiitlol  die  Itesiill.'iiile  R aiir.li  oliiie  dass 
T ein  Kiiclor  in  V «äre;  da  nun  die  Dcdingnng  M ~ 0,  uiiler 
welcher  diese  fieraden  sieh  schneiden,  in  den  helraciiteleii  Grössen 
gleiclnnässig  vom  ersten  Grade  ist,  so  erkennen  wir,  dass  die 
Form  von  R durch  M>‘ R'-  darztislellen  ist,  wo  R'  eine  Funciion 
von  (x'i , ar'j,  .r'i)  allein  und  vom  Grade  («  — 2)  + ^}  isG 
351.  Indem  wir  diess  auf  den  von  uns  betrachteten  Fall  an- 
wemien,  ergiehtsich,  weil  die  lliscriminante  von  [F]  ein  Ebenen- 
büschel von  der  Scheitelkante  (a-',,  x\,  x\,  a:',)  (.r",,  x'\,  x’\,  x",) 
darstellt,  dass  auch  (i?^  — AC)  und  cP  gleichmässig  Ebenen  re- 
präsentieren, welche  durch  diese  Linie  gellen. 

Nun  ist  die  erstcre  Grösse  von  den  resjiectiven  Graden 
2 (n— 2),  2.  2, 
während  von  den  Graden 

(«  — 2)  (n*  — 6) , («^  — 2 -b  n — G) , («’’  — 2 -f-  " — G) 

ist,  wie  sich  ergiebt,  indem  man  die  Summe  der  Graile  von  T*, 
A und  {R-  — AC)  von  den  Graden  der  Hiscrimiuante  von  [t'], 
d.  h.  von  n {n  — 1)-  für  alle  Verändcrliclien , subtrahiert. 

nanu  ergiebt  sicli  ans  dem  letzten  Artikel,  dass  die  Hedin- 

gi'i'g 

//  = 0 


— denn  sie  ist  nichts  .Anderes  als  die  llesse’sclie  nelerniinante. 

— unter  welcher  T ein  Factor  in  [B'^  — AC)  ist,  vom  Grade. 
■1  (n  — 2),  und  die  Gedingnng 

f = 0, 

unter  welcher  T ein  Factor  in  (P  ist,  vom  Grade 

(„_2)  («»  — «2  -f  ;i  — 12) 

sein  muss. 

ln  allen  Punkten  der  Cnrve 


U ^ i),  //  = (I 

ist  also  d i e T a n g e n t e n e 1)  c n e a 1 s e i n c l)  0 p p c 1 1 a 11  g e II  i e 11  - 

ebene  zu  zählen;  in  der  That,  die  Tangentenebene  in  jedem 
Punkte  des  Durchschnitts  der  Fläclie  bestimmt  mit  ihrer  llesse'- 
schen  Deturniinanlenfläche  eine  Schiiiticurve  mit  Ilückkclir-  oder 
Guspidaipnnkt  und  ist  als  doppelt  zu  betrlichten  (Artikel  8). 

Die  Cnrve 

V = (I,  /i  = (I 
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ist  dagegen  der  (Irl  der  Berühriiiigs|iiiiik(e  \oii  K he- 
uen, «elelie  die  Kläclie  in  zwei  verschiedenen  Punk- 
len  herüliren.  Die  SchniUcnrve  einer  solrhcn  Tangcnlenebene 
der  Fläclie  besitzt  zwei  Doppelpunkte  oder  isolierte  Punkte.  Liegt 
der  eine  derselben  in  der  parabolischen  (iurve  der  Fläche,  so  ist 
er  ein  Rückkehrpunkt  und  die  Ucrfdirung  ist  an  dein  einen 
l'unkle  slation.är.  Sie  isl  es  an  beiden  Punkten,  wenn  beide  der 
parabolischen  Curve  augehören.  Fallen  endlich  beide  Doppelpunkte 
in  einen  zusammen,  d.  h.  berühren  sich  zwei  Zweige  der  Curve 
in  diesem  Punkte,  so  dass  die  genieinschaftliche  Tangente  eine 
vicrpunklig  berührende  ist,  so  ist  die  Tangentenehene  stationär 
in  zwei  auf  einander  hdgenden  Punkten  der  parabolischen  Curve. 

Die  Tangcntenehenen  der  letzten  .\rtcn  begründen  den  Heber- 
gang  zu  den  dreifacheii , die  iler  vorletzten  Art  speciell  sind  eine 
besondere  Art  von  vieiTachen  Tangentenehenen.*) 

.352.  Betrachten  wir  zunächst  die  Bcihe  der  Tangentenche- 
nen,  welche  die  Fläche  längs  der  Curve 
V = 0,  //  = 0 

berühren.  (Vergl.  Artikel  278  und  seine  Anmerkung.)  Sie  bil- 
den eine  abwickelbare  Fläche  von  der  Ordnung 
Q = 2>i  {n  — 2)  (3 « — 4) 

nach  dem  3.  Beispiele  des  Artikel  324.  Die  Klasse  derselben 
oder  die  Zahl  von  Ebenen  des  Systems,  welche  durch  einen  will- 
kürlich angenonimenen  Punkt  gehen,  ist 

1/  = 4;i  {«  — 1)  (fl  — 2): 

denn  die  Berührnngspunkte  sind  offenbar  die  Durchschnittspunkte 
der  Curve  ü = 0,  //  = 0 iiiit  der  ersten  Polariläche  des  be- 
trachteten Punktes. 

Wir  können  auch  die  Zahl  der  stationären  Tangentenehenen 
des  Systems  bestimmen.  . Ist  die  Clcichung  der  Fläche  U unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Ebene  r = 0 sie  in  einem  Punkte 
der  Curve  17  = 0,  H = 0 berühre,  durch 
z + tß  -p  iij.  + etc.  " 0 

dargestellt,  so  kann  man  leicht  zeigen,  dass  die  Richtung  der 
Tangente  der  (iurve  1/  = 0,  ZT  = (1  durch 

*)  Vergl.  die  Darstellung  von  E.  de  .lonquiercs  in  „Xouv.  An- 
nales  de  Mathdm.“,  t.  XXIII,  p.  5 f. 
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besliiMiiil  isl.  Nmi  !<iii(l  die  Tuiigenlenelteiien  von  U in  znei  in 
der  liieliUing  der  Iiillexioiislangente  y = {)  aiil'  (diiaiider  folgen- 
den l’nnlilen  idenlisrii.  Wenn  daher  kein  Glied  a;''  enthält, 
d.'  h.  wenn  die  Inilexionstangentc  die  Fläche  in  vier  auf  einander 
fidgendeu  Fnnkten  schneidet,  so  ist  die  Itiditung  der  Tangente 
der  Ciirve  U = 0,  //  = 0 dieselbe  wie  die  der  Inllcxionstaii- 
geilte  und  die  Tangenteiiehenen  in  zwei  auf  einander  folgenden 
Punkten  der  Gnrve  U — i),  7/  = ()  sind  identisch.  Die  Zahl 
der  stationären  Tangenlenebenen  ist  daher  gleich  der  Zahl  der 
lliirchschnilts|)unkle  der  Gnrve  U ==  (),  H z=  0 mit  der  Fläche 
S = 0 und  da  diese  Gurve  nach  Artikel  335  diese  Fläche  he- 
rührl,  gleich 

a = 2«  (n  — 2)  (11«  — 24). 

Nunmehr  kennen  alle  Singularitäten  der  abwickelbaren  Fläche, 
welche  einer  Fläche  U — 0 nach  ihrem  Durchschnitt  mit  der 
II eiise 'sehen  Delcrminantenfläche  umgeschrieben  wird,  nach  Ar- 
tikel 66  dargestelll  werden.  Diess  giebt  die  Formelgrup[»e 

fl  = n (ti — 2)  (28«  — 60), 

V = 4«(«  — 1)  («  — 2); 

p = 2«  (« — 2)  (3«  — 4): 

« = 2«  («-2)  (11«  — 24),  ß — «(«-2)  (70n-160); 

2g  — n («-2)  (16«’  — 64«'*  + 80«^  — 108«  -|-  156). 

2h  = n {«  — 2)  (784«’  — 4928«®  + 10320«®— 7444«  +548). 

Z.  B.  für  die  Fläche  dritter  Ordnung 

fl  = 72.  v = 24.  e = 30,  0 = 54.  (3=  150, 
g = ISO,  h = 2316.  .T  = 315,  y = 363. 

Die  hier  hetrachlele  Ahwirkelungslläche  entspricht  einer  Rück- 
kehrctirve  in  der  Reciprokalllächc , deren  Singularitäten  durch 
Vertauschnng  der  Buchslabenwerlhe 

ft,  v;  0,(3;  g,  h;  etc. 

erhalten  werden. 

Die  Klasse  der  der  Fläche  U nach  der  G.urve 
U = 0,  A'  = 0 

umgeschriehenen  Ahwickelungslläche,  welche  zugleich  die  Ord- 
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Illing  filier  no|>|ielciirve  in  der  I5eci|jri)kiillläche  aiigieljl , ist  wie 
iiheii  be.'<liiiiiiil''*) 

— {n  («  — 1)  (fl  — 2)  (»r'*  — n’  + w — 12) 

— für  fl  = 3 z.  U.  = 27.  nie  fihriguii  Siiigiilariliiteii  dieser 
l''l.äelie  werden  bei  den  lUitersiiebuiigen  des  rulgeiideii  Abselinitls 
inil  besliininl  werden,  wo  aiieb  die  Zaiil  der  Lösungen  in  einigen 
Fällen  sieb  ergeben  wird,  in  denen  man  eine  Tangenleiiebene 
sucht,  welche  zwei  andere  Hedingimgen  eiTiillcn  soll. 

Wir  wollen  noch  beiiiei-l»en,  dass  die  Sinnnie  der  Zahl  von 
Itoiniellangeiileneheneii,  deren  einer  lleriihrinigsimnkl  in  der  pa- 
raholischen  Curve  liegt,  iler  zweilächen  Zahl  solcher,  deren  lle- 
rfihrimgs|iiiiikle  sich  decken  — d.  h.  + 4«  (« — 2)  (II — 24)  — 
und  der  sechsracheii  Zahl  solcher,  deren  beide  I)ernhrungs|)iuikle 
der  |iaraholischen  Curvc  angehören 

= 4«  (fl  — 2)^  («^  — fl*  + f'  — 12) 
sein  muss.  Da  die  letzteren  Dunkle  nicht  zu  den  allgenicineii 
Singularitäten  gehören,  so  muss  die  erste  Zahl 

= 4 fl  (fl  — 2)  (fl  — 3)  («■'*  + 3 fl  — 16) 

sein. 

Theorie  der  Recifirokalflächen. 

353.  Wenn  wir  unter  den  gewöhnlichen  Singularitäten  einer 
Fläche  diejenigen  verstehen,  welche  im  Allgemeinen  entwedei'  in 
der  Fläche  seihst  oder  in  ihrer  Rcciprokaifläehc  existieren,  so 
können  wir  von  denselben  die  folgende  Aufzählung  machen. 

Eine  F'läche  kann  eine  Dojipeicurve  von  der  Ordnung 
b und  eine  Rückkehrciirve  von  der  Ordnung  c besitzen. 

Der  ini  Artikel  15  bestimmte  Tangentenkegel  enthält  den 
über  der  Doppelcurve  stehenden  Kegel  zweifach  und  den  über 
der  Rückkehrciirve  stehenden  dreifach,  so  dass  für  a als  Grad 
des  eigentlichen  Tangen tcnkegels  die  Relation  entslehl 
o + 2ä  + 3c  = fl  (fl  — 1). 

♦)  Das  Doppelte  derselben  nnd  das  Dreifache  der  Zahl  der  statio- 
nUreiJ  THngentenebenou,  d.  h.  von 

4n  (n — 1)  (n  — 2) 

pebt  zur  Summe 

{(n-1)’-  1 }, 

die  Oesamratziiht  der  diireh  einen  beliebigen  Punkt  möglichen  Doppet- 
taiigentenebenen  beider  Arten. 
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Hii;  Klassi:  des  Kegels  a isl  der  Ordmiiig  der  Reciprokallläche 
gleich.  Wir  iieliiiien  an,  der.selbe  habe  6 doppellc  und  x Hück- 
ki'brkanleii,  die  Curvc  b besil/.e  k sebeinbare  Doppelpunkte  und 
/ dreifache  Punkte,  welche  auch  dreifache  Punkte  der  Fläelic 
seihst  sind,  und  die  Curve  c endlich  habe  h scheinbare  Dojtpel- 
punkte.  Wir  nuden  die  Zahl  der  Punkte,  in  denen  sich  die 
Curven  b und  c dnrchschneiden,  als  die  Suinnic  von  drei  Zahlen, 
nütniieh  einer  Zahl  y von  Punkten,  welche  stationäre  Punkte  der 
ersten,  einer  Zahl  ß von  Punkten,  welche  stationäre  Punkte  der 
zweiten,  und  einer  Zahl  t von  Punkten,-  welche  singuläre  Punkte 
in  beiden  (iurven  sind.  Wir  denken  endlich  q als  die  Zahl-  der 
Schnittpunkte  der  Berfihrungscurve  des  eigentlichen  Tangcnten- 
kegels  n mit  der  Doppelcurve  und  <s  als  die  ihrer  Schnittpunkte 
mit  der  nückkehrcurve  c. 

Ueberdiess  sollen  die  nämlichen  Buchstaben  in  accentuierter 
Form  die  Singularitäten  der  Reciprokalllächc  bez(‘ichncn. 

H54.  Wir  haben  im  Artikel  17  gesehen,  dass  die  Punkte, 
in  welchen  die  Berfihrungscurve  des  Tangentenkegcls 

= 0 

schneidet,  den  Rückkehrkanten  des  Tangentcnkegels  angchörcii. 
Wenn  aber  die  Berührungscurve  die  comple.\e  Cnrve 
« + ‘Ib  + :tc 

ist,  so  sind  ollenhar  die  Punkte,  in  welchen  die  Curven  b und  e 
die  Fläche  0 schnciilen,  der  Fi  age  nach  den  Rückkehr- 

kanten des  Kegels  a fremd.  Auch  werden  nicht  alle  die  Dureh- 
schnittspunkte  von  a mit  ~ 0 ROckkehrkanten  des  Kegels 
erzeugen,  weil  <*ine  den  Kegeln  o und  n gemeinschaftliche  Kante 
wohl  als  eine  Rückkehrkante,  des  complexen  Kogels,  aber  nicht 
als  eine  solche  der  beiden  einzelnen  Kegel  anznsehen  ist. 

Die  folgenden  Formeln  enthalten  die  Analyse  der  Durch- 
schnitte der  (airven  n,  b,  c respei  tive  mit  der  Flüche  = 0 
« (« — 2)  = x-f()-f2ö  1 

b (;i-2)  = (>  + 2ß  + 3y  + -Sl\  ...  A). 
c {n—2)  = '2g  + 4ß  + y j 

Es  ist  nicht  schwer,  zu  erkennen,  dass  die  in  diesen  For- 
meln hezeichncten  Punkte  x,  q,  a,  ß,  y in  den  Durchschnitten 
der  Fläche  J^V  = 0 mit  den  (äirven  a,  b,  c respcctive  ent- 
halten sind;  aber  es  scheint  .so  leicht  nicht,  den  Erund  zu  ent- 
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decken,  weshalb  sie  gerade  mit  den  nnmcriselicn  Farlnren  ein- 
trcten,  die  sie  zeigen.  Obgleich  es  wahr.srheinlicli  nicht  unmög- 
lich ist;  diese  Gründe  a priori  zu  erkennen,  so  ziehen  wir  es 
doch  vor,  die  Methode  zu  erklären,  durch  welche  der  Verfasser 
auf  dem  Wege  der  Indiiction  zu  ihnen  gelaugte.*) 

35.5.  Wir  wissen  aus  Artikel  271 . dass  die  lleciprokalll.iche 
einer  Fläche  dritter  Ordnung  eine  Fläche  zwölfter  Ordnung  ist, 
die  eine  Hückkehrcurve  von  der  vier  und  zwanzigsten  Ordnung 
besitzt;  denn  die  Form  ihrer  (ileichung  ist 

64o‘‘  = t’, 

und  a ist  vom  viei’ten,  t vom  sechsten  in  den  Veränderlichen. 

.leder  der  sieben  und  zwanzig  Cieraden  in  der  Fläche  eiit- 
sprichl  eine  Doppellinie  in  der  lleciprokallläche  (Artikel  272). 
Der  eigentliche  Tangentenkegel  als  die  Itecipiokallläche  einer 
ebenen  Schnittcurve  der  ursprünglichen  Fläche  besitzt  neun  Itück- 
kehrkanten  und  ist  von  der  sechsten  Ordnung. 

Wir  haben  also 

«'  = 6,  h'  = 21,  c'  = 24,  »i'  = 12,  n + 2h'  -f-  3c' = 12.11. 

Die  Durchschnitte  der  Curvon  c und  h'  mit  der  Derührnngs- 
.enrve  des  Kegels  a,  der  einem  hcliehig  gewählten  Punkte  ent- 
spricht, sind  die  Hcciproken  der  Tangenteiiehenen  der  Origiual- 
fläche,  deren  Berührungspunkte  die  Durchschnitte  einer  ange- 
nommemm  Ebene  mit  der  |)araholischon  ('.urve  U = 0,  H = {) 
und  mit  den  27  Geraden  sind.  Es  gieht  also  12  Punkte  o'  und 
27  Punkte  von  den  letzteren  Punkten  liegt  je  einer  in  jeder 
der  27  Geraden,  von  denen  die  Doppellinic  der  Beciprokainäche 
gebildet  wird. 


*)  Der  erste  V'ersueh,  die  Wirkung  der  Doppelcnrven  und  Riick- 
kchrcurven  auf  die  Onlming  der  Rccipiokulfliiehc  zu  bestimmen,  ward 
im  .fahre  1847  in  zwei  Abhandlungen  gemacht,  welche  der  Verfasser 
zu  dem  „Cambridge  anil  Dublin  Mathcm.  .Journal“  (Vol.  II,  p.  05  und 
IV,  p.  188)  beitrug.  Krst  am  Ende  de»  .Jahres  1849  leitete  Hin  jedoch 
die  Entdeckung  der  27  Geraden  in  der  Flüche  dritter  Ordnung,  welche 
zuerst  eine  klare  Anschauung  der  Natur  der  Reciprokultlüclie  einer 
Fläche  dritter  Ordnung  vermittelte,  zu  der  hier  aus  einander  gesetzten 
Theorie.  Sie  ward  zuerst  vollständiger  in  einer  Abhandlung  im  Vol. 
XXIIl  der  ,,  Transaction»  of  the  Koyal  Irish  Aeadeinj'“  (p.  4G1  f.)  be- 
kannt gemacht. 
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Nun  bestehen  die  60  IturclisdinilLspuukte  der  Curve  n mit 
der  zweiten  Polarfläche,  als  welche  von  der  zehnten  ürdnung 
ist,  ans  den  9 Punkten  den  27  Punkten  q und  den  12  Punk- 
len  o'.  Es  geht  daraus  hervor,  dass  die  letzteren  l'nnkte  doppelt 
gezählt  werden  müssen,  weil  einer  Gleichung  von  der  Form 
9«  + 27ä  + 12c  = 60 

durch  ganze  Werlhe  von  o,  h,  c nur  für  den  Fall  1,1,2  ge- 
nügt werden  kann.  Dicss  gieht  die  erste  Gleichung  A], 

Betrachten  wir  nun  die  Punkte,  in  welchen  irgend  eine  der 
27  Linien  b dieselbe  Fhäche  zehnter  ürdnung  durchschneidet. 
Itic  Punkte  ß'  entsprechen  den  Punkten,  in  denen  die  27  Gera- 
den die  parabolische  Curve  berühren  und  wir  wissen  aus  Artikel 
290,  dass  in  jeder  dieser  Geraden  zwei  solche  Punkte  existieren. 
In  jeder  derselben  liegen  ferner  5 Punkte  I und  wir  haben  eben 
gesehen , dass  je  ein  Punkt  £i  ihr  angehürt.  Da  nun  die  Gleichung 
« -f-  2fe  ■+•  5c  = 10 

nur  die  Lösungen  (1,  2,  1)  und  (3,  1,  1)  in  ganzen  Zahlen  be- 
sitzt, so  müssen  die  zehn  Durchschuittsj)unkte  einer  der  Linien 
mit  der  zweiten  Polarlläcbe  entweder  durch 

P'  + 2|S'  -F  t’  oder  durch  3 p*  -|-  1^’  + 
dargcstcllt  sein,  und  hier  ist  die  letztere  F'orin  offenbar  unzu- 
lässig. Wenn  man  nun  die  (airve  b'  als  von  den  27  Geraden 
gebildet  betrachtet,  so  erkennt  man  noch,  dass  die  Punkte  i'  je 
dreien  derselben  angehören  und  ist  so  zu  der  Formel 
//  («—2)  = Q + 2ß  + 3t’ 

geführt. 

Das  betrachtete  Beispiel  erlaubt  uns  nicht , den  Coefflcienten 
von  y in  der  zweiten  der  Formeln  A)  zu  bestimmen,  weil  Punkte 
y in  der  Beciprokalfläche  einer  Fläche  di'itter  Ordnung  nicht 
existieren.  Endlich  werden  die  240  Punkte,  in  welchen  die  (mrve 
c die  zweite  I’olare  schneidet,  von  den  12  Punkten  a und  den 
54  Punkten  ß gebildet;  und  da  die  Gleichung 
12«  -F  54  ö = 240 

nur  die  ganzzahligen  Auflösungen  (11,  2)  und  (2,  4)  erlaubt, 
deren  Letztere  natürlich  vorzuziehen  ist , so  sind  durch  die  Be- 
trachtung dieses  Beispiels  alle  Coefflcienten  der  Gleichungen  A) 
mit  Ausnahme  des  Coefflcienten  von  y in  der  zweiten  von  ihnen 
gefunden. 
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356.  'Vir  wollnti  min  auf  (Irmsnllinn  Wego  die  Hociprokal- 
lläche  einer  Fläche  Onlimng  niitcrsuclicn,  welche  keine  viel- 
fachen Funkle  hesilzt. 

Wir  haben  dann 

n = n (n—  1)^  «'  — 2 = (n  — 2)  (n*  -f-  1),  a = n («  — 1); 
und  nach  Artikel  25  für  die  Doppelcnrve  und  die  lUickkeliiTurvc 
b'  = [n  — \)  [n  — 2)  + w — 12) . 

c = 4«  (« — 1)  (n  — 2). 

Die  Zahl  der  Hnckkehrkanlen  des  Tangenlenkegels  der  lleci- 
prokallläche,  welche  der  Zahl  der  Inflexionspnnkle  eines  ebenen 
Schnittes  der  Originallläclie  entspricht,  giebl 

x'  = 3n  (n  — 2). 

Die  Funkte  p'  und  (/,  entsprechend  den  DnrchschnilLspiink- 
len  einer  angenommenen  Ebene  mit  den  Ciirven 

ü = 0,  AT  = 0 und  U — 0,  /I  = 0 (Artikel  351) 
werden  gefunden 

Q = n (n  — 2)  («■’  — n’  + "— 12).  o'  = 4«  (« — 2). 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  erste  der  Formeln  A 
tt  («'  — 2)  = Ar'  + p'  + 2o' 

macht  dieselbe  zu  einer  Identität  und  bestätigt  sic  somit.  Wir 
«ollen  für  denselben  Fall  zunächst  die  dritte  der  Formeln  A) 
untersuchen. 

Wir  haben  im  Artikel  352  gefunden,  dass  die  Zahl  der 
Funkte  ^ 

= 2n  (n  — 2)  (11«  — 24) 

ist.  Nun  entsprechen  die  Durclischnitte  der  Do|ipcl-  und  Dück- 
kehrcnrve  der  Itecipriikalfläche  den  Ebenen,  welche  die  Original- 
fläclic  in  den  Durchschnittspunkten  der'Ciirven 

f7  = 0,  ff  = 0;  U = 0,  ff  = 0 
berühren.  Wenn  aber  eine  Ebene  die  Flüche  in  einer  Ciirve 
schneidet,  die  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  und  einen  Itück- 
kehrpunkt  besitzt,  so  ist  sie  schon  wegen  ihrer  Derüliriing  im 
letzteren  Funkte  allein  eine  Doppcitangentenebcnc  und  gehört 
daher  dem  System  der  längs  der  Curve  U = 0,  ff  = {)  bcrüli- 
rendeii  Ebenen  zweifach  an,  oder  in  anderen  Worten,  sie  ist 
eine  stationäre  Ebene  dieses  Systems.  Und  da  offenbar  die 
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l'iinkle  /J"  imtPr  den  DurehschniUspunklen  der  Doppel-  und  der 
Hfickkehrciirve  sind,  so  müssen  die  Punkte 

U =0,  H = 0,  Ä'  = 0 

entweder  Punkten  ß"  oder  Punkten  y'  enlsprcelien.  Indem  wir, 
wie  es  naturj'einäss  ist,  die  Punkte  ß’  unter  den  Durrliselinittcn 
<Ier  drei  Flärhen  doppelt  /fiiilend  denken,  erhalten  wir 
y = n {■!  («  — 2)).  {{«—2)  (»r‘  — + «-  12)J 
— 4 « («  — 2)  (1 1 « — 24)  = 4 » (n  — 2)  («  — :i)  («^  + 3«  — 16). 

Wenn  wir  alier  die  vorher  für  c,  n , o,  ß'  gerntidenen  Werllie 
in  die  Formel 

y’  = c [n — 2)  — 2«  — dj? 

sidislitidereii,  so  erh.'illen  wir  für  y'  den  eben  gefimdeneii  Werlli 
wieiler  und  Imhen  tiadurrh  die  dritte  der  Formeln  A]  bestätigt. 
Ks  wäre  hinreiehend  gewesen,  an/unehinen,  dass  die  Punkte  ß 
niiti-r  den  Durehsrhiiitten  von  U^=  0,  //  = o,  A'  = 0 als 
p faeh  und  die  Punkte  y als  H fach  zu  zählen  wären,  so  dass 
c (»/ — 2)  = 2ö'  + p/1'  -f-  A/ 
wäre,  und  mau  würde  gefunden  haben,  dass  die  F'ormel  die 
Wehlie  A = l,  p = 4 fordert,  um  erfüllt  zu  werden. 

Nur  die  zweite  der  Foruieln  A)  bleibt  noch  zu  untersuchen. 

Wir  haben  aber  die  Werl  he  aller  in  sic  eingehenden  Grössen 
bis  auf  l'  hereiLs  gegeben.  Dnrch  Substitution  rinden  wir  dann, 
dass  die  Zahl  der  dreifachen  Tangenteuebenen  iler  Fläche  n'"  Ord- 
nung durch  die  Formel 

er  = n (t(  — 2)  — 4«'’  + 7»^ — 45«^  + 114w'*- — Hin’ 

-f  548«  — 900) 

gegeben  ist.  Man  findet  für  n = 3 

C,f'  = 3.90,  d.  i.  r = 45 
wie  bekannt.  * 

Man  kann  dieselbe  allgemeine  Formel  direct  bestätigen  durch 
folgende  Schlüsse.  Die  dreifachen  Tangentenebenen  der  Fläche 
f/  = 0 sind  diejenigen  nach  der  Gurvc  f/  = 0,  A'  = 0 sie 
berührenden  Kbenen,  welche  sie  noch  in  einem  andern  Punkte 
berühren. 

iSacb  Artikel  25  geben  durch  einen  beliebigen  Punkt 
'jii  («  — 1)  (n  — 2)  A»‘* — -F  « — 12) 
solcher  Kbenen  und  somit  giebt  es 
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(fl  — 1)  (fl  — 2)  (fl^  — + n — 12)  + n (fl — 1)* 

unter  ihnen,  welche  zugleicli  eine  zweite  Fläche  Ordnung 
berüliren. 

Denken  wir  beide  Flächen  sich  ohne  Ende  nälicrnd  und 
endlich  zusammenrallcnd,  so  erscheint  jede  dieser  Ebenen  drei- 
mal und  für  t"  als  ihre  Zahl  gilt  die  Relation 

3 <”  = i « {«  — 2)  («’  — 4fl®  + 7«®  — 19 + 4Ufl®  — 37 + 12n). 

Von  ihr  hat  man  die  Zaid  der  Durchschnittspunkte  der  Curve 
U = {),  A ■ = 0 mit  der  Schiiiltcurve  beider  noch  verschieden 
gedachten  Flächen  u''’'  Ordnung,  also 

rr  (fl  - 2)  («3  _ „2  4-  „ _ 12) 
zu  subtrahieren  und  erhält 

3<'  = ^fl  (fl  — 2)  («’  — 4«®+  771^  — 21  fl<-f  42«®  — 39fl*+  30«). 

Man  hat  ferner  die  Zahl  der  Doppeltangentenehenen  abzu- 
ziehen, deren  einer  Berfdirungspunkt  der  parabolischen  Eiirve 
der  Fläche  angehört  und  die  eine  Klasse  für  sich  bilden;  also, 
da  jede  dieser  Ebenen  dreifach  zählt,  die  Zahl 
12«  («  — 2)*  («®  — «®  -|-,«  — 12) 

oder 

i«  (fl-2)  (24n^-72«®  + 72«®-336«  + 576). 

Man  hat  endlich  die  Zahl 

^.4«  (n  — 2)  (llfl  — 24) 

abzuzicheh,  die  doppelte  Zahl  der  Ebenen,  welche  den  Berüh- 
rungen der  parabolischen  Curve  und  der  Curve  vierpunktiger  Be- 
rührungen entsprechen,  und  erhält 

i 71  {n  -2)  («’— 4«®-i-  7«®  - 45« ' + 1 1 4«®— 1 11«®+  548«  - 960) 

wie  oben.*) 

357.  Es  ist  im  Artikel  IS  bewiesen  worden,  dass  die  Be- 
rührungspunkte derjenigen  Erzeugenden  des  Tangentenkegels  aus 
einem  gegebenen  Punkte,  welche  die  Fläche  in  zwei  verschiede- 
nen Punkten  berühren,  auf  einer  Fläche  von  der  («—2)  (« — 3)'™ 
Ordnung  liegen. 

Wenn  nun  wie  vorher  der  Tangentenkegel  ein  zusammenge- 
setzter Kegel  (n  -f-  2 ft  + 3c)  ist,  so  sind  offenbar  unter  diesen 
Doppcitangenten  diejenigen  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  der 

♦)  Vergl.  E.  de  Jonquieres'  Abhandlung  s.  a.  O. 

Salmon,  Auat»  Geom.  ü.  nauoio».  11.  33 
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Kegol  a,  h\  b,  c;  c,  a mit  gezälill,  «eiche  die  Curven  a und  6 
etc.  in  zwei  verschiedenen  Punkten  schneiden.  Wenn  wir  daher 
durch  [a6]  die  Zahl  der  scheinbaren  Durchschnitlspunkle  der 
Curven  a und  b bezeichnen,  d.  h.  die  Zahl  der  Punkte,  in  «ei- 
chen diese  Curven  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  aus 
gesehen  sieb  zu  durchsebneiden  scheinen,  ohne  diess  doch  in 
AVirklicbkeil  zu  tbuu,  so  geben  die  folgenden  Formeln  die  Ana- 
lyse der  Durchscbnitlspunkte  der  Curven  a,  b,  c mit  der  Fläche 
von  der  (n  — 2)  (n  — 3)''"  Ordnung: 

o (n  — 2)  {«  — 3)  = 2 d -+-  3 [oc]  + 2 [a6] , 

b («  — 2)  (n  — 3)  = 4 Ä -|-  [fl//]  -f  3 [öc] , 

c ()i  — 2)  («  — 3)  = 6 A -f  [flc]  + 2 [Ac]. 

Nun  ergiebt  sich  aber  die  Zahl  der  scheinbaren  Durchsebuitte 

zweier  Curven  aus  der  Zahl  ihrer  wirklichen  Uurchsehuitte,  denn 
«eiin  aus  ciueiii  gemeinscbarilichen  Scheitel  über  beiden  Curven 
Kegel  beschrieben  «erden , so  entsprechen  die  gemeinschaniichen 
Krzeugenden  dci'selbcn  nothwendig  entweder  den  .scheinbaren  oder 
<leu  «irklichen  l)urrbscbnill.s|iunkten  der  Curven;  daher  bat  man 
die  Relationen 

*)  r«6]  = fl//  — 2q,  [flc]  = flc  — 3ö,  [Ar]  = //c — 3/3  — 2y  — 
Iturch  Substitution  ergeben  sich  dann  die  Formeln 
fli/<-2)(«— 3)  = 2d-h2fl//-f  3«c  — 4£)  — 9<r.  | 

//(«~2)(«— 3)  = 4A  + «A  -f  3Ac  — 9/3— 6y—  3/— 2e,i  . . . B). 
r{ji  — 2)(ri — 3)  = 6A  -j-  «r  -j-  2 br  — 6/3  — Ay  — 2 1 — 3o, | 

Die  erste  und  dritte  unter  diesen  Cleicbungen  werden  iden- 
lisrh  errrdll  durrh  die  Substitution  der  in  den  letzten  Artikeln 
für  ß,  Q,  ö,  etc.  gefundenen  Werthe,  wenn  man  zn  denselben 
biuzufngt 

2(5  = n [n  — 2)  («*  — 9),  i = 0 
und  (len  im  Artikel  352  ge|j^‘henen  Werth  von  A,  nämlicli 
2A  ==  ;i  (n— 2}  (16«^  — 64//^  + SO«’— 108«  + 15G). 

*)  Wenn  (Ho  Fliiclic  nur  eine  llojipelcurve  aber  keiiio  KUckkelir- 
curvo  besässc,  so  existiert  (tocli  eine  bcstiuimtc  Anz.nbl  i von  Hück- 
kehrpunkten  in  der  Doppctciirvc  nmi  die  obige  GIcicbnng  erleidet  die 
Moditieatiou 

[ //6]  = ah  — 2 p — I. 

Indem  man  d-ann  die  Ordnung  der  Kcciproknifliiclic  bestimmt,  wird 
die  Grosse  ab  etiminiert. 
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Die  zweite  Gleichung  erlaubt  uns  k zu  bestimmen;  man  er- 
hält die  Gleichung 

S/r  = n (n  — 2)  («'«  — 6«®  + 16«*  — 54«^  -f  164«®—  288«* 
-I-  547 «^-  1058«*  -f  1068«*— 1214«  + 1464). 

Beispielsweise  für  « = 3 ist  Ar  = 216,  was  mit  den  135  vvirk- 

27 . 26 

liehen  Doppelpunkten  die  Zahl  von  Y~  gemeinschaftlichen 
Kanten  erfüllt. 

Ans  diesem  .\usdruck  lässt  sich  der  Rang  der  Abwickelungs- 
fläche,  von  welcher  b die  Rückkehrkante  ist  — er  muss  für  « = 3 
gleich  Null  sein  — mittelst  der  Formel 

R = Iß  — h - 2k  — 6/  — 3y 
bestimmen , und  man  erhält  durch  Sid)slitution  der  gefundenen 
Werthe 

R ==  -ln  (« - 2)  {«  - 3)  («*  -I-  2 « — 4). 

Diess  ist  daher  der  Rang  der  abwickelbaren  Fläche,  welche 
die  Dnppeltangentenehenen  der  gegebenen  Fläche  erzeugen.*) 

358.  Aus  den  Formeln  A)  und  R]  können  wir  die  Vermin- 
derung der  Ordimngs/.ahl  iler  Reciprokallläche  berechnen,  welche 

*)  I'ni  die  Theorie  zu  Jiesliitigeii,  wilrc  nöUiig,  zu  zeigen,  dnss  diese 
Zatil  U mit  derjenigen  zusaminenfällt,  welche  uns  dem  5.  iteispiel  des 
Artikel  .324  abgeleitet  wird.  Zuerst  entspricht  die  Abwiekclnngsfliiche, 
welche  durch  die  Rückkehrcurve  der  Reciprokalfläche  erzeugt  wird, 
derjenigen,  welche  die  gegebene  Flüche  t'=0  nach  ihrer  Schnittcurve 
mit  der  Determinnntcntliicho  // = 0 umhüllt,  und  die  nach  dem  citier- 
tou  llcispici  von  der  Ordnung  28  (n  — 2)*  sein  muss;  wenn  wir  aber 
von  dieser  Zahl  die  Zahl  ß subtrahieren,  so  erhalten  wir  in  der  That 
den  vorher  bestimmten  Werth. 

In  gleicher  Art  betrachten  wir  die  Abwickclungsfläche,  welche  der 
Flache  U = (3  nach  ihrem  Durchschnitt  mit  K = 0 umgeschrieben 
wird  (Artikel  .351);  wenn  wir  aber  von  der  nach  der  Regel  des  erwähn- 
ten Bci.spiels  bestimmten  Ordnungszahl  die  Summe  4y-|-^-l-®^  ftb- 
ziehen  , so  erhalten  wir  nicht  H,  sondern  ^ U.  Vielleicht  ist  diess  des- 
halb der  Fall,  weil  alle  die  Tangeutenebenen,  welche  diese  Abwicke- 
lungsfiächc  umhüllen,  Doppeltangenteuebenen  sind;  cs  muss  aber  zu- 
gleich ausgesprochen  werden,  dass  es  noch  einige  Punkto  in  dieser 
ganzen  Theorie  giebt,  welche  weiterer  Erklärung  bedürfen.  In  seiner 
Abhandlung  in  ,,Quarterly  Journal  of  Mathera.“,  Vol.  II  gab  Schläfli 
die  Relation 

4/I+6/'=n(n— 2)  { n’  — 4n«-f  7 «'  — 45n' -|- 1 18«"  — 116n»+508n  -912}  , 
welche  diese  Werthe  bestätigen. 

33* 
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durch  die  im  Artikel  353  aiirgeziihlten  Singularitäten  der  Original- 
fläclie  erzeugt  wird. 

Wenn  der  Grad  eines  Kegels  von  m auf  (m  — l)  vermin- 
dert wird,  so  geht  der  der  Heciprokalen  von  m {m  — 1)  auf 
(m  — f)  (m  — / — 1)  zurück,  d.  h.  er  wird  um  l (2m  — / — 1)  re- 
duciert.  Nun  ist  der  Tangentenkegel  einer  Fläche  im  Allgemeinen 
vom  Grade  n (n  — 1)  und  wir  haben  gesehen,  dass  dieser  Grad  um 
(2fr  -f-  3c)  vermindert  wird,  wenn  die  Fläche  Doppel-  und  Itück- 
kebrciirven,  wie  angenommen,  besitzt.  Daraus  entspringt  dann 
eine  Verminderung  in  der  Ordnungszahl  der  Iteciprokalfläche  um 
ß — (2b  + 3c)  (2n’  — 2«  — 2fr  — 3c  — 1). 

Aber  die  F.vistenz  der  Doppel-  und  Uückkehrcurven  der 
Fläche  bewirkt  auch  eine  Verminderung  der  Zahl  der  Doppel- 
und  Ilürkkehrkantcn  des  Tangenlenkegels.  Man  muss  von  der 
eben  angegebenen  Zahl  D die  doppelte  Verminderung  der  Anzahl 
der  Doppelkanlen  und  die  dreifache  von  der  der  Rückkehrkaiiten 
subtrahieren,  um  die  wahre  Verminderung  der  Ordnungszahl  der 
Iteciprokalfläche  zu  rinden.  Nun  ist  nach  den  Formeln  J) 

X =z  (n  — h — c]  (n  — 2}  -f-  6ß  + 4y  + 3<, 
und  wenn  die  Fläche  keine  vielfachen  Linien  besäs.se,  so  wäre 
die  Zahl  der  llückkehrkaiiteii  des  Tangentenkcgels 
= (a  + 2b  + 3c)  («  — 2): 

die  Verminderung  der  Anzahl  der  Ilückkehrkanlen  ist  daher 
A’  = (3  fr  -|-  4 c)  («  — 2)  — 6/3  — 4 y — 3 t. 

Ferner  erhalten  wir  nach  dem  ersten  System  der  Formeln 
des  Artikel  357 

(n  — 2fr  — 3c)  («  — 2)  («  — 3)  = 23  — SA:  — igA  — 12  [fre] 
und  durch  Einsetzen  des  Werthes  von  [fre]  daraus 

2S=  (a  - 2fr—  3c)  (n  — 2)  (n  — 3)  + 8A  -|-  ISA 
-f  12frc  — 36/3—  24y— 12«. 

Hätte  die  Fläche  keine  vielfachen  Linien,  so  wäre 


— o)  t 

die  Verminderung  in  der  Anzahl  der  Doppelkanlen  wird  daher 
durch  die  Formel 

2H  — (4fr  -h  6c)  (n — 2)  {«  — 3)  — SA  — ISA  — 12 fre  -J- 
+ 24y  + 12/ 

lieslimmt. 
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Und  die  ganze  Verminderung  der  Ordnungszahl  der  RccU 
prokallläche  oder 

D — 3A'—  2// 

wird  nach  entsprechender  Iteduclion 

= n(76  + 12c)  — 46’  — 9c’  — 8&  - 15c  + 8*  + 18A 
— 18(3  — 12>>  - 12i  + 9/. 

Sie  gicbt  für  die  Fläche  12“"^  Ordnung,  welche  die  Reciproke 
der  Fläche  dritter  Ordnung  ist,  wirklich  die  Verminderung  um 
1449  Einheiten,  welche  nöthig  ist,  damit  die  Ordnungszahl  ihrer 
Reciprokallläche  von  12.11’  = 1452  auf  3 zurückkomme. 

359.  Die  Formeln  A und  B)  können  in  eine  der  Anwendung 
mehr  bequeme  Gestalt  gebracht  werden. 

ln  Erinnerung  daran,  dass 

a + 26  + 3c  = n (n  — 1) 

ist,  kann 'nämlich  die  erste  der  Formeln  in  der  Gestalt 
+ a ( — 4«  + 6)  = 2d  — 4p  — 9o 
geschrieben  werden , und  indem  man  das  Dreifache  der  ersten 
Formel  A)  hinzu  addiert,  erhält  man 

o’  — «a  = 2 d + 3 J«  — Q — 3 0. 

Aber  cs  ist 

n’  — o — 2 d — 3 X = n, 
der  Ordnung  der  Reciprokallläche,  und  somit 
(« — 1)  n = n'  + 9 + 3<r. 

Die  Wahrlnüt  dieser  Gleicinmg  kann  auch  überdiess  aus  der 
Remerkung  erkannt  werden,  dass  a,  die  Curve  der  einfachen 
Rerührungen  für  einen  beliebigen  Punkt,  die  erste  Polare  eines 
beliebigen  andern  Punktes  ausser  in  den  n Berührungspunkten 
der  durch  die  beiden  betrachteten  Punkte  gehenden  Tangenten- 
ebenen, in  den  9 Punkten,  in  denen  die  Curven  a und  6 sich 
durcbschnciden,  und  in  den  a Punkten  des  Durchschnitts  von 
a und  c schneiden  muss,  weil  Jede  erste  Polartlächc  durch  die 
Curven  6 und  c gehen  muss. 

Wenn  wir  die  zweite  der  Formeln  B)  zu  dem  Vierfachen 
der  zweiten  Formel  J)  addieren  und  mit  R die  in  Artikel  357 
gegebene  Bedeutung  verbinden,  .so  erhalten  wir  in  gleicher  Art 
2q  ^ 2R  + ß + 3i, 

eine  Gleichung,  deren  geometrische  Erläuterung  uns  nicht  be> 
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kannt  ist;  wie  auch  offenbar  die  R Punkte  in  b,  deren  Tan- 
genten eine  beliebige  Gerade  sebneiden,  unter  den  9 Punkten  in 
b mit  gezählt  sind,  welche  die  Bcrülirungspunkle  der  durch  diese 
Linie  gebenden  Tangentenebenen  sind. 

Wenn  die  letzten  Formeln  beider  Grupi)en  in  derselben  Art 
behandelt  werden,  und  wenn  wir  durch  S die  Ordnung  der  ab- 
wickelbaren Fläche  bezeichnen,  welche  durch  die  Curve  c er- 
zeugt wird,  d.  h. 

S = c*  - c - 2/1  - 3/3, 

so  erhalten  wir 

c («  — 6)  = 12  s -f-  y -F  S«  — J8<I. 

360.  Der  Einfluss  der  vielfachen  Linien  auf  die  Verminderung 
der  Ordnung  der  Heciprokaltläche  kann  noch  in  anderer  Weise 
untersucht  werden.  Die  IJerfdirungspunktc  der  Tangentenebenen, 
welche  durch  eine  gegebene  Gerade  an  die  Fläche  gelegt  werden 
können,  sind  die  Durcbschnittspunkte  der  Fläche  mit  derjenigen 
Curve  von  der  Ordnung  («  — 1)*,  welche  der  Durchschnitt  der 
ersten  Polarnächen  von  irgend  zwei  Punkten  der  Linie  ist.  Be- 
trachten wir  nun  zuerst  den  Fall , in  welchem  die  Fläche  nur 
eine  gewöhnliche  Doppelcurve  von  der  Ordnung  b hat.  Da  die 
ersten  Polaren  beider  Punkte  diese  Curve  enthalten  müssen,  so 
zerfällt  die  Durclischnittscurve  derselben  in  diese  Curve  b'"  und 
eine  complemcntärc  Curve  Ordnung.  Als  Berührungspunkte 
der  durch  die  gegebene  Gerade  gehenden  Tangentenebenen  erhält 
man  nun  zuerst  nicht  die  sämmtlichen  Punkte  der  Fläche  auf 
der  complexen  Curve  {b  -j-  d),  sondern  nur  die  der  Curve  d an- 
gehörenden ; daraus  entspringt  eine  Iteduction  der  Ordnung  der 
Reciprokalfläche  um  bn.  Aber  auch  nicht  alle  die  Punkte  zählen 
als  solche,  in  welchen  die  Curve  d die  Fläche  schneidet;  man 
hat  diejenigen  unter  ihnen  auszuscheiden , in  w eichen  die  Curve  b 
von  der  Curve  d geschnitten  wird.  Ihre  Anzahl  ist  nach  Arti- 
kel 81 

= 2b  («  — 2)  — r, 

wenn  r den  Bang  des  Systems  der  Curve  b bezeichnet.  Nun  be- 
stehen diese  Punkte  aus  den  r Punkten  tler  Curve  b-,  deren  Tan- 
genten die  willkürlich  gewählte  Gerade  schneiden,  welche  die 
Scheitelkantc  des  Taugentenebenenbüschels  ist,  und  aus  den 

^2b  (n  — 2)  — 2r| 
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Punkten,  in  tvcichcn  die  beiden  Polarilädien  sich  beridiren;  die 
letzteren  sind  Hückkelirpunkte  in  der  Doppclcurve  b,  d.  Ii.  l'uiiktc, 
in  welchen  die  beiden  Tangenteiiehenen  der  Fläclien  zusaniinen- 
fallen,  und  sic  zälilen  dreifach  unter  den  Durchschnitten  der 
Curve  d mit  der  gegebenen  Fläche,  da  die  drei  Fläclien  sich  in 
jedem  solchen  Punkte  berühren;  dagegen  sind  die  r Punkte  ein- 
fache Punkte  der  Doppclcurve  und  zählen  daher  für  zwei.  Die 
Gesammtreduction  ist  daher 

nb  + 2r  + 3 {26  (n  - 2)  — 2r}  = 6 (7n  — 12)  — 4r, 

was  mit  der  vorhergehenden  Theoiie  ühcrcinslimmt. 

Wenn  die  (jurve  b nicht  eine  Doppclcurve,  sondern  eine 
vielfaclie  Linie  der  Fläche  ist  nnd  der  Grad  der  Vielfachheit  durch 
/>  bezeichnet  wird,  so  lindet  man  für  die  l«educlion  der  Ordnungs- 
zahl der  Iteciprokalfläche*) 

b [p—  1)  (3/J  -fl)«  — 26/1  {/>*  — 1)  — (/>  — !)  r. 

Man  erhält  auch  für  die  Heduclion  in  der  Zahl  der  llück- 
kehrkanten  des  Kegels  der  einfachen  üerührung  den  .\u$druck 

6 {3  (/>-!)*«— />(/>-!)  (2p  — 1)}  -P  (p-1)  (p  — 2)r. 
und  für  das  Doppelte  der  Keduction  in  der  Zahl  seiner  Doppel- 
kanten 

26p  (p  — 1)  «•  — 6 (p  — 1)  (14p  — 8)  n -f  6p  (p— 1)  (8p  — 2) 
— P*  (P  — 1)*6^  + p (p  — 1)  (4p  — 6)  r. 

Zur  Bewährung  der  Formel  denken  wir  uns  die  Fläche  «'“•' 
Ordnung  aus  p Flächen  Ordnung  gebildet,  die  eine  gemein- 
schaftliche täirve  6‘"  Ordnung  als  ihren  vollständigen  Durchschnitt 
besitzen,  also  ein  Büschel  bilden.  Dann  ist 

6 = m-,  n = pm,  r 2/«'  ('« — 1)  * 
und  die  Beduction  der  Ordnung  der  lleciprokallläche  wird 
m*  {p(p  — 1)  (3p  -f  1)  «I  — 2p  (p*— I)  — 2p*(p— 1)  («1  — 1)} 

= P (p* — 1)  «1*  — 2p  (p  — 1)  m*, 

also 

= mp  {mp—  1)*  — mp  (p  — 1)*, 
wie  es  sein  muss. 

Es  erübrigt,  die  Methode  dieses  Artikels  auf  den  Fall  anzu- 
wenden, in  welchem  die  Fläche  eine  Uückkehrcurvc  besitzt. 

*)  Vergl.  „Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy“,  Vol.  XXIII, 
p.  485. 
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361.  Die  entwickelte  Theorie  gestattet  uns,  bei  ihrer  An- 
wendung auf  diu  abwickelbaren  Flächen  zuerst  das 
Factum  zu  erklären,  wonach  die  Ordnung  der  Reciprokaitläche 
einer  solchen  sich  auf  Null  rcduciercn  muss;  sie  erlaubt  uns 
überdiess,  einige  der  Singidaritälen  solcher  Flächen  zu  bestim- 
men, welche  iu  der  früheren  Darstellung  ihrer  Theorie  nicht  ge- 
geben werden  konnten.  (Vergl.  Artikel  68-)  Wir  gebrauchen 
die  Bezeichnungen  jenes  .\bsclinills. 

Der  Tangcntenkegel  einer  abwickelbaren  Fläche  besteht  aus 
n Ebenen  und  besitzt  daher  keine  Itückkehrkauten,  aber  n (n  — 1) 
Doppelkanlen.  Die  Linie  der  einfachen  Berührung  besteht  aus 
n Geraden,  n Linien  des  Systems,  von  denen  jede  die  Rürkkehr- 
kante  in  m und  die  Doppellinie  x in  (»•  — 4)  Funkten  durchschuei- 
det.  Die  Linien  m und  x durchsclmeiden  einander  in  den  a Funk- 
ten , in  welchen  sie  die  stationären  Ebenen  des  Systems  berühren ; 
denn  da  in  denselben  drei  auf  einander  folgende  Linien  des  Sy- 
stems in  der  nämlichen  Ebene  liegen,  so  gieht  der  Durchschnitts- 
punkt der  ersten  und  der  ilritten  unter  ihnen  einen  Funkt  der 
Linie  x.*) 

Wenn  wir  also  links  die  Bezeichnungen  des  gegenwärtigen 
Kapitels  und  rechts  die  des  Kapitels  11  angebeu,  welche  durch 

sie  vertreten  werden,  so  erhalten  wir  die  folgende  Tabelle: 

n = r,  (I  = «,  b — X,  c = m,  q = n {r — 4)i 

ö = «,  }(  = 0,  ß = ß,  h = h , »■  = «; 

und  die  Grössen  t,  y,  k bleiben  zu  beslinimen. 

Indem  wir  diese  Werthe  in  die  Formeln  A)  und  B)  der  Ar- 
tikel 353  und  357  einsetzen,  erhalten  wir  das  folgende  System 
Von  Gleichungen: 


n (r— 2)  =n|2-Hr— 4)}, 

,T(r-2)  =„(r^4)-l-2|3-f  3y--f  3 t. 

m(r— 2)  —2n  + 4ß  + y, 

n {r-2}  (r-Z)  = n |(«— 1)  + 2.r -|- 3m  — 4 (r— -l)  — 9} , 

* [r — 2)  (i — 3)  4Ar-|-«a;-l-3m.r — 9/3- — 6y — 3« — 2«  (r — 4), 

m (r — 2)  (r — 3)  = 6/i  -F  m;i  -|-  2mx — 6ß  — 4y  — 2«  — 3«.  . 


...q 


*)  Da»  Ifervortretcn  (liescr  Punkte  i in  (tem  Beispiel  der  aliwickel- 
l>«ren  riUchen  veranlssste  den  Verfasser  zu  ihrer  Einführung  in  die 
Hllgemeine  Theoria. 
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Von  diesen  sechs  Gleichungen  ist  die  erste  ^ine  Identität  und 
die  vierte  wird  zu  einer  Identität  auf  Grund  der  im  Artikel  65 
bewiesenen  Relation 

r(r  — ])  = 2«  + 3m  + n. 

Die  Elirainätion  von  y zwischen  der  dritten  und  sechsten 
Gleichung  liefert  die  Gleichung 

m (r  — 1)  r = 6A  + 10/3  — 2«  + n (m  + 5)  + 2 m (*  + 1), 
welche  durch  die  vorige  auf 

6A  + 10^  — 2a  + 5«  — m (3m  — 2)  = 0 
oder  auf  die  Summe  von 

6A  + 8/3  + « = 3m  (m  — 2)  und  2 — a)  = 4 (m  — n) 

reduciert  wird,  die  unter  den  Relationen  des  Artikel  66  stehen. 

Hie  drei  fihrig  bleibenden  Gleichungen  bestimmen  die  drei 
Grössen,  deren  Werlhe  frfdier  nicht  gegeben  werden  konnten, 
nämlich  t,  die  Zahl  der  „Punkte  in  drei  Linien",  die  dem  System 
angehören;  y,  die  Zahl  solcher  Punkte  des  Systems,  durch  welche 
je  eine  nicht  zunächstfolgende  Linie  des  Systems  hindurchgeht; 
und  k die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  in  der  Knotcnlinic 
der  abwickelbaren  Fläche. 

Wenn  diese  Grössen  bestimmt  sind , so  kann  man  durch 
Buclistabenvertanschung  die  reciproken  Singularitäten,  nämlich 
die  Zahl  der  „Ebenen  durch  drei  Linien“,  die  dem  System  ange- 
hüren,  etc.,  erhalten. 

Nach  Artikel  359  ergiebt  sich  auch  der  Rang  der  Abwicke- 
lungsfläche, welche  die  Curve  x zur  Rückkehrkante  hat.  Denn 
es  ist 

2Ä  = 2«  (r  - 4)  — |3  - 3o. 

Beispiel  l.  Man  soll  die  vorlier  entwickelte  Theorie  auf 
(len  Fall  des  A rt  i kel  G7  a n wenden,  d.h.  auf  die  En  vel opp c von 

a/*  -J-  ^ -J-  etc.  = 0. 

t ■ ^ 

Man  niulet 

y = 0 (A  — 3)  (A-  — 4),  3t  = 4 (A  — 3)  (A  — 4)  (A  — 5), 

A = (A— 3}  (-’A^— 18A’  -I-  57A— «5),  Ä = 2(A  — 1)  (A  — 3). 

Und  für  die  reciproken  Singularitäten 

y = 2 (A— 2)  (A  — 3),  3/'  = 4 (A— 2)  (A  — 3)  {A  — 4), 

A'=  (A— 2)  (A  — 3)  (2A*  — lOA  + II),  Ä'  = 6 (A— 3)*. 
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Die  Onlnun»  der  Bedingungen . unter  welchen  die  Gleichungen 

1 _j_  — Ij  j,/*— 2 ^ Plc.  — 0, 

Jl*— 1 Jj  c/A— 2 _j_ 

drei  gemeinscliaflliclie  Factoren  hesilzcn,  ist 

(2A: 1)  (2  Ar  — 5)  (2Ä  — 0) 

1.2.3  ~ ’ 

in  der  Thal  die  Summe  der  drei  Zahlen  ß,  y,  I. 

Beispiel ‘1.  Für  die  üurchschniltscurvc  zweier  Flächen, 
für  welche  die  Summe  der  Urdnungszahlen  — p und  das 
Product  dcrscllien  =</  ist,  erhält  man 

V~'l  (W  — 2?  — GP  + '(>)• 

Diess  folgt  an.s  ilen  Formeln  des  Artikel  80,  kann  aber  auch  direct 
bewiesen  werden,  llenii  sind  f/  = ü,  F = 0 die  Gleichungen  dcrsellicii 
von  den  respectiven  Graden  m und  n und  bildet  man  die  Bcstimmungs- 
gleichiiiigen  der  Pnnklc,  in  welchen  die  Ycrhiudungslinie  zweier  beliebi- 
gen Punkte  die  Flächen  schneidet, 

1^2 

\"'V  -f  + -y-.-  + etc.  = 0, 

1 f»— '2  |.  2 

K«V+  ^ + etc.  = 0, 

so  ist  für  jene  Gerade  als  eine  Linie  des  Systems  und  (rr, , .Tg,  .r,,  oTj) 
als  ihren  Iterührungspnnkt  zugleich 

U~0,  F=0,  JU~0,  JV=zO. 

Die  Substitution  dieser  Werthe  und  die  Elimination  von  A,  p giebt 
die  Bedingung,  unter  welcher  dieselbe  Linie  die  Curve  U — 0,  F = 0 
ferner  diirchschncidet , als  vom  Grade  {m  — 2)  (« — 2)  in  (x,,  a*,.  a’j,  j",) 
null  vom  Grade  (mn — 1)  in  (a'  | , x'^,  x\,  x'^).  Da  sie  aber  für  jeden 
Punkt  der  Linie  erfüllt  sein  muss,  so  wird  das  Resultat  der  Elimination 
von  a;'| , .i'j,  ar'j,  x\  zwischen  ihr,  den  beiden  Gleichungen  der  Linie 
JU  — 0,  z/F  = 0 und  der  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene 

+ a^x.^  + 03X3  + «j.r,  = 0 

von  der  Form 

77  (a|.r,  a,Xj  + <13X3  + 
sein,  so  dass  77  vom  Grade 

(m  — 2)  (w — 2)  -f-  [mn  — 1)  (m  -|-  n — 3) 

ist.  Die  Durchschnitte  der  Fläche  77  = 0 mit  ü = 0,  V =:  0 sind 
aber  die  Punkte  y und  ihre  Zahl  ist  also  für  m n = p,  mn  = q, 

~ i (p?— Op  + 10)- 

Ferner  ist 

R = H (p-2)  {?(p-3)  — 1}. 
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Beispiel  3.  Man  soll  die  Singiilariiatcn  der  ah  wickel- 
baren  Fläche  rinden,  welche  durcli  eine  Gerade  erzeugt 
wird,  die  eine  gegebene  Curve  stets  zweimal  schneidet. 

Die  Ebenen  dieses  Systems  sind  „Elieneu  duich  zwei  Linien"  des 
Originalsysleins,  so  dass  die  Klasse  dessellien  gleich  ;/  ist.  Die  (ihrigen 
Singularitäten  sind  die  reciproken  von  den  Singularitäten  des  Systems, 
dessen  Uüekkchrkante  x ist,  und  die  uhen  hercchnel  worden  sind.  Der 
Rang  des  Systems  oder  die  Ordnung  der  ahwickelharcn  Fläche  ist  daher 
durch  die  Formel 

2 R'  = '2  m {r  — 1)  — « — ‘iß 

gegeben. 

362.  Da  die  Ordnung  der  Heciproken  einer  Regel- 
fläclie  iinincr  der  Ordnung  der  Orig  iiia  I fl  A die  gleich 
sein  muss,  so  hat  die  Theorie  der  Heciprokalflcächen 
diese  lleduction  zu  crkl.Arcn. 

Wir  beginnen  mit  sjteciellcn  Fällen  dieser  Theorie,  um  so- 
dann allgemeine  Ergebnisse  darzuhieten , die  in  neuester  Zeit 
durch  eine  Untersuchung  von  Cayley’*^)  gewonnen  worden  sind. 

Die  Gleichung  der  Fläche  entspringe  aus  der  Elimination  des 
l’arameters  l zwischen  den  Gleicluingcn 

«(*  + + etc.  = 0.  oV  + äV->  + etc.  = 0. 

in  welchen  a,  a,  etc.  lineare  Functionen  der  Coordinaten  sind. 

Man  hat  p = k 1 al.s  Ordnung  der  entslehenden  Regel- 
ilächc;  sie  besitzt  eine  Doppellinie  von  der  Ordnung 

1)  (f‘— 2). 

in  welcher  dreifache  Punkte  in  der  Anzahl 
i(f*  — 2)  (ft  — 3)  (ft  — 4) 

existieren.  Die  Anzahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunijte  wird  ge- 
funden durch 

2/f  — I (ft  — 2)  (ft— 3)  (ft*  — 5fi  + 8) 
und  die  abwickelbare  Fläche,  welche  durch  sie  erzeugt  wird,  ist 
von  der  Ordnung 

2 Cu -2)  (ft-3). 

Man  findet  dann 

0 = 2 (.u-l).  h = ^{ft — 1)  (ft — 2),  X = 3 C“  — 2), 

(5  = 2 (fl— 2)  (ft  — 3): 


*)  Vgl.  „riiilosophical  Transactions“,  Vol.  CLHI,  1863,  p.  453 — 483. 
Der  Herausgeber  verdankt  der  Güte  ihres  Verfassers  die  rechtzeitige 
Keuntuiss  dieser  Abhandlung. 
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Werthe,  welche  mit  der  Tlieorie  fibereinstimmen , nach  welcher 
(Artikel  358)  die  Zahl  der  Kückkehrkanlcn  des  Tangentenkegels  um 
36  (,u-2)  - 3t 
und  die  der  Doppelkanten  um 

26  («  — 2)  (n  — 3)  — \k 

vermindert  werden.  Bei  der  Prüfung  der  Formeln  B)  muss  die 
Anmerkuii"  des  Artikel  357  (p.  514)  berücksichtigt  werden. 

Wenn  ferner  die.  Hegelfläclie  durch  eine  Gerade  erzeugt  wird, 
die  in  zwei  festen  Geraden  und  einer  Curve  von  der  Ordnung  ft 
sich  fort  bewegt,  so  ist  sie  von  der  Ordnung  2 ft  (Artikel  2Ü9P 
und  jede  der  beiden  Geraden  ist  vielfach  im  Grade  ft.  Nun  ist 
die  Wirkung  zweier  vielfachen  Linien,  welche  sich  nicht  durch- 
schnciden,  auf  die  Verminderung  der  Ordnungszahl  der  Becipro- 
kalfläche  nolhwendig  die  Summe  ihrer  Einzelwirkungen.  In  Folge 
dessen  sind  die  Formeln  des  Artikel  358  anzuwenden  und  man 
erhält  für 

P — f<  • « = 2 ft 

die  Beduction  der  Ordnungszahl  der  Reciprokalfläche 

~ 8ft  (fl  — 1), 

welches  eben  wie  cs  soll  die  Differenz  zwischen 
2ft  (2ft  — 1)*  und  2«  ist. 

. Man  muss  jedoch  bemerken . dass  die  fragliche  Hegelfläche 
eine  Anzahl  vielfacher  Erzeugenden  ausser  den  vielfachen  Direc- 
trixen  besitzt  (Artikel  211),  und  bat  zu  beweisen,  dass  diese  auf 
die  Ordnungszabl  der  Heciprokalfläche  keinen  Einfluss  haben  Ist 
X die  Anzahl  solcher  Geraden,  so  ist  der  Grad  des  Tangenten- 
kegels  um  21  kleiner  als  er  sonst  gewesen  sein  würde;  aber 
zugleich  ist  auch  die  Zahl  der  Hnckkehrkanten  dieses  Kegels 
um  6 1 kleiner  als  sic  sonst  gewesen  wäre.  Denn  es  ist  ge- 
zeigt worden , dass  die  Zahl  der  llückkehrkauten  um  das  Drei- 
fache der  Zahl  von  Punkten  vermindert  wird,  wo  eine  Doppel- 
linie die  zweite  Polarfläclie,  hier  von  der  Ordnung  (2 ft  — 2), 
durchschncidet;  da  aber  die  Directrixen  vielfache  Linien  in  dieser 
Fläche  vom  Grade  (ft  — 2)  sind,  so  haben  wir  das  Doppelte  dieser 
Zahl  von  (2 ft  — 2)  zu  subtrahieren  und  erhalten  2 als  die  Zahl 
der  Punkte  jeder  Doppellinie,  welche  die  Zahl  der  Kückkehrkan- 
ten  beeinflussen.  Da  nun  die  Zahl  der  stationären  Tangenlen- 
ebenen  nach  wie  vor  gleich  Null  ist,  so  bleibt  der  Grad  der  Re- 
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ciproken  des  Kegels  unvcränderl,  weil  gleichzeitig  der  Grad  des- 
selben um  eine  Anzahl  und  die  Zahl' seiner  Itückkehrkaulen  um 
das  Dreifache  derselben  Anzahl  vermindert  werden. 

363.  Wir  benutzen  für  die  allgemeine  Untersuchung  die 
Bezeichnungen  der  Artikel  200,  211,  so  dass  die  Ordnungen  der  Di- 
rectrixcurven  respective  ni,,  m.^,  etc.  sind  und  wollen  für  die  ent- 
sprechenden Rangzahlcn  die  analoge  Bezeichnung  r, , Cj,  etc.  hier 
einführen. 

Die  Untersuchung,  die  \^ir  hier  hinzufügeu,  hat  als  Haupt- 
zweck die  Bestimmung  der  Doppele urven  im  allgemeinen 
Falle,  also  die  Ergänzung  dessen,  was  im  Artikel  207  gelehrt  ist. 
Daun  ergiehl  sich  nach  dem  Vorigen  die  Anwendung  auf  die  Theorie 
der  Beciprokalilächen. 

Wenn  man  die  Begelfläche  betrachtet,  deren  drei  Directrix- 
ciirven  von  den  Ordnungen  m^,  m^,  sind,  und  jede  derselhcn 
nach  dem  Grade  ihrer  Vielfachheit  zählt,  so  bildet  man  die  Sumine 


Bß  (m,,  Wj,  »ij)  = OT|  — 1)  -j-  m.j.  (»ijW, — 1) 

4-  ^ ni^mj  — 1) 

= ^ (»ij/Hj  -j-  nij'iij  + »Cjmi  — 3). 

Soll  dagegen  jede  Erzeugende  eine  Curve  m,  doppelt  und 
eine  Curve  einfach  durchsclmeiden,  so  werden  die  aus  einem 
Punkte  der  ersteren  respective  beschriebenen  Kegel  von  den  Ord- 
nungen (m, — 1)  und  und  bestiinrnen  die  erste  Curve  als 
(m,  — Ijnijfach;  aus  einem  Punkte  der  Curve  geht  ein  Kegel 


nach  m^,  welcher  A,  oder  — 1) — ^2}  Ilt'PPcIkantcn 

besitzt,  so  dass  die  zweite  Curve  in  diesem  Grade  vielfach  ist. 
Dieselbe  Bildung  wie  vorher  giebt  nun 

DZ»  (m,*,  m.j)  = »I,  . I (in,  — ] ) hi,  | (hi,  — 1 iir,  — 1 J 

4-  Hi2.^  Hl,  (hi,  _ Jj  _ „I,  („I,  _ I)  _ _ 1 I 

= "»j  {s"*!  {’"i  — 1)  (”'i  ■”2)  (hi, — 3)  4-  Hl,  (m,  — 1)  (jH, — 2) 
— ^ [i  '«1  ("*t  - 1)  — J]  + } 


4-  «2  (hIj  — 1)  {i  Hl,  (hi,  — 1)  (hi,— 2)  4-  i "l|  (»"l— !}}• 

Die  Fläche  der  Linien  durch  drei  Punkte  bei  einer  Curve  m, 
zeigt  durch  die  Bemerkung,  dass  die  Zahl  der  Dojipeikauten  eines 
Kegels  vom  Grade  (m,  — 1) 
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= i w,  (w,  — ])  _ m,  + 2 - 
isl,  jene  Curvc  als  vieiracli  von  tieinselben  (irade  mul  daluT 
D/)  (hi,’)  = HI,  . I ||  Hl,  (hi,  — 1)  — hi,  + 2 — X 

(i  «»1  ("'i  - 1)  - w,  + 2 — — 1 1 

= i "'i  (">I  — 1)  ('«1  - 2;  { I (w,  - 3)  (hi,  — 4)  + w,  - 2 } 
— I Hi,r,  |(Hi,  — ])  (in,  — 2)  + 1 — ^'1  . 

Die  Uezeiclinung  der  Farloriellen 

n in  — 1)  (;i  — 2)  . . . (h  — i — 1)  = [h]‘‘ 
geslallel  diese  wie  die  folgenden  Formeln  etwas  bequemer.  Man  bat 

Bf)  (Hl,^,  Hl,)  = Hl,  |J  [hi,]<  + [hi,]’  - r«  ([„!,]’  _ 1)  + 

+ [w,]’  (i  [h,,]’  + i [Hl,]’). 

Bl>  (Hl,’)  = 1 [„,,]’  + [,„,]1  + i I ,„,]a  _ rj  ([„I, ]’+„,,)  + ’-l 

IHc  s|)eciellen  Werllie  von 

D/>(1,1,HI,.  D/^(1,  Hl,,  hi,).  DiO{l.HI,’) 

bildet  man  darnarb  leirbt. 

364.  Wenn  wir  die  llnrrbsrbnitts(innkle  einer  Curvc  hi,  initiier 
negelllarlie  belrarbten , welche  die  Direrlrixciirven  ih,,  hi,,  hi,  bat, 
so  gebt  dnrcb  jeden  dieser  Funkte,  deren  Anzahl  das  m^  fache  der 
nrdiinng  der  Itegelflache  ist,  eine  Cerade,  die  die  vier  Ciirveii 
Hl,,  Hl,,  iHj,  OT,  schneidet,  liezeicbnen  wir  dnrcb  G (hi,,  hi,,  hi,,  hi, 
ilie  Zahl  jener  Geraden  und  dnrrli  II  m^,  w,,  hij)  diese  Orduuiigs- 
z.iiil,  so  ist 

G (hi,,  hi,,  hij,  hi,)  = Hl,  . fl  (;n, , hi,,  hi,). 

Daraus  lolgen 

fl  (hi,  , W,,  Hl,)  — G Hl,  , Hl,,  Hl.,)  = Hl,  . fl  (1  , Hl,  , Hl,) 

= -G  il,  III,  , III,)  = Hljlll,  .fl  1 , ] , Hl,) 

= 111,111,.  fl  (1,  1,  J,  Hl,)  =zz  1113111,111,  .fl  (1,  ],  1) 
— W3llI,HI,  .fl  (1,  1,  1,  1)  = 2hI,HI,IH3, 

das  Itesnllat  des  Artikel  209,  und  damit 

G (w,.  Hl,,  HI3,  III,)  = 2 Hl,  Hl,  III3  IH,. 
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Ebenso  ist 

G (ot,’,  m.^,  Wj)  = m^m^G  (1,1,  w,*)  = . 7?  (1 , m*). 

Die  Beslimmiing  der  Zalil  von  Geraden,  welche  zwei  Gerade 
einfach  und  eine  Curve  Ordnung  zweifach  schneiden,  lässt 
sich  an  dem  Fall  der  ehenen  Curve  dieser  Ordnung  erläutern. 
Die  Ebene  der  Curve  schneidet  die  beiden  Geraden  in  zwei  Punk- 
ten, deren  Verbindungslinie  mit  der  Curve  m,  Punkte  gemein 
hat  und  die  daher  ^ »i,  (w,  — i;  Gerade  vertritt,  welche  die  bei- 
den Geraden  einfach  und  die  Curve  zweifach  schneiden.  Ausser- 
dem geht  durch  joden  Doppelpunkt  der  Curve  eine  Gerade  dieser 
Art  und  die  gesuchte  Zahl  ist  daher  in  diesem  Falle 
G (1 , 1 , m,*)  = Aj  -f  ^ m^  (m^  — 1) 
und  daher  allgemein  nach  der  .Anzahl  der  scheinbaren  Do|>pel- 
piinkte 

A,  = I m,  (m,  - 1)  _ , 


G (1,  1,  m,*)  = m,  (m,  — 1)  — . 

Also  auch 

G (m,'*,  »I.,,  wjj)  =:  -^«ii  («i,  — 1)  — ‘ 

Eine  ähtdichc  lictrachlnng  ffdut  noch  zur  Besliinniung  von 


G (»71,2, 

Sind  beide  Curven  eben  und  A,,Aj  die  respertiven  Anzahlen 
ihrer  Doppelpunkte,  so  schneidet  die  Schnittlinie  beider  El)enen 
die  Curve  w^  in  7»,,  die  Curve  /u.j  in  m.,  Pini^kten,  sie  ist  also 
als  Vertreterin  von 


^ 777,  (777,  — 1)  . 4 777 j (,„.j  — 1) 

Geraden  zu  betrachten,  die  die  Curven  Je  zweimal  schiieiden;  zu 
ihnen  kommen  die  A,  Aj  Linien,  wclclic  die  Doppelpunkte  der  einen 
mit  denen  der  andern  Cnrve  verbinden;  man  hat  also  nach  den 
Werlhen  von  A,,  A.^  für  räumliche  Curven 

G (777,-,  777j*)  = 4 777  , 777j  (777  , — 1 ) (m.j  — 1)  _ ^ ^ (m^  — 1) 

'■j  1 I '’l''-’ 

— 2 "’i-  1)  + -4-'- 

365.  Für  die  Ermittelung  der  Ausdrücke  für  G (1,  7«,'’)  und 
G (»77, ■‘)  dienen  gewisse  Functionalgleiclningen,  welche  die  Aus- 
drücke G erfüllen  müssen.  Wenn  die  Curve  777,  durch  das  System 
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zweier  Curvcn  m, , m,' ersetzt  wird,  so  tritt  an  Stelle  von  r,  die 
Summe  von  (r,  + r,').  Bezeirlinet  G (m,)  dann  eine  der  Func- 
tionen G (m,,  m,,  wjj,  m^),  G [m^,  Wjj,  G (w,,  m^),  so  ist 
immer 

a)  G imj  -J-  /«,')  = G (ni,)  + G («!,'). 

Ebenso  ist  für  G (W|*)  als  Vertreter  von  G (»i|%  m^), 

G (mj*,  m^) 

b)  G [(m,  -f  OT,')*]  = G (m,*)  + G {m^,  m,')  G (m,'’); 
für  G (m,^)  als  Vertreter  von  G (hi,'’,  Wj) 

c)  C[(»i,  -}-Hi,')®]  = G(m,^)  -f  G(hi,*,OTi')  -j-  C(;h,,hi,'*)  + 
und  endlich 

d)  G [(hij  -f-  Hij')’]  = G (m^')  + G m,’,  hi,')  -f  G (hi,^  hi,'’) 

+ G (hi,,  hi,'*)  + G (m,'<). 

Man  kann  diese  Gleichungen  durch  die  gegebenen  Mertbe 
bestätigen;  sie  führen  aber  zur  Uestimmuiig  der  G Formeln  unter 
der  Voraussetzung,  dass  diese  Zalilcii  als  Functionen  der  m und  r 
allein  erscheinen  müssen.  Denn  die  Gleichung  a)  ist  von  der 
Form 

<p  (hi,  -1-  Hl,')  = 9 (m,)  -I-  <p  (hi,'), 
und  die  allgemeine  Lösung  derselben  ist 

tp  (hi,)  = OHI,  -f  /3.  r,: 

die  Gleichungen  b),  c)  und  d),  die  respeclive  vorau.ssetzen , dass 
G (hI|,  hi,'),  G (hi,’,  hi,')  und  G (m,,  hi,'’),  G (hi,''’,  in,')  und 
C (hi,’,  hi,'’)  und  G (ni,,  Hl,'’)  bekannt  seien,  sind  von  der  Form 
(p  [hi,  -F  hi,')  = 9PHI,  -f  qDHi,'  -f-  funct.  (m,,  m,') 
und  aus  einer  particulären  Lösung  ergiebt  sich  daher  die  allge- 
meine Lösung  <p  (hi,) ^durch  Addition  von  (am,  -J-  |3r,). 

Wir  bestätigen  zunächst  den  vorher  gefundenen  Ausdruck 
für  C (1 , 1 , Hl,'-’). 

Bezeichnet  G {m^•)  eben  den  fraglichen  Ausdruck,  so  ist 
G (hi,,  hi,')  der  Ausdruck  für  G (1,  1,  m,,  m,'),  somit  gleich 
2»>iiHi,'.  Also  ist 

G [(hi,  m,')’]  — G (hi,'-’)  — G (m,'’)  = 2Hi,m,' 

und  diess  ist  durch 

G (m,’)  = HI,  (m,  — 1) 

befriedigt,  so  dass 

C (1 , 1 , Hl,’)  = m,  (m,  — 1)  -F  «m,  -F  ßr^ 
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sein  muss.  Ist  aber  die  Curvc  w,  ein  System  von  m,  Geraden, 
so  dass 

m,  = m, , Tj  = 0 

ist,  so  wird 


G (1,  1,  m,*)  = («1  — 1) 

und  für  die  Curve  als  einen  Kegelschnitt,  oder  m,  =2,  r,  = 2 
ist  G (1,1,  m^‘)  = 1 : daher  sind  a = 0,  ß = — ^ die  Wertlie 
der  Constanten  und  man  erhält  wie  im  Artikel  364 


X G (1 , 1 , OTi*)  ==  m,  (m,  — 1)  — ^ • 

Bezeichnen  wir  ferner  G (1,  >»,*)  durch  G so  stehen 

G (»«,*,  m,'),  G (nii , OTj'^)  für  G (1,  m,')  und  G (1,  »ij,  m/*), 

deren  Werthe 

= TO,'  |m,  (ot,  “ 1)  — y}  ““d 
= m,  1)  _!1| 

sind,  und  wir  haben 

G [(m,  + - G {».,*)  — G (m,'3) 

= m,'  |m,  (m,  “ 1)  ~ y}  + «i  {'”i'  K'—  “ '2  }’ 

eine  Gleichung,  die  die  parliculärc  Lösung 

G (V)  = i»»i  (»»1  — 1)  («i  — 2)  — wi  Y 

zulässt.  Es  ist  also 

G (1,  OT,*)  = I m,  (m,  — 1)  (m,— 2)  — «i  ^ + “'"1  + <*''«• 

Für  ein  Liniensystem  oder  m,  = 0,  = 0 ist  nun 

G (1 , m,ä)  = OT,  (m,  — 1)  (m,— 2) 

und  für  eine  gewundene  Curve  dritter  Ordnung,  oder  = 3, 
r,  = 4 

G (1,  m,3)  = 0. 
also  a ==  0,  = 1 und  somit 

G (1,  m,3)  = CT,  (m,  — 1)  — (oti  — 2) 

366-  Daraus  ergeben  sich  die  Werthe  für 

G (CTj3,  m,'j , G (/n,^,  »»,'*)  und  G (m,,  m/*), 

nämlich 

Salmoii,  Anal.  Geom.  d.  Kaume».  li.  34 
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'"i'  (i  "'I  (”'|  — 1)  — 2 } 

i m{  1)  {m,  {««,—  1)  ~ y}  ~ {"'i  ("'i 

'"i  {i  ”'i'  (»'i'—  i)  — y}  ("'i'— 2): 
daraus  also  als  die  Summe  dieser  (irösseii  der  Werlb  vou 
C [(w,  + »!,')<]  — G (m,<)  — G (/«,'♦) 
und  ilem  eiiLsprechcnd  die  allgemeine  Aidlösung 

G (w/)  = >«i  ('«1  — 1)  ("'i  — 2)  (wii  — 3) 

— y ”'i  {4  (”'i  — 1)  — 2}  + ^ + «OTi  + /S'-i- 

Zur  Bestimmung  der  Constauteii  liemerkeii  wir,  dass  für  ein 
System  gerader  Linien  oder  »i,  = wi, , r,  = 0 sieh 

G (mj')  = ~ ;h,  («I,  — 1)  (m,  — 2)  (»«,  — 3)  + 

ergehen  muss , also  « = 1 ; während  für  einen  Kegelschnitt  oder 

wii  =2.  r,  = 2,  G (hi,^)  = 0 sein  muss,  so  dass  ß = — 

4 

ist.  Daher  ist 

G {m^*)  ==  ni,  (»1,-1)  {»»,  — 2)  (w'i  — 3)  + »I, 

— {2/«i  {>«1  — 1)  — 8»ii  + 22  — r,|. 

Unter  den  s|ieciellen  Fällen  dieser  Formel  ist  die  l'.urve  der 
Ordnung  pq,  welche  der  vollständige  Durchschnitt  zweier  Flächen 
von  tleii  Ordnungen  p und  <j  ist,  und  für  die  daher 

ri  = P<i  {P  + 9 — 2) 

ist.  (Artikel  80).  AVir  haben  bereits  im  Artikel  321  von  ganz 
anderen  Betrachtungen  aus  dasselbe  Ergehniss  gefunden,  welches 
der  Vollzug  dieser  Substitutionen  in  die  jetzt  erhaltene  allgemeine 
Formel  liefert. 

Sei  ferner  die  Ciirve  auf  einem  einfachen  Hyperboloid  ge- 
legen und  ihre  Ordnung  m^  = p q,  wo  p tmd  q die  An- 

zahlen der  Punkte  hezeiclmcn,  welche  sic  mit  <leii  Erzeugenden 
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der  ersten  und  zweiten  Art  rcspeelive  gemein  hat,  so  ist  r,  = 2/«/ 
und  man  flndel 

C ("'i-*)  = (P— 3)  + «?(?—!)  (?— 2)  (?-3)} 

- 2?  (p-l)(p-2)  (p-3)  - 2/>(y-])(y-2)[y-3). 

Die  Formel  ist  anwendbar  auf  die  Fälle  p = y = 1,  oder 
den  Kegelschnitt;  auf  die  Curve  dritter  (Ordnung  p=i,  q=^‘l\ 
die  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 
p = q z=  2',  die  Curve  vierter  Ordnung  aus  der  Fläche  dritter 
und  der  zweiter  Ordnung  p = \ , q = \ die  (airvc  fünfter 

Ordnung  aus  denselhen  Flächen  = 2.  9 = 3 und  die  Curve 
sechster  Ordnung,  welche  aus  ihnen  als  vollständiger  Schnitt  her- 
vorgeht. Sie  liefert  für  alle  diese  Cürven  den  Werth  Null,  wie 
es  sein  muss,  und  ist  auf  alle  Curven  höherer  Ordnung  auf  dem 
Hyperboloid  nicht  anwendbar,  da  bei  diesen  die  Erzeugenden  des 
Hyperboloids  selbst  unendliche  Schaaren  solcher  Ceradeu  gehen, 
die  also  nicht  in  bestimmter  Anzahl  existieren. 

Zudem  liefert  die  nämliche  Uetrachtiing  die  .\nzahl  der  dop- 
pelten Erzeugenden,  welche  der  Ilegellläche  angehören  und  damit 
theils  Bestätigung,  theils  Ergänzung  des  im  Artikel  211  Gegebe- 
nen. Man  hat  olTenbar 

DC  (wi,,  m.,,  wij)  = G m.^,  Wj)  G {m,,  m.^, 

+ G 

DG  (»I,*,  wi.^)  = 3G  (w|*,  J«.^)  -|-  C 

LG  (wi|®)  = 6G  (»1,^); 
also  durch  Einsetzen 

^ DG  (w, , w/.j,  = W|  (>«,  -F  m.^  — 3) 

- i - m.^m^ 

nur  iler  Form  nach  verschieden  von  d<;m  Ilesultate  des  Artikel  211. 

Sodann 

DG  (»),■•*,  Hjj)  = »ij  (/«i  — 2)  (wi,  — 1)  — ~2^'| 

+ »<j  ("»2  — 1)  "h  ('"i  — 1)  — ^'  } — *2  ~ ~ 2 )’ 

DG  (m,^)  = m^  (»n,  — 1)  (m,  — 2)  (»ij  — 3)  + 6«ii 

— Y ~ + 33  — • 

34* 
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Insbesondere  also 

DG  (1,  1,  mj  =m,  (wi  — 1)  — Y’ 

Tj  ^2 

DG  (1,  m,,  m-i)  = (»«i  + — 1)  — 

DG  (1 , m,*)  = |m,  (ffii  - 1)  — ^ } (w,  — 2). 

Für  Curven  dritter  Ordnung  ist  also  beispielsweise 
DG  (3,  3.  3)  = 108.  DG  (3l  3)  = 10.  DG  (3^)  = 0. 

DG  (1 , 3,  3)  r=  24  , DG  (1  , 3’)  = 0. 

367.  Bei  der  Untersuchung  der  vorigen  Artikel  sind  über- 
diess  die  folgenden  speciellen  Fälle  der  Bestimmung  der 
Ordnung  einer  Regelfläcbe  mit  erhallen  worden 

R (m,^  m^)  = mj  |mi  (m,  — 1)  — y}’ 

R (,„,3)  ==  ,„i  K — 1)  - -^'1  (m,— 2). 

Man  bat  speciell 

R (1,  = m,  (m,— 1)  — Y> 

für  die  Curvc  dritter  Ordnung  = 4- 

Setzt  man  die  Curve  als  auf  einem  Hyperboloid  gelegen  vor- 
aus, so  dass  »»1  = /)  -|-  ?,  r,  = 2pg  ist.  so  wird 

R (m,3)  = iP  (/>  — 1)  (p-2)  + H (7-1)  (7  — 2): 
die  Fläche  ist  das  {|  p(p-l)  (p-2)  + i 7 (?-l)  (7-2)}  fach 
^ zu  zählende  Hyperboloid.  Ist  die  Curve  ein  Liniensystem,  oder 
m,  = «1,  r,  = 0,  so  ist  ^ 

R (m,3)  = m^  (>»1  — 1)  (»I,— 2): 

die  Fläche  ist  von  den  ^ m,  (m,  — 1)  («.,—2)  HyperboloWcn  ge- 
bildet, welche  aus  den  möglichen  lernen  dieser  Linien  ent- 
Sieben  können. 

Ist  die  Curve  der  vollständige  Durclischnitl  zv\cicr  Fläclien, 
also  m,  = P7.  r,  = p?  (p  -F  ? - 2) , so  erhält  man  dieselbe 
Formel  für  die  in  Bede  stehende  Ordnungszahl,  wie  sie  im  Arti- 
kel 320  durch  direcle  Untersuchung  hergeleitel  worden  ist. 

Ist  sie  ferner  von  solcher  BeschalTenheit,  dass  zwischen  den 
Coordinaleii  jedes  Punktes  in  ihr  die  Relationen 
a',  : Xj  : aTj  : X,  = -4  ■ B : C i R ^ 
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bestehen,  wo  J,  B,  C,  D rationale  ganze  Functionen  eines  Pa- 
rameters (0  sind,  so  kann  ebenfalls  die  aus  den  dann  geltenden 
Wertlien  A = ^ (m  — 1)  (m  — 2)  und  r,  = 2 (w — 1)  hervor- 
gehende Formel 

Ä (m3)  = 1)  2)  (»1  — 3) 

direct  bestätigt  werden.  Wenn  man  die  Gleichung  einer  Ebene 
|,a:,  -t-  -f  Ijarj  + l^ar,  = 0 

80  bestimmt,  dass  drei  der  Schnittpunkte,  welche  sie  mit  der 
Curve  erzeugt,  iu  gerader  Linie  sind,  so  erhfdt  man  zwischen 
den  I eine  Gleichung  eines  gewissen  Grades,  welche  die  Gleichung 
der  Regelfläche  in  Ebenencoordinaten  ist;  jener  Grad  ist  die 
Klassen-  und  somit  auch  die  Ordnungszahl  der  Regelfläche. 

Ist  nun  0)  aus  der  Gleichung 


1,^  + = 0 

bestimmt , so  sind  die  Wurzeln  u, , Uj a>„  derselben  die 

den  Durchschnittspunkten  der  Ebene  und  der  Curve  entsprechen- 
den Parameter,  und  wenn  drei  unter  ihnen  in  gerader  Linie, 
d.  h.  mit  einem  willkürlichen  vierten  Punkte  I3',  J/)  in 

einer  Ebene  sind,  so  ist 

I.'.  Sz'.  I/, 

> ^1»  > ^1  Q 

A2,  C2 , D2 

B^,  C3 , D3  I 

Rildet  man  dann  das  Product  TI  aller  den  möglichen  Temen 
der  m Wurzeln  entsprechenden  Gleichungen  dieser  Art,  so  ist 
dasselbe  in  Rezug  auf  alle  Wurzeln  symmetrisch  und  die  darin 
erscheinenden  symmetrischen  Functionen  derselben  können  durch 
ihre  Werthe  in  den  Coeflicienten  ersetzt  werden;  man  erhält  also 
die  verlangte  Relation  zwischen  den  Sic  enthält 


^ »»  (m  — 1)  (m  — 2) 

Glieder,  wovon  ^ (»1  — 1)  (m  — 2)  die  Functionen  A,,  B^,  Ci,  J>i 
der  Wurzel  w,  enthalten;  die  Form  von  U ist  daher 


Sz'.  I3'.  I4') 

oder  nach  der  Substitution 


(o),,  (Wj,  1) 


(«1'.  I,'.  I3'.  (5l.  Sz.  I3. 

Die  obige  Determinante  ist  nach  ihrer  Form  durch 


Digiiized  by  Google 


5:?!  — 


(fi)| — to.,)  (d);  — w.,)  (W|  — ojj),  (las  l'roducl  fJ  also  durcli 

n (M| W.^1  (w,  Wj)  (Wj--&)3) 

tlieilhar,  und  da  diess  l’roducl  ^ wi  (m  — 1)  [m  — 2)  lineare  Fac- 
loreii,  mul  das  I’roduct  der  Diirereiizeiuiuadrale  der  Wurzeln 
m {m  — 1)  lineare  Facloren  enlliäll,  so  dass  nach  den  Geselzeg 
der  Disrriiniiianten 


J» 


-n* 


— (to,— W3)  (u.^  — w.,)  = (J,.  gj,  I3,  ||) 

ist,  so  hleiht  nach  Unterdrückung  dieses  Factors  Fl  von  der' Form 

, y,  ,,  [W]’  ft  t t t [>«—!]* 

(fl  > fl»  63»  Sl  J (fl  > f'l»  S3>  fl) 

Fernei-  verschwindet  die  nelerminanlc  fnr 


I1'.  I/.  I3'.  1;  = Ml.  ß.»  <?.,  -Pi).  Ml»  -Pi»  P-i»  -P2). 

> ^3  • ^'3  ’ ^3)  > 

lind  das  l’roducl  TI  eiilhrdl  daher  l'criier  den  Factor 

(irii  + üh  + 1/I3  + 


so  dass  endlich  U als  von  der  Form 


dl 


I2  > I3 . Si) 


i[m— Ij 


iihrig  hleiht  und  der  Grad  der  Flegellläche  also  -j^  |»i  — ist. 

Iiass  in  der  That  für  diese  Giirve  die  Zahl  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  = {m  — 1)  (m  — 2)  sei,  bestätigt  die  folgende 
Untersuchung.  Angenonmien  eine  Gerade  durcli  den  Punkt 
I,  =:  Ij  = = 0 liabe  mit  der  Curve  zwei  Punkte  von  den 

Parametern  ci,,  gemein,  so  sind  diese  durch  die  Gleichungen 


bestimmt.  Schreibt  man  diese  in  der  Form 


.t|  /?,  — ^1  ^2  ^2  ^1  ^ 

0),  »2  ’ W|  — Wj 

und  behandelt  die  l’arameler  als  Coordinaten,  so  gehört  jede  die- 
ser Gleichungen  zu  einer  Giirve  der  Ordnung  2 (»1 — 1),  die  je 
einen  im  — ])  fachen  I’unkt  in  den  unendlich  entfernten  Punkten 
der  Achsen  hat.  Die  Zaiil  ihrer  Scimittpunkte  ist  somit 
==  4 (m— 1)2  — 2 (m-l)2  = 2 (m-l)2, 

und  sie  besteht  aus  den  gesiiclilen  und  den  m (m  — 1)  fremden 
l’unkten,  für  welche  = 0,  .4^  = 0 und  für  welche  Wj==a),^ 
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ist;  die  Zahl  der  scheinbaren  l)i>|)(>el|innkle  isl  daher 
^ = ^ (;«  — 1)  (m  — 2). 

Kndlich  kann  auch  R (1,  m*)  für  diese  Curve  direct  liesliniinl 
werden;  cs  ist  die  Zahl  der  Cicraden,  welche  zwei  gegebene  Ge- 
rade a-,  = a-j  = 0,  a-j  = ar,  = 0 und  die  Curve  selbst  zwei- 
fach durchschiieiden.  Man  hat  für  sie  die  Bedingungen 

dl  ^ 

und  kann  sie  in  der  Form 


dl^U—dldl  = 0 ^1^2  ^2^1  _ Q 

0)|  — a>2  ’ tOj  — «»2 

sclireihen  und  u, , Uj  als  Coordinaten  behandeln.  Die  Zahl  der 
Schnitlpunkte  beider  Curven  ist  2 (»i  — 1)^  und  die  Zahl  der  frag- 
lichen Geraden  oder 


R (1.  m*)  = (m  — 1)2. 

368.  Wir  kommen  nun  zur  Untersuchung  der  Knoten- 
linicn,  welche  die  Itegelflächcn  ausser  den  vielfachen  Leitcurven 
und  den  doppelten  Erzeugenden  besitzen  können.  Die  directe 
Bestiininuug  ihrer  Ordnungen  kann  in  den  Fällen  der 

R (1.  »«p  »«2)  ^ {!•  "•!*) 

geleistet  werden.  In  den  allgemeineren  Fällen 

R (m,,  m,,  m^),  R »ij)  und  R (wi*) 
führt  eine  indirecte  Untersuchung  zürn  Ziel. 

Bezeichnen  wir  die  gesuchte  Ordnungszahl  im  ersten  Falle 
durch  D (1,  mp  m^)  — im  zweiten  durch  D (1,  m,*)  — und 
denken  durch  die  geradlinige  Directrix  eine  Ebene  gelegt,  welche 
die  erste  Curve  in  »ip  die  zweite  in  m.^  Punkten  schneidet,  so 
sind  die  Geraden,  welche  einen  Punkt  der  ersten  Gruppe  mit 
irgend  einem  der  zweiten  verbinden.  Erzeugende  der  Begelfläche 
R (1 , »I, , ntj)  und  ihre  Schnittpunkte  sind  Punkte  der  Doppel- 
curvc  D (1,  »ip  m.2),  an  Zahl  = 2.  ^m,  (mj — 1)  (m2  — 1). 

Diese  Zahl  wird  zur  Ordnungszahl  der  Döppelcurve  ergänzt,  wenn 
man  die  a Punkte  noch  hinzufügt,  welche  der  geraden  Directrix 
selbst  in  der  Döppelcurve  angehören.  Dann  ist 

D (1,  »Ip  »ij'l  = ^ wij  (m,  — 1)  »I2  (nij  — 1)  -f  (I. 

Jene  Punkte  a sind  unter  den  Rückkehrpunkten  in  der  ge- 
raden Directrix,  deren  Gleichungen  x,  = Xj  t=  0 sein  mögen; 
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da  sie  eine  m,  mj  fache  Linie  ist , so  ist  die  Gleichung  der  Regel- 
lläche  von  der  Form 

{A,  ...  = 0, 

wenn  A,  . . . Functionen  der  Coordinateu  vom  Grade  m,  »ij  sind. 
Daher  ist  die  Zaid  der  Rückkchrpunkle  in  jener  Directrix 

= 2 «1  mj  {m^m^  — 1) ; 

aber  diese  Zahl  besteht  aus  vier  verschiedenen  Summanden, 
nämlich  der  Zahl  a der  Punkte,  in  denen  die  Gerade  die  Do|>pel- 
curve  schneidet,  der  Zahl  der  Punkte,  in  denen  sie  die  Regel- 
Häche  R (m,^  und  der  Zahl  derer,  in  denen  sie  die  Regcl- 

fläche  R {m^,  endlich  der  Zahl  derer,  in  denen  sie  die  ab- 

wickelbare Fläche  {m^ , m^)  schneidet.  Die  /weite  und  dritte  unter 
diesen  Zahlen  sind 

R (m,2,  OT.J  = ffij  |m,  (m,— 1)  — ^|, 

R (m,.  mj*)  = mj  |»i,  K— 1)  — 

die  Ordnung  der  abwickelbaren  Fläche  ist*) 

S = OTj  r,  -j-  OT,  r, , 
und  man  findet  daher 


*)  Cayley  a.  a.  O.  p.  482  sagt  znr  Erläuterung  und_  Demonstra- 
tion Folgendes;  Die  Schnittcurvc  zweier  Flächen  von  den  Ordnungen 
p und  7 ist  von  der  Klasse  p?  (p  + ? — 2)  oder  pq  {q  — 1)  qp  (p  — 1); 
reciprok  ist  die  gemeinsam  nmgeschriebene  Ahwickelnngsflächc  zweier 
Flächen  von  den  Klassen  p und  q von  der  Klasse  pq  und  der  Ordnung 
P7  (?  — 1)  "F  ?P  (P  — !)■  Ebenso  wie  eine  Fläche  p'"  Ordnung  in  eine 
Abwickelungsfläche  p'"  Ordnung  degeneriert,  wird  die  Fläche  p*"'  Klasse 
in  eine  Curve  dieser  Klasse  übergehen;  von  Singularitäten  abgesehen, 
ist  dann  ihre  Ordnung  c=  (p — 1)  p.  Ersetzt  man  nun  p und  p (p  — 1) 
durch  r,  und  in,,  und  ebenso  q und  q (q  — 1)  durch  r,  und  »1^,  so  erhält 
man  (m,  r,  -|-  m,r,)  als  Ordnungszahl  der  Abwickelungsflächc,  die  von 
den  Tangentenebenen  der  Curven  von  den  Ordnungen  m,  und  04 
erzeugt  wird;  dabei  ist  als  Taugentenebene  der  Curve  jede  Ebene  be- 
trachtet , die  eine  Tangente  derselben  enthält  und  der  Durchschnitt 
zweier  auf  einander  folgender  Tangentenebenen  ist  eine  Erzeugende 
der  Abwickelungsfläche  S (m,,  m,).  Er  bestätigt  diese  Raisonnement 
dann  noch  durch  die  Betrachtung  des  Falles  zweier  ebenen  Curven  von 
den  Ordnungen  ra, , m,  und  den  Klassen  r, , r,.  Sind  die  Curven  iH| , n, 
die  Durchschnitte  von  Flächen  der  Ordnungen  m,  n;  p,  q respective,  so 
hat  man  mnpq  ('«  + n p + J — 4)  als  Ordnung  der  Developpabeln, 
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a = m,»ij  (ffijfnj — 1)  — »IjOT,  (»Ij  — 1)  “ »iimj  (»ij — 1) 

= m,  (mj  — 1)  nij  (m.^  — 1) 

und  die  Ordnungszahl  der  Doppelcurve 

D (1,  m, , mj)  = l m^m^  (m^  — 1)  (m^  — 1). 

Sodann  für  die  Fläche  Ä (1,  m,*).  Wir  denken  durch  die 
gerade  Dircclrix  eine  Ebene,  welche  die  Curve  m,  in  m,  Punk- 
ten sciineidet.  Denken  wir  irgend  vier  dieser  Punkte,  so  liefern 
die  drei  Paare  gerader  Linien,  die  man  zwischen  ihnen  zieht, 
drei  Punkte  der  Doppelcurve  und  wir  erhalten  so 

^ m,  (m,  — 1)  (»I,  — 2)  (m,  — 3) 

Punkte  derselben  in  jener  Ebene.  Ausserdem  liegen  a Punkte 
derselben  in  der  geraden  Directrix  selbst  und  daher  ist 
D (1,  m,2)  = i [m,]*  4-  a. 

Die  Punkte  a sind  unter  den  Rückkehrpunkten  der  Fläche, 
die  in  der  geraden  Directrix  liegen.  Stellen  wir  diese  durch 
X,  = oTj  = 0 dar,  so  ist  wegen  der  Vielfachheit  derselben  im 

Grade  [»«i*]  — ^ | die  Gleichung  der  Regcifläche  von  der 
Form 

(^,  ...5x,,  = 0. 

wo  A,  . . . Functionen  der  Coordinaten  vom  Grade  ^ [w|]*  sind; 
die  Zahl  der  Rückkehrpunkte  in  jener  Linie  ist  daher 

2.'i  W*  {i  KP-i  _ 

==  (m,  — 1)  (m,  — 1)  “ 1 “ y} ' 

Sie  besteht  aber  aus  drei  Summanden,  nämlich  dem  Dop- 
pelten von  <1,  dem  Dreifachen  der  Zahl  von  Punkten,  welche  die 
gerade  Directrix  mit  der  Regelfläche  R und  der  Zahl  der- 


weil r,  = »I » (in  -f-  n — 2)  und  r,  = pq  {p  -{■  g — 2),  m,  — mn,  m^  = pq 
siild.  (Vergl.  Artikel  322.) 

Die  Curve  nt,  Ut  r,  fach  und  m,  ist  r,  fach  in  der  Fläche  und  die 
Klasse  derselben  mr,r,.  Es  ist  nicht  schwer,  die  Zahl  ihrer  Wendungs- 
beriihrebonon  und  ihrer  dreifachen  TaDKentenebenen  , sowie  die  Ord- 
nungen ihrer  Rückkehr-  und  Doppelcurve  zu  bestimmen. 
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jeiiigeii  l'iiiikle,  welche  sie  inil  der  abwickelharcn  Fläche  S {»»,*) 
gemein  hat.  Da  nun  jene  Anzalil  als  die  Ordnung  der  Itegeinäche 
B («,,») 

= h "'i  — 1)  (”'i“2)  — y (»»|  — 2) 

und  die  Ordnung  der  hezcichnetcn  ahwickelharen  Fläche  nach 
Ai'tikel  361,  Beispiel  3,  wegen  /3  = 0 

a 

= m{r—A)  — —, 

also  weil 

r = m [m  — 1)  — 2h,  — = n — m = Zm  [m  — 2)  — 6 A — m 

(Artikel  66) 

= r,  (w,  — 3) 

ist,  so  finden  wir  nach  leichter  Beduction 

2«  = i ["'i]’  + ['«i]®  — Y (C"<i]’  — '"i)- 

und  also 


D (1.  m,'*)  = i m,  (m,  — 1)  (m,  — 2)  {3  (»i,— .3)  + 1} 

— -^('"1-2)==  (3m,— 5)  — r,}. 

Man  erhält  noch  für  die  gesammten  vielfachen  Linien  der 
Fläche  an  l,eitlinien,  Erzeugenden  und  Doppclcurvc  die  Summen 

(DC  + DZ)  + D)  (1,  m, , Wj)  = 2D  (1 . m, , ni-J 

■ XJ  2 t 

(DG  + DD  + L)  (1,  m,2)  ==  2’L  (1.  m,"l 

= ^ ('»1  + 1)  "'i  (»'|  — 1)  {'«1  — 2)  — Y {4m,*—  14  — r,^. 

Bezeichnet  B die  jedesmalige  Ordnung  der  Regellläche,  so 
kann  man  schrcihen 


,^D  (1,  JH,)  = ^ Z?*  — B 


m,  Cj  + mjC, 


,S:D  (1,  m,*)  = ^ Ä*  — ZZ  - -Tl  (m,  -^). 

369.  Um  die  Ordnungen  der  Doppelcurven  der  Re- 
gciriächen  B (m,,  mj,  »I3),  B (m,^,  mj),  B (m,*)  zu  hesümmcn, 
bedienen  wir  uns  einer  ähnlichen  Funclionaluntersuchung  wie  im 
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Artikel  365.  Wir  beziehen  sie  auf  die  Suniuieii  der  Ordnungen 
aller  Doppellinien  der  Fläche  .TD  (»ij,  m.^,  mj],  etc. 

Bezeichne  R (m,)  eine  der  Begelflächen  R (;«|,  m.,,  m^), 
R [m^,  m./)  und  angenommen,  dass  an  Stelle  der  einfachen 
Curve  die  zusammengesetzte  Curvc  (mj  + m^')  trete,  so  zer- 
fällt R (m,  4-  in  die  negelllächen  R (>«,'  und  R (m,')  und 
ihr  Durchschnitt  ist  ein  Glied  der  Summe  .äTD  («i,  + w/),  so 
dass  für  R (»i|),  etc.  als  Vertreter  der  Ordnungszahlen  der  be- 
treffenden Rcgelllächen 

£H  (;«j  m,')  = .ZD  (>/),)  -|-  .i'D  (m,')  -|-  R (»i,)  . R (/»,') 

ist;  und  ebenso  hei  der  Anwendung  von  R M für  R II1 1) 

£D  [:m,  -|-  »!,')*]  = .ZD  -f-  .i'D  («I, , tn^')  (vii^) 

-t-  Cj  (m,*),  R m{),  R 

wenn  die  Summe  der  Combinationen  zu  zweien  aus  den  ein- 
geschlossenen drei  Grössen  bedeutet.  Endlich  ist  ebenso 
.2'D  [(m,  -}-  W|')^]  = .ZD  (»I,®)  -f  .TD  (m,*,  m^']  -f-  .TD  (m, , w,'®) 
-t-  £J>  (;»/3)  + c.,  {R  (m,»).  R m{).  R (m,,  »«,'*),  R (».,'»}. 

Setzen  wir  nun  voraus,  wie  es  den  schon  erhaltenen  Ergeb- 
nissen gcmä.ss  ist, 

^■D  = 4 Ä*  — Ä -I-  9). 
so  ergeben  sich  nach 

R (r/i|  m^')  z=  R (;«j)  -f-  R (oij'),  etc. 

aus  den  vorigen  Gleichungen 

V (">i  + »'i')  = ('«1  ) + ("'i')' 

q>  (m,  + m,'P  = <p  (m,*)  9 (m, , m,')  + <p 

<P  i»h  + »'1')®  = 9 ("»1’)  + 9 '«lO  + 9 ('»1.  "'/*)  + 9["h'^)- 
Sie  sind,  wenn  man  in  der  zweiten  9{m^,  m,')  und  in  der 
dritten  q>  «ij')  und  <p  (»«j,  m^"^)  als  bekannt  voraussetzt,  alle 
von  der  Form 

f [m^  -f-  »)/)  — /■(»!,)  — f {m^')  = Funct.  (m,,  »«,'), 

so  dass  aus  einer  bekannten  spcciellen  Lösung  die  allgemeine 
Lfisung  durch  Addition  von  (am,  -f-  /Sr,)  erhalten  wird,  so  lange 
man  voraussetzt,  dass  f (m,)  als  abhängig  von  der  Curve  m,  eine 
Function  von  m,  und  r,  allein  ist. 

Wenn  nun  zuerst  <p  (m,)  für  93  (m,,  m.^,  nij)  steht,  so  erhal- 
ten wir 
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q>  (m^,  mj,  mj)  = «mj  + ^r, , 

und  da  g>  (m,,  m,,  mj)  in  Bezug  auf  alle  drei  Curvcn  synime* 
irisch  sein  muss,  so  kann 

<p  [m^,  »»2,  »I3)  = otOTjmjffij  + jS  + TjOTjOTj  + r^mitn^] 

+ y ("•|’‘2'‘3  + + »”3''l'‘2)  + ^»'l''2'’3 

gcselzl  werden  und  ist 

2D  [m^,  mj,  nij)  = Ä*  — Ä + 9>  ('«|.  «3) 

= 2m,m2W3  — 1)  + q>  {m^,  m^,  mj). 

Für  «3=1  muss  diess  auf  den  Werlh  von  £T)  (1 , m, , 
zurückkomnien  und  fordert  « = 0,  ß = — y = 0;  "ir 
werden  nachher  sehen,  dass  auch  d t=i  0 sein  muss  und  erhal- 


ten daher 

2’D  (m, , mj , mj)  = 2mimjm3  (m,m2m3  — 1) 

— i ('■i'"2'”3  + ''2'”3’”i  + rjmjmj). 

Wenn  ferner  ip  (m,*)  für  <p  (m,*,  m^)  gesetzt  ist,  so  steht 
tp  [m^ , mj')  für  <p  (mj , m,',  m^} 

mir/  + m/r. 


= — 2 2 


und  die  Gleichung  ist 

gi  (m,  + m/)* — — <P  = ~ 


2 


mit  der  particulären  Lösung 

9>(m,*)  = — — imimjri; 


wir  haben  daher 

91  (m,^  mj)  = — -J-  — '"i'”2  y + “«1  + ß’'f 

Bemerken  wir  endlich,  dass  9)  (m/,  mj)  als  Function  von  mj 
betrachtet  die  Gleichung 

tp  (mj  -H  mj')  = tp  (ntj)  + tp  (m^') 

erfüllt,  also  eine  lineare  Function  von  und  rj  ist,  so  können 
wir  schreiben 

tp  (m,*,  mj)  = — i[»»i]^r2  — imiWijr,  + «w,mj  -f-  ^mjC, 
+ y'"i»'2  + ^'■i'‘2- 

und  haben 

ZD  (m,*,  mj)  = i — Ä + 9>  (m,*,  mj) 
für 


R = R (mj*,  mj) 


1 
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Setzt  man  daher  — 1,  so  giebt  die  Vergleichung  mit 
dem  bekannten  Wertlie  von  ZD  (1,  m,*) 

“ = 0,  ß = \ 

und  da  wir  sehen  werden,  dass  y = 0,  d = 0 sind,  so  ist 

9>  K*.  i »«2^1  (i  — »”i)  — ^ '”i  (”'i  — 1)  — 

und  somit 

^■D  (m,*,  mj)  = ^ Ä*  — R + <P  (»»,'■',  mj) 

= [m,]<  + 2 [m,]3  — ^ ([m,]*  + — i)  + 

+ M {i  + 2 [m,]*  + [«.]*  - ^ [m,]^  + 

' Zur  Bestimmung  von  ^ {m^^)  erhalten  wir  dann  durch  Sub- 
stitution der  Werthe  von  <p  (m,*,  ot/)  und  q>  (m, , «/’)  - 

q>  (m,  -f-  mif  — tp  (w,*)  — tp  (m,'»)  ==  m^  (|— m,) 

— y (i  [«i3’*  — y)  + ”»i  y (^— "»i') 

welcher  Gleichung  dnrch 

9>  K®)  ==  y »«I  — i [”»i]“)  + -y 
genügt  wird;  der  allgemeine  Werth  ist  somit 

9»  (»"i*)  = ^ (4  «i  — i [»”iP)  + y + "w,  + ßr^, 
und  daher 

ZU  (m,*)  = i - Ä -h  (w,=>) 
für 

R — R (m,3)  = I [m,]^  --  ^ (»»,  — 2). 

370.  Betrachten  wir  insbe.sondere  die  Curvc  auf  dem 
Hyperboloid,  für  welche  m,  = p -f-  y,  r,  = 2py  ist,  so 
wird  R (mj®)  auf  das  |[p]®  -|-  [?]*}  oder  k fach  zu  zählende 
Hyperboloid  reduciert  und  seine  Ordnung  also  = 2*;  daher 
i"»  (»I,*)  = 4 . i [*]*  + <p  (m,3). 
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. Für  alle  W«ilie  von  p uiul  q,  die  nicht  grösser  als  3 sind, 
muss  (p  versclnvinden,  also  c = 3,  § — — ^ sein,  dadann 

<p  (»1,»)  = — 4 (4-  [;j  — 1]=*  + p [?  — 1?) 

ist. 

Daraus  geht  für  (p  (wij®)  im  allgemeinen  Fall  der  Werth 

3w,  — ii  [/»,?  — I »I,  + 11)  + ~ 

hervor,  den  wir,  weil  er  für  die  sechs  Curven 

p = q = 1;  p ==  q Z=  2;  p = q = ;}; 
p = 1,  q = 2;  p = 1,  q = 3;  j>  = 2,  9 = 3 
hesläligl  ist,  für  eorrect  ansehen  dürfen. 

Wir  bemeikcn  dann,  dass  für  eine  Vermehrung  des  vorigen 
Werthes  von  q>  {mj , m.^,  »I3)  um  Garjrjrj  eine  Vermehrung  des 
Wcrthes  von  qo  m.^)  um  und  des  Werthes  von  g>  (»(|^) 

um  hätte  einireten  müssen;  und  ferner,  dass  aus  dem  Wachs- 
thum von  <p  (»«i^  »«2)  tiHt  nnthwcndig  das  von 

q>  (ni|*)  um  yw,r,  dr,'*  hervorgeheii  musste.  Denn  es  ist 

cp  [tu fl  = ytn^r^  -f-  dr,’  otr,^ 

9)  (m,*,  »i|')  = y»>^r^  + <5rir,'  -h  3or,*r,', 
cp(m,,mfl)  = ym\Ci  + ^rir,'  + Sar^rfl, 
cp  (m,'*)  = -f-  dr,'^  -f-  or/*; 

und  die  Summe  dieser  Ausdrücke  ist 

= y i”>i  + »'1')  ('•1  + '’i')  + ^ ('•1  + '"iT  + « (»"i  + »'i')®. 

das  corrcspondicrende  Glied  von  <p 

Da  aber  der  Werth  von  q>  [mfl  ohne  die  vorige  Verniolirnng 
richtig  ist,  so  müssen  o = y = d = 0 sein,  zur  Bestätigung 
der  vorbergebenden  Werthe.  von  q>  (wi,,  ni.j,  »ij)  und  cp  (mfl,  m.fl 
Man  erhält  also  schliesslich 

,TD  (,«,»)  = 3m,-  (i  [m,f  — I m,  + H)  + Ih 

= ["‘1]*  + i ["'il''  + C"'i]’  + 3«1 

— Y i\  + I ['"iP  + i i”hY  — i ">i  + 13) 

+ ^ (i  M 5 + 3). 


Digitized  by  Google 


— r>43  — 


Und  die  entsprechenden  Ordnungen  der  Ooppelciirve, 
welche  in  jeder  dieser  Flächen  zu  den  rieiraclien  Leitlinien  und 
den  doppelten  Erzeugenden  hinzutritt, 

S (m, , mj,  m^)  = ^ 

— 2 (/«,  + tn-i  + '«3)  + 5}  . 

D (m,*,  Wj)  = mj  ||  [m,]<  ~ ( i ['"1?  “ 2"'i  + 3)| 

+ K?{i  i ['«.P  + ['«.P  - ^ (['«.]*- 1)  + ’f}> 
D (w'i^)  = ["<iP  + I ["'i]’’  — i C'”i]''  + 3»>, 


— Y ['"'J'  ~ ^ t'"iP  + 8«i  — 20) 

Und  speciell 

D (1 , m, , m.^)  = j|  m^  (m,  — 1)  m.j  (m,  — ]), 

D ^ . w,'^)  = ^ m,  (m,  — 1)  (»«,  — 2)  («),  — 3) 

— Y + 6): 

D (1  , 1 , ;n,)  = 0. 

371.  Jede  Erzeugende  einer  Regclfläclie  schneidet 
die  sümnitlichcn  Hoppe  Ui  nien  derselben  in  einer  An> 
zaiil  von  Punkten,  die  der  um  zwei  verminderten  Ord- 
nungszahl der  Fläche  gleich  ist.  (Artikel  2ü7.) 

Man  bestätigt  diess  direct  in  den  Fällen  Ji  (1,  m, , m,)  und 
Henn  in  jener  sind  die  Dirertrixeurven  vielfach  vom 
Grade  m,,  ;n.j,  m,  und  jede  Erzeugende  schneidet  sie  in  je 

einem  Punkte,  der  für  (m,nij — 1),  (m^  — 1),  (»n, — -1)  Punkte 
zählt;  sie  schneidet  die  Doppelcurve  in  (w,  — 1)  (m.j  — 1)  Punkten, 
weiche  einfach  zählen,  und  sie  schneidet  die  doppelten  Erzeugen- 
den nicht.  Die  Summe  von 


— 1)  -f-  (mj— 1)  -f-  («ij  — 1)  -h  {»<1  — 1)  (»<2  — 1) 

ist  aber, 

2»<i»ij — 2 — R — 2. 

In  der  zweiten  sind  die  Directrixeurven  von  den  Graden  der 
Vieifachheit  |^h<i{'«i— 1)  — («i — 1):  die  Erzeugende 
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sclincidet  jene  in  einem  Punkte  und  diese  in  zwei  Punkten,  sie 
sclineidet  endlich  die  Doppelcurvc  in  ^ (m, — 2)  (»ij — 3)  Punkten, 
die  doppelten  Erzeugenden  aber  nicht.  Es  ist  aber 


i «1  (»»i  — 1)  — Y — 1 + 2 (m,  — 1)  + i (m,  — 2)  (mj  — 3) 

= R — 2. 


In  den  übrigen  Fällen  (Inden  wir  aul  Grund  dieses  Satzes 
die  Zahl  der  Punkte,  welche  jede  Erzeugende  mit  der  Doppel- 
curve  gemein  hat.  Sic  ist  für  die  Regclfläche  mj, 

= 2w,m2»»3  — (»ijOTj  + ttij/rij  + + 1 ; 

für  die  Ilegelfläche  R (m,*,  »ij) 

= mj  (mi*—  3ff«i  + 2 — i m,  (m,  — 1)  + 1 _ 

und  endlich  für  R {m^^) 

= J [»"iP  — i [”»iP  + 3*n,  — 5 — ^ (»»1— 5). 


Sie  ist  also  insbesondere  für  R (1,  1,  tn^)  gleich  Null.  (Ar- 
tikel 241.) 

372.  Es  ist  hier  zu  erwähnen,  dass  die  Ilesse’sche  Deter- 
minantenfläche einer  Regelfläche  diese  selbst  nur  in 
ihren  vielfachen  Linien  und  in  den  erzeugenden  Ge- 
raden durchschneidet,  deren  jede  von  einer  nächst- 
folgenden Erzeugenden  geschnitten  wird. 

Denn  nach  Artikel  205  ist  für  a:  = 0,  y = 0 als  eine 
solche  Erzeugende  der  Theii  der  Gleichung,  welcher  in  Reziig 
auf  X und  y vom  ersten  Grade  ist,  von  der  Form 
(xz  -f-  yiv)  O. 

Dann  ist  nach  Artikel  26  der  Thcil  der  Ilesse’schen  De- 
terminante, welcher  x und  y nicht  enthält. 


dz  dw  ) 


was  sich  auf  reduciert.  Aber  die  Gerade  .r  ==  0,  y = 0 

diirchschncidet  = 0 nur  in  solchen  Punkten,  in  welchen  sie 

vielfache  Linien  durchschncidet;  und  wenn  die  Gleichung  von  der 
Form  ux  -p  py^  ist  (Artikel  26),  so  enthält  die  Delerminanten- 
fläche  die  Linie  ar  = y = 0.  So  findet  man  in  dem  ini  Artikel 
362  betrachteten  Falle  der  Fläche 
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+ etc.  = 0,  at'  + iiV~‘  + = 0 

die  Zaiil  der  Erzeugenden,  welche  eine  nüclislfolgeiidc  durcli- 
schneiden,  gleich  2 {fi  — 2);  «lie  Cnrvc  Us=0.  // — {)  von  der 
Ordnung  (ft — 2)  besteht  ans  diesen  Geraden,  deren  jede  für 
zwei  zu  Ztählen  ist,  und  der  rioppellinie,  deren  Ordtunigszahl 
4 (ft-I)  (ft-2) 

ist;  man  hat 

4 (ft— 1)  (ft~2)  + 4 (ft— 2)  = 4ft  (ft— 2). 

Wenn  ferner  die  Fläche  eine  vielfache  Linie  von  der  Ord- 
nung m und  dem  Grade  der  Vielfachlieit  p hat,  so  ist  dieselbe 
eine  Linie  von  der  Ordnung  4 {p  — l)  in  der  Hesse'sclien 
Fläche  und  ist  äquivalent  4mp{p — 1)  in  der  Gurve 
Z7  = 0,  II  = 0. 

Nun  ist  die  durch  zwei  Gerade  und  eine  Gurve  Ordnung, 
die  wir  ohne  wirkliche  vielfache  Punkte  voraussetzen,  als  Direclri- 
xen  bestimmte  itegellläche  von  der  Ordnung  2»i  und  die  geraden 
Directrixen  sind  in  ihr  vom  m'™  Grade  der  ^’ielfachhcit ; sie  hat 
I ^ m (;/i— 1)  -f  /i|  do|)|)elle  Erzeugende  und  2r  Erzeugende, 
welche  eine  nächstfolgende  Erzeugende  durchschneiden.  Verglei- 
chen wir  also  die  Ordnung  der  (airve  f/  0,  //  = 0 mit  der 
Summe  der  Ordnungen  der  Gurven,  aus  welchen  sie  gebildet 
wird,  so  haben  wir 

16m  (m  — 1)  = 8m  (m — IJ  + 4m  (m  — 1)  -f  8/<  + Ar 
und  diese  Gleirhhcit  ist  nach  .\rtikel  84  allerdings  eine  hientitäl. 

373.  Wenn  wir  die  llesse’schc  Ueterminante  der  Gleichung 
der  developpablen  Fläche  -xu  + yv’  = 0 bilden,  so  erkennen 
wir  in  gleicher  Art,  dass  wir  als  solche  das  Product  der  Gleichung 
selbst  in  eine  Keihe  von  Gliedern  erhalten,  in  denen  der  von  x 
und  y unabhängige  Theil 

(Pu  / d‘u  V) 

duP  \dzdw)  I 

ist.  niess  beweist,  dass  die  ergänzende  llesse'sche  Fläche 
(Artikel  194)  jede  Erzeugende  erstens  in  ihren  Durchschnitten 
mit  der  Fläche  « = 0 schneidet,  d.  h.  zweifach  in  dem  in  der 
Gurve  m gelegenen  Punkte  und  in  (r  — 4)  Punkten  der  Gurve  or; 
und  zweitens  da , wo  sie  die  Detcrminantenfläche  von  « = 0 
schneidet,  d.  b.  in  der  llcssc’schcn  Determinante  des  Systems, 
Saliiion,  Anal.  Geom.  d.  Uatitnci.  II.  35 
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(las  aus  ilicseii  (r  — 4)  Punkten  niil  dem  dreifach  zählenden  I’iinkte  , 
in  III  znsaniinengeselzl  ist,  in  welcher  II esse 'sclicn  Delermtuanle 
der  letztere  l’nnkt  vierfach  enthalten  ist,  so  dass  ihre  Ordnung 
2 (r— 3)  wird.  Iler  Iturchschnitt  der  Erzeugenden  mit  der  er- 
gänzenden llcsse’schen  Fläche  hestehl  daher  ans  dem  sechsfach 
zählenden  Punkte  in  m,  den  (r  — 4)  Punkten  in  x und  2 (r — 5) 
anderen  Punkten,  d.  h.  in  zusammen  (3c  — 8)  I'unkten;  diess 
ist  daher  die  Ordnniigszahl  der  ergänzenden  llesse’schen  Fläche. 
Zur  liewährung  und  Erläuterung  dieser  Oeselze  hat  neuestens 
A.  Cayley  dankenswerthe  Iteilräge*)  geliefert,  denen  wir  Einiges 
entnehmen.  Sie  schliessim  sich  an  die  developpaheln  Flächen 
der  im  Artikel  ü7  zuerst  hetrachteten  Art  an,  welche-  die  En- 
veloppe  von 

Ht*  -I-  Arfct*“'  etc.  = 0 

sind,  wenn  t einen  veränderlichen  Parameter  und  n,  b,  c ... 
liiKMi'e  Funrliouen  der  Coordinalen  hi'deuten,  und  die  daher  durch 
den  Nullwerlh  der  Hiscriiuiiiante  dieser  Oleichung  dargeslellt  wer- 
den; so  dass  ihre  Ordnung**)  im  Allgemeinen  2 {/•' — 1)  ist,  wäh- 
rend sie  sich  doch  auf  (2  A-  — 3)  rediicierl,  sohald  der  zweite  (oder 
der  vorletzte)  Coeflicient  der  Gleichung  entweder  verschwindet  oder 
ein  numerisches  Vielfaches  des  ersten  (oder  letzten)  ist. 

Den)  Falle  A = 3 olnm  Peschränknng  entspricht  die  Gleich- 
ung der  dcveloppaheln  Fläche 

-j-  4 ac^  -|-  4 b^tl  — 3 A'c’  — G abcd  = 0 : 
und  wenn  wir  « = 0,  ft  = I),  c = 0,  rf  = 0 als  die  Fiinda- 
mentalehenen  x,  =0,  x.^  = 0,  x.^  — 0,  = 0 betrachten, 

so  sind  die  von  numerischen  Factoren  freien  üerivierten  und  die 
aus  ihnen  gebildete  llesse’sche  Ueterminaute  successive 
i(i  = iiiP  — lihccl  -F  2 c’’,  «2  = — 3«crf  -F  6 ft’*«/ — 'Sbc', 

= — 3 oft«/  -F  Göc"''  — 3ft’*c,  I«,  = a’d  — 3<iftc  -F  2ft^; 

•)  Vgl.  „Oll  cerlnin  (Iovolo|i|mlile  .siirfaccs“.  In  der  ,,ltoj-nI  So- 
ciety“, Nov.  18()2  gelesen,  nligeilnickl  iin  „Qiiartorly  Journal“,  Vol. 
VI,  p.  108  f. 

**)  Wir  wollen  dabei  eriimern,  dass  nacli  der  Dcliuition  der  Arti- 
kel. 01  f.  die  Ordnung  des  Systems  zugleich  die  Ordnung  der  Curve  (m), 
der  Hang  des  Systems  (»■)  einerseits  gleich  der  Klasse  der  t'urve  ande- 
rorscits  gleich  der  Ordnung  der  Dcveloppaheln,  und  endlich  die  Klasse, 
des  Systems  gleich  der  Klasse  der  Dcveloppaheln  ist.  Die  Ordnnngszahl 
unseres  Falles  ist  d.shcr  das  r des  Artikel  07. 
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f <P  . —‘icd  , 

— 3rrf  . 12W  — 3<-2,  —-iml—Uc, 

I— 3W+6e*,  —3«'/ — &bc  , Vlnc  — ^b-,  — 3«/;  I 
' 2nd—3l>c,  — 3«r  + 6//-’.  —:\ab  , \ 

mul  (lii!  Kiilwickelimg  ilersellifMi  giclil  wirklich 
27  («'</<  — ]2aW>  + 8«W^  + SflW  + 30«*//W'  — iSaV>c*d 
+ ] 6 „ä,.«  — 48  fdy'aP  + 6S  «bVd  — 24  nbV 
+ 1 6 b'-,r  — 24  bVd  + 9 b'c*) , 

<i.  i.  M*,  so  (lass  man  crliält 

H*u  n :=  n-<P  + 1 «c=*  + 4 />=*</  — 3ftV  - Qabcd, 


wie  voraus  zu  sehen  war,  da  li'ir  r = 4 die  Ordnungszahl 
3r  — 8 = 4 ist. 

374.  In  analoger  Weise  lässt  sich  die  Entwickelung  für  die 
developpabeln  Flächen  durchführen,  welche  den  Gleichuiigen 
n/^  + SW*  + ISW*—  27e*)  = 0, 
u'ItT  («,  26,  3e,  0,  — 27c$t.  D*  = 0 

und  (rt,  b,  0,  d,  e\l,  1)^  = 0 

eiiLsprechen.  Wir  betrachten  in  diesem  Artikel  die  Erstere.  Ihre 
Gleichung  ist  als  IHscriminante  der  gegebenen  nach  Au.sscheidung 
fremder  Factoren 

u =-  — 24o6Ve  + 9ac*  -j-  lG6'e  — 86-’c*  = 0. 

Ihre  Dcrivierten  sind  für  a,  b,  c,  d als  Goordinaten  ,r,,  ,r.^,  a-,,  ar^ 
eines  tctraedrischen  Systems 

u^  = 3aV  + 12  ac-c  — 24  6*cc  + 9c^, 

= — 48o6ce  -F  646^e  — IG 6c*, 

«3  = I2a*ce  — 24fl6*e  + 3Goc*  — 246V, 

»4  = 2ö*<?  + GoV  — 24«6*c  + IG  6*, 
und  die  II  esse 'sehe  Determinante  also 


'll- 

«12, 

U|3’ 

"l4  ' 

'21- 

«22. 

«23. 

"2t  I 

oder  ^ + 

«32, 

"33- 

"31 

II  > 

«42. 

«43. 

"ii ! 

wo 

«n  = 3(V+2c-’e),  k,2=((.2|=— 246cc,  i/j3=8{ — 3occ+126*c — c*), 
26*c  + 3c*},  Kj3  = h3.2=;24( — «6c  — 6c*), 

“33  = 6(o*c+  9oc* I6*c),  t/,4=i(3,  = 3(o*c  + 2«c*  — 46*c), 

“24  = “42  = 8( — 3«6c+46*],  «33^»,3  = 6(«*C — 2«6*),  «,,=«*. 


*)  Uio  numerischen  Cocfficionten  sind  .so  gewiililt,  dass  ihre  Summe 
Null  ist. 

33* 
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Die  Entwickelung  giclil  nadi  Ausscheidung  des  Factors  1152 
und  Division  durcli  u 

H*  — 3 a^ce'^  + 10  aVe  — 24  «^fc-cV  + 3 aV  — 24  »b*cc  + 24  ab'c* 

+ 32b'’’e  — 24//V. 

Die  nähere  Discussion  lial  dann  Folgendes  liervorzuiiehen. 

Nach  der  Entstehung  der  Gleichung  der  developpaheln 
Fläclie  ist 

c«  = 27^  {(nc  — + (4iV  - 3««  — cV}. 

und  da 

4 l)‘e  — 3 (ICC  — c®  = c (ue  — c’)  — 4 e (ac  — b'^) 
ist,  so  wird  als  Hürkkehrkante  der  develo|)pahelu  Flüche  die  Curve 
ae  — »;'■*  = 0 , ac  — b^  = 0 
41C1  (jrdniing  erster  Art  erkannt..  (Artikel  Sß.) 

Man  schreibt  ferner 

« = n (oe  + 3c*)*  — 8 ft*  (3ncc  — 2<-*c  + c*)  = 0 
und  sieht,  dass  der  Kegelscluiitt 

6 = 0,  «c  + 3c*  = 0 
eine  Doppelcurve  der  Fläche  ist.  Nach 
u — (9ac  — 8b^)  + c (a*c  + 6a*c*  — 2(ib'c  + 166^)  = 0, 
endlicli  gehört  der  Kegelschnitt 

c = 0,  9«c  — 8ö*  = 0 
als  cinfarhe  Curve  der  Fläche  au. 

375.  Man  kann  H*  in  der  Form  einer  quadratischen  Function 
(3o*r,  — 3ö*c,  c (oc  + 2b'^)'i[(ie  — c*)„  4 («c  — 6*))*  = 0 
sdireiben  und  erhält  als  ihre  Discriininante 

3 c I (o*c  + 3 ö*c)  (oc  — 6*)  + 3 06*  (oc  ~ O } : 
daher  ist  die  Curve  4‘"  Ordnung  erster  Art 

ae  — c*  = 0 , ac  — 6*  = 0 
auch  Rückkehrcurve  von  II*. 

Es  ist  ferner 

.ff  * = («c  — 6*)  { 1 0 c (oc  - 6*)*  + 3 o (oc  — c*)*  } + 6*0 

= (oc — 6*)  |o(oc  + 3c*)  (3oc  + c*) — 32o6*cc+  Ißö^e)  J.+-6*«, 

und  erkennt  nach  iler  Letzteren,  dass  der  Do|)petkegelscliiiiu  der 
Developpaheln  ac  + 3c*  = 0,  6 = 0 als  einfache  Curve  der 
Fläche  ff*  angehörl. 
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Zur  Vervollständigung  betrachten  wir  endlich  den  Durclischiiitt 
der  Flächen  « = 0,  = 0.  der  von  der  35""^  Ordnung  sein  muss. 

Ihm  entspricht  die  Darstellung 

(ac  — 6’)  |3c  {ae — c*)  — 4«  («c  — 6’)^  = 0,  « = 0, 
oder  was  dem  äquivalent  ist 

w = 0,  ac  — ä*  = 0;  m t=:  0,  3c  (o« — c^)  — 4c  {ac  — b'^)  c=  0. 

Aus  dem  Ei  sten  entspringt  die  4 fach  zu  zählende  Rückkehr- 
curve  ac — P = 0,  ae  — c*  — 0 (16)  und  die  ebenfalls  4 fach 
zu  zählende  Gerade  a = 0,  6 = 0 (4):  aus  dem  Zweiten 
[ae  — c*)  |4c  (ae  — &*)  + a (ac  — c*)J.  = 0, 

4 e (ac  — ft*)  — 3 c (ac  — c*)  = 0 , 
d.  h.  die  Rückkehrcurve  ac  — c*  = 0,  ac  — ft*  = 0 einfach  (4) 
und  die  gerade  Linie  c = 0,  e = 0 zweifach  (2),  und  überdiess 
4 c (ac  — ft*)  -|-  a (ac — c*)  = 0, 

4 c (ac  — ft*)  — 3 c (oc  — c*)  = 0 , 
welches  die  Rückkehrcurve  ac  — ft*  = 0,  ac  — c*  = 0 einfach 
enthält  (4)  und  worin  man  überdiess  nach  der  Schreibart 
c (ac  + 3c*)  — 4ft’c  = 0,  a (ac  + 3c*)  — 4ft*c  = 0, 
die  Doppelcurve  ac-f3c*  = 0,  ft  = 0 zweifach  (4)  und  die  ge- 
rade Linie  c = 0,  e = 0 einfach  (1)  erkennt.  Es  ist  aber  die 
Summe  der  in  Parenthese  gesetzten  Ordnungszahlen 

4.4  + 4+  4-f2  + 2.4-f-l=35. 

376.  Die  zweite  der  Gleichungen  des  Artikel  374  giebt  eine 
developpable  Fläche  von  der  Gleichung 

(ac  — 4ftd)^  — 27  ( — ad*  — ft*c)*  = 0 oder 
u — a^c*  — 12  a%de‘^  — 27  a*d*  — 6 ab'^ePe  — 27  ft^c*  — 64  ft*d*  = 0. 

Man  sieht,  dass  ihre  Rückkehrcurve  eine  Curve  sechster  Ord- 
nung ist. 

Die  II  esse 'sehe  Determinante  derselben  ist 

i ”ll  “2l“33**4l ' 
wo 

I/,,  -- 2( — ae* -J- 4ftdc* -f- 9d^),  = «j,  = 4 (2  ade* -f  fti/*c) , 

u,j  = 4(adc*+27ft*c*-|-32ftd''),  «„'=«3,  = 4(2aftc*+18ad*-l-ft*dc), 
a,3  = a3j  = 4(a*e*-l-2aftdc-(-48&V),  «33=4(27a*d*-f-aft*c-f326*d), 
M,  I = «11  = ( — 3 a*c*  -f-  Ißabde  -f-  2 6*d*) , 

«24  “ «I5~4(2a*dc-f-aftd* -|- 18ft^c),  «34  = «33=4^2  a*ftc-|-aft*dj, 

Mj  I = 2 ( — a*c  4 a^ftd  -f-  9 ft^) 
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uuil  die  Hivision  (Ut  Entwickelung  durch  u giebt 
//*  = aV  + 16rt^6(fc'  — lOSa'dV  — — 432«*<«fV 

— lOSaW  + 656a’6W  + ir)12aW  — 432a(/V/c» 

+ 212ab'dk  + 15126W  + 1280/<V- 
= — 108  {a‘e'‘  + 4abde  — 14*''*d’)  (a^‘  + b'^e) 

+ (aV  + 2^abile  — 2()b-(f‘}  (ac  — 4bdf. 

Aus  der  leUleren  Form  sieht  man,  dass  die  Rückkehrcurve 
ae  — 4 bd  = 0 , od'  + b’^^  — 0 
der  devcloppalieln  Fläche  auch  die  Rückkehrcurve  der  ergänzen- 
den llcsse’schen  neterminantcniläche  ist.  Schreibt  man  jene  in 
der  F'orm  — 27  = 0 , so  ist  für  diese  die  F'orm 

C.-f  — 108  /)Zf*  = 0 

zulässig  und  man  erhält  2?^  (C*  — 421)  = 0,  d.  h.  /1*  = 0,  2?^  = 0 
oder  der  Durchschnitt  \Nird  von  der  sechsfach  zu  zählenden  Rück- 
kehrcurve (36)  und  der  (jirvc  — 2~  B’  = 0,  C — 42)  = 0 (24) 
gebildet.  Nun  ist  aber  durch  Substitution  C — 42)  identisch  mit 
{ae  + 2 bd)  {ae  — ijbd)  = 0,  oder  die  letzte  Curve  wird  vom 
Durchsclmitl  dcf  developpabcln  Fläche  mit  den  beiden  Flächen 
zweiten  tlrades  ac  -f-  2bd  — 0,  ae  — Gbd  = 0 gebildet.  Die 
Combinalion  von  ae  -f-  2M  ==  0 mit  der  Gleichung  der  deve- 
loppabeln  Fläche  giebt  aber  wegen  der  aus  der  andern  Relation 
entspringenden  Gleichheit  {ae  — 4bd}^  •=  — 2lQb^(P  = lOSoäVe 
das  Resultat  (ad-*  — i’c)’  = 0,  oder  wir  erhalten  die  Curve 
ac  + 2bd  = 0,  a(P  — b‘‘e  = 0 
zweifach  (121,  welche  aus  den  Geraden  a b = 0,  rf  = e = ü 
und  einer  Curve  vierter  Ordnung  zweiter  Art,  der  Doppelcurvc 
der  developpabelu  F'läche  besteht. 

Die  Combinalion  von  n = 0 mit  ac  — (jbd  = 0 giebt  we- 
gen {ac  — 4ftrf)^  = 8*^d^  ==  4 ab'^ePe 

{a’^d‘  -|-  — --  ab'^iPe  = 0, 

O 1 

d.  h.  ad^  -\-  ilPe  = 0 und  od^  -f-  ^ b‘e  = Q,  wenn 


Die  C.iirve  ac  — [\hd  — 0,  ad‘  ib'^e  = 0 besteht  aber 
aus  den  Geraden  o = 6 = 0,  d — c = 0 und  einer  Curve 
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vierter  Ordnung  zweiter  Art,  und  ebenso  besteht  die  Cnrve 

ae  — dhd  = 0,  atP  + i li^e  = 0 

9 

aus  denselben  Linien  und  einer  el)en  solchen  Liirve.  ,lene  ünieti 
zälden  also  jede  vierfach,  und  zu  der  sechsfach  z.ählenden  Rfick- 
kehmirve  O'"'  Ordnung  treten  noch  zwei  einfache  und  eine  Doj)- 
|)elcurve  vierter  Ordnung  zweitei-  Art,  um  den  Schnitt  60'''^  Ord- 
nung zusanuuen  zu  setzen. 

■lede  Hrzeiigende  schneidet  die  Fläche  11*  in  10  Punkten 
(2r — 10),  nämlich  in  ilcm  sechsfach  zählenden  Punkte  in  der 
Hückkehrcurve,  dem  zweifachen  in  der  Doppelcurve  und  den 
zwei  einfachen  in  deiv  einfachen  Schnittciirven  vierter  Ordnung 
zweiter  Art.*) 

377.  Die  Polaren  eines  Punktes  einer  Fläche  in  Itezug  auf 
dieselbe  berfihren  diese  und  einander  in  diesem  Punkte  und 
werden  von  der  letzten  Polare  oder  der  Tangentenebene  in  Gtir- 
ven  geschnitten , welche  die  nämlichen  Geraden  zu  Tangenten  iii 
jenem  als  einem  Doppelpunkte  haben.  Wenn  dann  für  irgend 
einen  Punkt  der  Fläche  die  vorletzte  Polare  ein  Kegel  ist,  so 
berührt  die  letzte  oder  die -Xangentenebene  denselben  längs  einer 
Erzeugenden,  und  die  Schnittenrve  derselben  mit  einer  beliebigen 
Polare  wie  mit  der  F'läche  selbst  hat  in  ihm  einen  Dückkehrpunkt. 
Die  analytische  Bedingung  für  die  Kegelnatnr  der  vorletzten  Polare 
ist  //=  '0  und  somit  für  jeden  Punkt  einer  abwickelbaren  Fläche 
erfüllt,  da  für  eine  solche  II  = II*  . V ist.  (Artikel  191.)  Insbe- 
sondere aber  zerfällt  für  die  developpabeln  Flächen  jene  Schuitt- 
curve  aus  der  zweifach  zählenden  Erzeugenden  der  Fläche  im 
betrachteten  Punkte  und  einer  Curvo,  deren  Ordnung  um  2 nie- 
driger ist  als  die  der  Fläche.  Ist  dann  (ar, , Xj,  a-j,  a-,)  ein  Punkt 
der  developpabeln  F'lächc  « = 0,  sind  »,,,  i/,2,  etc.  ihre  zweiten, 
Derivierten  nach  jenen  Veränderlichen  und  A'  ihre  Determinante, 
d.  i.  Af  = //„  = 0 und  bezeichnet  man  die  entsprechenden 

*)  Von  der  developpnbelu  Flüche  der  allgemeinen  Gleichung 
(a,  h,  c,  rf,  e^l,  1)’  = 0 

oder 

(ae  — 4 -F  3 e*)®  — 27  (are  -F  2 6cd  — ad*  — — r*)*  ” 0 

handelt  A.  Cayley  in  einer  Note  des  „Philo»  Magazine“,  1864,  p.  437. 
Ihre  Klick  kehrkante  Ut  offenhar  von  der  sechsten  Ordnung  und  ihre 
Doppelcurve  eine  Curve  vierter  Ordnung  zweiter  Art.  (Artikel  89.) 
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Kh'tiieiilf  der  HeciprokaldeUTiiiiiiaiile  derscll>cii  diirdi  ü^^, 
so  sind  die  Coordinalen  , «j,  «3,  für  ilcn  Scheitel  jenes  Ke- 
gels diireli 


«j  : fifj  • 

: 

f7,j  : 

■■ 

U,,  : 

P22  : 

Ü2,  : 

Un  ■■ 

Uj2  • 

^38  ‘ 

V,, 

== 

V,,  : 

^42  ' 

f^43  = 

ausdriickbar , und  für  Aj,  A3,  A^  als  willkürliche  Multiplicato- 
ren  und 

. _ _ ^ Un.  u,,\ 

(.1  j , A 2 . A3,  A ,()  = I . . . . ( Aj , A2 , A3 , A^) 

I ^41*  ^'42 > ^43  > ^44  j 

stehen  die  Coordinalen  des  Scheitels  in  den  durch  .r, : A'j : A"3 : A'^ 
gegeheneii  Verhältnissen  und  man  erhält  für  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Erzeugenden  aus  (a-, , ar,,  arg,  a:,)  die 
Werthc  a*,  -f-  A\,  Xj  -1-  Aj,  arj  -|-  A'j,  a-,  -f-  .IT^. 

Für  die  im  Artikel  373  betrachtete  devcloppable  Fläche  4'" 
Ordnung  erhält  man  für  die  Grössen  A',,  A'2,  A3,  A',,  welche 
die  Verhältnisse  der  Coordinaten  des  Scheitels  vom  Polarkegel 
zweiten  Grades  heslimmen,  die  Coefüdenlen  der  cubischen  Co- 
variante  der  Form  (0,  6,  c,  1)*. 
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Zusätze. 


I.  Zu  den  Abschnitten  des  zweiten  Kapitels. 

1.  Zur  Lileraliir  der  Raumeurven  driUcr  Ordnung  (Artikel  71 — 70) 
ist  nachzulragcn  eine  au  inlercssaulen  Resultaten  reiche  Ahhandlung  von 
L.  Cr  emo  na,  „Nuove  ricerclic  di  geonietriaP  pura  ßiille  cuhiclic  gobbe  cd 
in  specic  sulla  parabola  gohha“,  verölTcntliclit  in  den  Abhandlungen  des 
„Istiluto  di  Bologna",  l.  III  (serie  ‘i'). 

2.  Zur  Note  des  Artikel  04  füge  ich  hei,  dass  die  Uutersucliungen 
über  die  Raumeurven  von  A.Cayley  in  „Comptes rendiis",  t.LVllI,  p.094 
fortgesetzt  und  auf  die  Curven  S''“'  Ordnung  erstreckt  worden  sind. 

3.  Zu  Artikel  112  bemerke  ich,  dass  cs  Jacohi  war,  der  zuerst 
gegen  die  trotz  Monge ’s  riclitigcr  Angabe  noch  vonLagrange  in  der 
„Theorie  der  Functionen"  besprochene  Mögiiehkeit,  dass  die  Curvc  der 
Krümmungsmiltclpunkte  zur  Evolute  der  gewundenen  Curvc  werde,  be- 
stimmt nachweist,  wie  diess  nur  bei  ebenen  Curven  stattfinden  könne. 
Diess  geschah  in  dem  kurzen  aber  sehr  lesenswerthen  Aufsatz:  „Zur 
Theorie  der  Curven".  „Crcllc’s  Journal",  Btl.  XIV,  p.  .IO— 63. 

4.  Zu  der  historischen  Ueliersicht  in  der  Note  des  Artikel  114  mag 
nocli  hinzugefügt  werden,  dass  die  Osculationsebene  einer  Raumeurve 
wohl  zum  erstcnmalc  von  Joh.  Bernoulli  betrachtet  worden  ist;  näm- 
lich in  dem  Problem  („Opera  omnia",  t.  IV,  p.  113)  „In  superßeie  quacun- 
que  curva  duerre  lineam  inter  duo  puncta  brcvissimani",  dessen  Lösung 
aus  dem  Jahre  1728  herrührt. 

.5.  Zu  den  Formeln  des  dritten  Abschnitts  fügen  wir  eine  Gruppe 
von  DifTerentialformcIn , die  oft  nützlich  sein  können. 

Sind  a,  ß,  y die  Richtungswinkel  der  Tangente,  J.,  (U,  v der  zuge- 
hörigen Haupt-  und  z],  ^ die  der  Binormalc  der  Curvc  und  bezeichnet 

man  durch  — und  -1-  die  beiden  Krümmungen  der  Curve,  so  sind  (Ar- 
p r 

likcl  104) 
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I 1 I fl 

« cos  a = — cos  A,  d cos  p = — cos  ft, 

Q 9 


. <is 

d cos  y t=r  — cos  V. 
9 

Denken  wir  dann  durch  den  Atifangspunkl  der  Coordiuaten  Normalen 
von  der  L.lnge  Kins  zu  zwei  auf  einander  folgenden  Osculationschencn 
gclcgl,  $11  ist  die  Verhindungslinic  ihrer  Endpunkte  der  Hauptnonnalc 
|>arallel  und  nach  den  Coordinalcn  Jener  Punkte 

[cos  § , cos  1] , cos  f) , (cos  I + (f  cos  I , cos  Zf  + (/  cos  Zf , cos  f + d cos  f) 

gelten  die  Formeln 

, d cos  I 

cos  A = — », 

y (d  cos  !)'■*  + (d  cos  ?/)'•*  + (d  cos  ff 

d cos  Zf 

}/{d  cos  ff  -J-  (d  cos  Zf)'*  -J-  (d  cos  ff 
d cos  f 

yid  cos  5)^  + {d  cos  ff  + (d  cos  ff 

Da  aber  der  Winkel  zweier  unendlich  naher  Usculationsehenen  (Ar- 
tikel 106)  gleich 

, 

— =j/[d  cos  I)*  + (d  cos  ff  (d  cos 


cos  ft  = 


ist,  so  crhSlt  man 

. t ds  , . ds  , t ds 

d cos  § = — cos  A , d cos  zf  = — cos  ft,  d cos  f = — cos  v. 

r r r 


Und  wegen 


cos*  a -j-  cos*  A cos*  | = 1 


oder 


cos  a d cos  « + cos  A d cos  A cos  | d cos  | = 0 , 
cos  « cos  I 

d cos  A = d cos  Zf r d cos  | , 

cos  A cos  A 

. , /cos  rt  . cos  £\  , 

d cos  A = — ^ 1-  j ds-, 

ebenso  aber 

fcos  ß cos  Zf\ 

d cos  ft  = - + r ) ' ’ 

, /cos  y cos  f\ 

d cos  z'  = — -f-  j ds. 

Diese  Formelgnippc  ist  wohl  von  Serret  zuerst  gegeben. 

6.  Zu  den  Beispielen  des  dritten  Abschnitts  sei  hier  ein  weiteres 
hinzugcfügl,  welches  eine  andere  bedeutende  Richtung  der  Untersuchung 
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bezeichnen  mag.  Wir  bclrachlen  ilic  Diircliscliniltscurve  eines  ellipliscbon 
Cylimlers 

+ P = * 

mit  einem  coaxialcn  rnutreluings-Paraboloiil 

.T^  + y2  = ‘Ipz. 


Sei  („Analyl.  Geom.  der  Kegelschuillc“,  Arlikel  2HI  f.) 

X — a cos  9 , y =-h  sin  9 , 

SU  ist 

2pz  = cos^  9 + sin^  9 

und 

rfa;  = — n sin  9 rf9 , dy  = b cos  9 (/9 , 

de  = — sin  9 cos  9d9; 

P 

d'^x  = — n cos  9(/9’,  = — h sin  9dP, 

1 I ‘2  * 

d^z  = — (cos^  9 — sin*  9)  rf9* ; 

P 

iPx  = 0 sin  9d9*,  d*y  = — b cos  9d9'*, 

4 {«*  — 6*) 

^ ,..i 11  sin  9 cos  9rf9*. 

P 

Also 

r/9 

ds  = — f/{f>^P^  + (o’ — sin*9  — (a* — 6*)sin^9| 
f/9 

= — sin*9  -f"  — b*)*  sin*9  cos*9|. 


Sodann  die  Grössen  X,  Y,  Z des  Artikel  07 
X=_M^**)eos3  9rf93.  r=^'ii^*'^sin*9rf93 


Z — abd(P, 

welche  in  die  Gleichung  der  Osculationschenc  cingehen;  und  die  Summe 
(Artikel  103) 

X*  + F*  + Z* 

d¥’ 

= — j ^a^b'^p^  + rt*  (n* — h*)*  sin®  9 + 6*  (<J*  — 6*)*  cos®  9|. 


so  wie  daraus  der  Krümmungshalbmesser 

__  {^V"  "t*  P^  (o*  — h*)  sin*  9 + (n*  — 6*)  sin*  9 cos*  9|? 
p*  {«*6*p*  + ö*  («*  — 6*)  sin"9  + 6*  (o*  — 6*)*  cos'’9|'i 
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(].  i.  in  (Ich  Sclicilclseitcn  des  Cyliiidcrs  oder  für  9jP=  0,  9 = ~ 

j/«y  f/b'^p'^  -f-  (a*  — 6*)* 

Man  erhall  ferner  die  Grösse  M des  Artikel  lOö  oder 


Pi  = 


Äd^x  + yd^y  + Z(fiz  lind  identisch 
Sab  {d^—b^) 


— dX(fix—dY(Py  - dZdPz 
sin  9 cos  9rf9® 


und  den  Radius  der  Torsion 


ds  a^b'^p'^  (a*  — sin®  9 + 6*  (a*  — 5*)*  cos®  9 

dij  Sabp  {a-  — 6*)  sin  9 cos  9 

Die  Formeln  des  Artikel  114  geben  für  die  Bestimmung  der  osculie- 
renden  Kugel  die  Gleichungen 


a—x 


— A"(/s*  +JX^sdh 
M 


I <!*/)*  + (a* — 6*)*cos^9j  . 


ß—y~ 


-r-  F'rfs*  + 3 Ydsä^s 
M 


|6*p*  +(<»* — f»*)*  sin*9| , 


y—z 


— Z'rfs*  + SZdscPs 
M 


= — |(p*  + n*  — 6*)  cos*  9 + (p*  + 6*  — a*)  sin*  6| 

p*  — a*  — 6*  + 4p: 

“ P 

man  erhalt  daraus 


(o*-6*)*  , . . (n*-6*)*  . 

j cos®  9,  ß~ — — sm®  9, 


ap‘ 

y=p  + 5z  — 


<j*  + 6* 


6p* 


und  als  eine  der  Prujcclioncn  der  Rückkchrkanlc  der  Polarllächc  auf  die 
Coordiuateneheneu 


f ap*«  , f 6p*^  _ , 


eine  Curve  vom  zehnten  Grade.  Diese  Curve  selbst  wird  aus  dem  bezüg- 
lichen Cylinder  von  der  Achse  z als  Richtung  der  Erzeugenden  durch  eine 
Flache  4"''  Onlnung  geschnitten. 

Die  Summe  der  Quadrate  von  {a  — x),  (ß  — y),  {y  — z)  in  Function 
von  9 gicbl  das  Quadrat  des  Ualbmesscrs  der  osculierenden  Kugel. 


Digilized  by  Google 


V 


— iKi  i 


Man  berechnet  eiidlicii  aus 

^2 25  b*  (2  p:  — //•)*  dz* 

^ ~~~~aVp‘‘  {a^  — b^)  ’ 


dß^  — 


25  0^  (n-  — 2 pz)^  dz"^ 


nVp‘‘  (rt*  — 6*)  ’ a^h^p^  (n*  — ft*) 

dy’  — 25  dr* 

das  Bugeneleinenl  der  Rückkelirkanle  der  Polarfläclie. 

Für  die  aus  dem  Durclisciinitt  des  liy|ierliulischen  Cyliiiders 

— 1 

mit  dem  Parabuloid  hervorgebeude  Curve  und  die  Substitutionen 
X =3  a seci.  y = 6 tan  9 

tindet  man 

2jai  cos*  9 c=  o*  -j-  6*  sin*  9 

und  ganz  analoge  Resultate;  für  die  ROckkehrkante  der  PolarflSche  z.  B. 
(a*  + b*)*  _ ^ (a*  + b*)*  , . 

ap‘  bp^ 

n* — b* 

y = p + 52 

Aehnliclie  Beispiele  liefern  die  nurclisclinittscurvcn  anderer  Special- 
fSlIe  der  Fliehen  zweiten  Grades.  Was  wir  aber  besonders  hier  bemer- 
ken wollen,  ist  diess,  dass  die  Rcctiiicatiun  der  obigen  Curven  selbst, 
wie  die  der  Rückkehrkanten  ihrer  Polarflichcn  nur  von  elliptischen  Func- 
tionen abhängt.  In  der  That,  wenn  man  den  Ausdruck 

</s*  r=  — ^ |b*;>*-f-(a*  — b*)  Qu* -|- «*  — b*)sin*9  — {«*—  b*)*sin^9J. 

integriert,  so  wird 


— ^ d6  [P  Q sin*  9 Ä sin'*  9)1, 


und  indem  man  das  Trinum  in  der  Klammer  als  Product  zweier  quadrati- 
sdien  Facturen 

{A  + B sin*  9)  (C—  B sin*  9) 

betrachtet, 

AC=b'‘p\  C — A—p'‘  + u'^  — b\  B = a'  — b*; 


setzt  man  nun 


so  winl 


tan*  (p  = — - tan*  9, 
A 


(li  S 

--^--sin*,,}  /l_^(^)sin*q> 


p]/C[A  + B)f  f , \ 7/,’ ' j 

und  man  findet  durch  Entwickelung,  dass  die  Rectincatiuii  der  fraglichen 


Digitized  by  Google 


Ciirve  nur  von  elliptischen  Inle^'ralrii  iler  ersten,  zweiten  und  drillen  Art 
ahhiingt.  In  diesem  Sinne  hat  J.  ßouth  die  Üurchschnittscurvcn  der 
KISchen  zweiten  (irades  untersucht  iu  einem  hcsonderli  Werke:  „The 
Theory  of  Klliplic  Integrals,  and  Ihe  Properties  of  Surfaces  of  Ihe  secuiid 
Order“  IH51  und  einer  grosshn  Ahhaiullung  der  „l’hilosoph.  Transaclious“ 
von  18.Ö2  (p.  311  — 410)  und  18,)4.  Auch  IJ.  To rlo  1 i n i , der  schon  1h 
fnllieren  Arheiten  (von  1844  an)  sich  damit  hcschSfligl,  ist  in  seinen 
,,Annali“  mehrrach  auf  diese  Untersuchungen  zurückgekommen.  (Vergl. 
l.  II,  1850;  l.  III,  1800;  p.  183.  t.  IV,  1802;  p.  204.  l.  V,  1803;  p.  305.) 
Die  beiden  Uurven,  welche  hier  naher  hetrachlcl  wurden,  .sind  von  Booth 
mit  dem  Namen  „Logarilloui.sche  Ellipse  und  Ilyperhel“  belegt  worden. 

Von  hier  aus  ist  zu  verweisen  auf  die  höchst  hemerkenswerlhe  Ah- 
handlung  von  A.  Ulehsch,  „Ueber  ilie  Anwendung  der  Ahel'.schcn 
Kunclionen  in  der  tieomelric“  im  03.  Baude  des  „Journal  f.  Math."  Die 
Raumeurven  helrelTen  besonders  die  11 — lO.  ln  den  §§  17  und  18 
sind  Anwendungen  auf  die  Baumeurven  d’"  und  O'*'''  Ordnung  gegeben,*) 
welche  als  vullsläudiger  Burchschnill’von  Elitchen  ‘J’"'''  und  3''‘‘'  Ordnung 
cntslcben.  June  führen  auf  elliptische  Functionen,  und  wdr  wollen  aus 
beiden  Paragrapben  einige  Sätze  anfiihreu,  um  zum  Studium  der  Abhand- 
lung zu  veranlassen.  Durch  jeden  Punkt  der  Uurve  4'"'  Ürdniing  kann 
man  0 Sebmiegung.sebenen  an  die  Curvc  legen  (vergl.  Artikel  85);  durch 
je  zwei  Punkte  der  Ctirve  ebenso  4 Tangenlenebenen  derselben.  Es  gieht 
vier  Systeme  von  Ebenen , die  die  Uurve  zweimal  berühren  und  durch  jede 
Tangente  gehl  eine  Ebene  jedes  Systems.  Durch  zwei  Punkte  der  Ciirve 
und  die  Berührungspunkte  der  durch  sie  an  dieselbe  gelegten  Tangenten- 
ebenen lässt  sich  eine  Schaar  von  Flächen  zweiter  Ordnung  legen,  welche 
in  den  gegebenen  Punkten  die  Curve  berühren.  Wenn  mau  einen  Punkt 
der  Curve  mit  den  9 Punkten  verbindet,  in  denen  eine  durch  ihn  gehende 
Schmiegungsebene  die  Curve  berührt,  so  schneidet  jede  Ebene  diess 
System  von  9 Strahlen  in  einem  Piinktesyslem,  welches  das  System  der 
Wendepunkte  einer  Curvc  3'''''  Ordnung  .sein  kann.  (Vergl.  in  demselben 
Bande  des  „Journal  f.  Math.",  p.  111.)  Jene  9 Punkte  liegen  auf  einer 
.Schaar  von  Flächen  3'*’'  Ordnung,  die  iu  dem  gegehenen  Punkte  die  Curve 
dreipunktig  berühren. 

Es  gieht  120  Elienen,  welche  eine  llaumcurve  O“’’’  Ordnung  in  drei 
verschiedenen  Punkten  berühren.  Es  gieht  255  Systeme  von  Flächen  'J''"'’ 
Ordnung,  welche  die  Curvc  in  0 verschiedenen  Punkten  berühren;  die 
Berührungspunkte  je  zweier  Flächen  desselben  Systems  liegen  auf  einer 
Fläche  2*'f  Ordnung,  ln  jedem  dieser  Systeme  kommen  28  Fläclicn  vor, 
welche  iu  Paare  dreifach  beröbrender  Ebenen  zerfallen.  Die  12  Berühr- 
ungspunkte je  zweier  solcher  Paare  liegen  auf  einer  Uaumeurve  P'*'  Ord- 
nung. Solcher  Curven  d'"  Ordnung  gieht  cs  ,32130.  Es  gieht  ferner 


*)  Die  vorhergehenden  §§  sind  der  Theorie  der  ebenen  Curven  ge- 
widmet und  enthalten  unter  anderen  al.s  Deispiel  eine  sehr  schöne  Dar- 
stellung der  Theorie  der  Doppeltangenten  der  Curven  4'*'  Ordnung. 
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6501  Raumcurven  Ordnung,  welclie  die  Ciirve  O'“''' Ordnung  in  vier 
vcrscliiwlencn  Punkten  dreipunklig  bcrülircn.  Legt  inan  durch  die  Be- 
rfihrungspiinktc  zweier  solclier  Curven  eine  Fläche  2'"  Ordnung,  su 
schneidet  sie  die  Cnrve  0"''^  Ordnung  nucli  in  den  Berührungspunkten 
einer  dritten  iterüiirungscurve. 

Bei  diesen  Untersuclinngcn  ist  A.  t'lehscli  nuch  zu  einem  andern 
merkwürdigen  Besultate  gelangt , das  wir  unter  Verweisung  auf  seine 
Mittheilung  iin  04.  Bande  des  „Journals  f.  Matli.",  p.  00  hier  kurz  ange- 
hen.  Man  kann  die  Curven  in  Geschlechter  iheilen  nach  der  Klassenzahl  p 
der  Ahel’sclien  Functionen,  auf  welche  sie  führen.  Wenn  man  aber  von 
der  betrachteten  Curvc  zu  einer  andern  übergeht,  welche  ihr  so  ent- 
spricht, dass  ein  l'unkt  und  eine  Fhene  der  einen  einem  Punkte  und  einer 
Eheiie  der  andern  respective  entsprechen , sö  führen  beide  Curven  auf  die- 
selben Abcrschen  Integrale,  oder  gehören  dein  nämlichen  Geschlechte 
mit  demselhen  p an.  Man  hat  aber  mit  den  Bezeichnungen  des  Artikel  04 
für  p die  folgenden  Au.sdrücke  und  damit  hientiläten,  welche  sich  nach 
den  a.  a.  0.  gegebenen  Gleichungen  leicht  best.ätigen 


1 . m — 2 


— h 


l.r  — 2 


n — 1 . ;i  — 2 

X — m = g — er. 

2 ^ 


Bezeichnen  dann  dieselben  Buchstaben  mit  Strichen  die  nämlichen 
Cliaractere  eines  in  der  angegeheneii  Weise  abgeleiteten  Systems,  so  hat 
man 


fn  — 1 . ;//  — 2 

;/ 

11 

1 

m — 1 . m — 2 

- h -ß. 

2 

ft 

2 

/— 1 . 

. r — 2 

f 

— .'/ 

r — 1 

. r — 2 

— y —n, 

2 

2 

r'  — 1 

. r—  2 

/ 



r — 1 . 

, r — 2 

2 

””  cc 

2 

— 1 

n—2 

, 

— a'  = 

«— 1 . 

.n—2 

— 9 —a-. 

•> 

— 0 

•) 

es  genügt  hiernach  für  ein  solches  Gehilde,  zwei  <ler  characteristischen 
Zahlen  zu  kennen , von  denen  im  Allgemeinen  (.Artikel  Oti)  drei  erforder- 
lich sind,  um  alle  übrigen  zu  bestimmen. 

7.  Zu  Artikel  122  sei  bemerkt,  dass  die  Theorie  der  gcoiUUischcn 
Linien  auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoid  neuerdings  Gegenstand  einer  licht- 
vollen analytischen  Darstellung  von  Weiers  trass  gewesen  ist;  man 
vergleiche  „Monatsberichte  der  Akad.  d.  Wissensrh.  zu  Berlin“  vom  Jahre 
1001  (p.  OOti  — 907^.  Sic  erfordert  hckanntlich  die  Kenntniss  der  A ber- 
schen Transccndeiiten.  Für  die  in  der  Geodäsie  so  wichtige  geodäti.sche 
Linie  des  L'mdrehungscilipsoids  lindet  man  die  zur  Bcreclinung  zweck- 
mässigsten  Formeln  zusauiniengestellt  von  Jacobi  und  abgeleitet  von 
Luther  im  Bande  des  „Journal  f.  Math.",  p.  BSö  und  p.  242, 
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8.  Zu  Artikel  HB  in  seinem  Ziisammeiili.'ing  mit  Artikel  27  f.  tragen 
wir  nach  eine  neuliche  Kemcrkmig  firiiiierfs  („Archiv“.  Bil.  XLl,  p. 
204—29(3)  in  der  kurzen  Fassung,  welche  ihr  E.  Beltrami  („Archiv". 
Rd.  Xldl,  p.  117)  gegehcD  hat. 

Wenn  die  Indicatrix  in  einem  l'unkte  der  FISche  eine  Ellipse  ist, 
d.  h.  wenn  das  ahsolutc  (ilied  in  der  quadratischen  (lleichung  des  Artikel 
34  positiv  ist,  so  sei  p einer  ihrer  centralen  Radien  vectoren,  also  p’  der 
Krümmungsradius  des  entsprechenden  Normalsclmittcs;  dann  hat  man  für 
das  arithmetische  Mittel  aller  Radien  um  den  Punkt  herum 

it 

irr  1 /' 

Ar  (fi)  = — / p'rfö). 

I)  jt  t/ 

• t) 

Nun  ist  p*  (fco  das  Doppelte  der  Fläche  des  elliptischen  Sectors  zwi- 
schen den  unendlich  nahe  henachharten  Vectoren  p (co)  und  p (co  -}-  da) 
und  das 

^ Q‘‘da 

ist  daher  der  Totalinhalt  der  Ellipse  oder 

= Jt  y R . R' , 

so  dass  man  hat 

in  

M (ft)  = yR.R', 

1 u 

d.  h.  das  arithmetische  Mittel  aller  Krümmungsradien  um 
einen  Punkt  herum  ist  dem  geometrisch  c n M i l tcl  der  hei- 
d’c  n II  a u p t k r ü m m u n g s ra  (I i e n gleich. 

Man  kann  dasseihe  als  llalhmesscr  einer  Kugel  hctrachten  und  leicht 
die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes  bestimmen.  .Nach  Grüne rt  soll  sic 
den  Namen  „Kugel  der  mittleren  Krümmung“  erhalten.  (Vergl.  dazu  Ar- 
tikel .")l  einerseits  und  die  Gauss’schcn  llcfinilioncu  anderseits.) 

0.  Zu  der  in  den  Artikeln  Ißi) — 108  dargelegtcn  Theorie  der  Strahlcn- 
systeme,  wollen  wir  für  ihre  optischen  Anwendungen  verweisen  auf  die 
Note  von  Kummer  in  „Moiiatshcriclite  der  Kön.  Preuss.  Akad.  d.  W.  zu 
Berlin“,  18(50,  p.  49(i  f.  und  eine  Ahhandlung  von  U.  Meihaucr,  „Theorie 
der  geradlinigen  Sirahlensyslcine  des  Lichts",  Berlin  1804,  4.  Weitere 
Veröffentlichungen  von  Kummer  sind  zu  erwarten.  In  Bezug  auf  die  im 
Artikel  243  hcrährlen  Strahlensysleme,  welche  Flächen  4“”'  Ordnung  mit 
10  singulären  Punkten  zu  Brenndächen  haben . bringt  eine  solche  Mitthei- 
lung das  Juli-Heft  der  „Mnnatsherichte“,  p.  405.  Nach  ihr  zerfTdll  das 
Strahlensystcm  l*'“'  Ordnung  und  Klasse  hei  sulchen  Flächen  stets  in  der 
Weise  vom  Schluss  des  Artikel  243;  das  vullsländigc  Strahlensystem  aller 
doppelthcrührendcn  Geraden  einer  solchen  Fläche  besteht  stets  wie  hei 
der  Frcsnerschen  Wellimiläche  aus  0 Strahlcnsyslemen  zweiter  Ord- 
nung und  Klasse. 
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II.  Zu  (len  Kapiteln  III,  IV,  V. 


Zu  Aiiiki'l '212  Ix'iiicrkmi  wir,  dass  A.,(-ayl(!V  «lir  filRieliiin;'  iIit 
voll  Jen  Iliroi'ii'iKMi 

(o'*  + ß^)  a-y  — + y^)  ß/3  = 0,  .r  — mz  = 0,  y — m = 0. 

a:  — a = 0,  y — (3  = 0 

liildi'O',  iiidi’iii  er  die  (irösscii  A,  Ii,x,y  aus  dem  Sysleiii  von  ('deicliiiiifieii 
(f<3  4-  ß^)  .ry  — (a-3  + y'*)  aß  = I), 

Ä'  = x-i-  AZ,  V = y + JiZ, 

(II  — li)  X — (w — A)  y = 0,  J}  (x  — a)  — A (y  — ß)  = o 
eliiiiiiiierLe.  Kr  fand  das  Krgeliiiiss  in  dei  Form 

( «■-'  (.r -a)  + ß‘  ( r—  (3; } (.v-  mZ]  ( i'  - ,,z) 

+ <(3  (.V-o)  — « (!'-  (3)}  {«  — ß(V-uZ)'^}  = o. 

welche  die  I.eilliiiien  sehr  deiillich  erkennhar  macht. 

Zu  Artikel  "274  (p.  400,  Zeile  4 f.)  von  der  Krzeugiiiig  der  hesoiiderii 
Kegeln, äche  driUer  Orduuug  ist  7,ii  heiiierkcu,  dass  die  homugra|diischeii 
Keiheii  von  l’iiiikten  und  von  Khenen  in  und  aus  der  (icradeii  x = y = 0 
einander  so  entsprechen  müssen,  dass  dem  Doppelpunkt  als  einem  Ihiiikle 
der  Heihe  eine  der  durch  seine  Tangenten  als  1‘iinkte  der  (äirve  gehenden 
Klienen  als  Khene  des  Büschels  entspricht. 

Zu  Artikel  "270  und  den  Anwendungen  der  dort  eingerührteii  canoni- 
schen  Form,  namentlich  auch  in  den  Artikeln  •21K)  T.  liefert  die  Flüche 


ii.v*  + fty^  + '4"  = *• 

mit 


X + ij  + z + V + ir — n 

ein  iiiteressahles  Beispiel.  Sin  ist,  wie  A.  Kayley  in  einer  Note  des 
..Philos.  Magazine".  1804.  (I,  p.  404)  nachweist,  mit  der  Form 

+ M"''  + OCHST  =0 


für 


X + j-  + fl  + s + r = 0 


stets  zu  identilicieren  und  hat  daher  folgende  hesondere  Kigenschaftcu; 
Jede  der  Khenen  H = 0,  S = 0,  T = 0 ist  eine  dreifache  Tangentcn- 
eheiie.  welche  mit  der  Fläche  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade 
gemein  hat;  uiiigekehrl  sind  die  Khenen 

AX^  + flF»  = 0 

dreifache  Tangentenehencn  det  Fläche,  die  sich  in  einer  Geraden  durch- 
schiieiden. 

Zu  Artikel  '204.  Schlnfli  hat  seine  [Iiiter.snchung  iihir  die  Kintlici- 
liiiig  der  Flächen  dritter  (Irdiiiiiig  in  Species  n.ich  di’r  llealität  ihri’r  Ge- 
Satmtiii,  A»al.  (jeum.  li.  Hnnmp«  II. 
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radpii  und  siiiKiilriri'ii  l'iinklu  wieder  aiir^'eiiMiimien  und  weiter  ausgcfülirt 
in  einer  Aldiarrdinng  in  Pliilnso|di.  Transaelions",  Vol.  153,  (1863)  p. 
193  — 211.  Kr  crliäll  22  Speeies,  nnler  denen  je  zw'ci  von  der  7‘'",  S"" 
und  3'*’"  KIa.ise,  je  fünf  von  der  li''-'"  und  l**'"  und  di'ei  von  der  5''"  Klas.se 
.sind.  Wir  verweisen  auf  die  Aliliandlung  sellisl  und  erwähnen  nur  nocli 
die  Kiseussion  der  Arien  conisclier  Punkte , welche  eine  Fläche  dritter 
Ordnung  hahen  kann;  es  sind  aus.ser  ileui  ciufaelien  coni.schcn  Punkt , der 
die  Klasse  der  Fläche  um  zwei  vennindert,  4 Arien  conisclier  Punkte  mög- 
lich, deren  Bcrrdirungskcgel  in  ein  Ehenenpaar  degeneriert  und  denen  die 
lleduclionen  der  Klassenz.dll  um  3,  4,  5,  li  Einheiten  respeclive  entspre- 
chen, je  nachdem  nämlich  die  Durclischnillslinie  jener  heiden  Ebenen  der 
Fläche  nicht  angehörl,  mler  ihr  aiigclinrt,  ohne  dass  eine  der  hehlen 
Ebenen  längs  dersellieii  die  Fläche  berührt,  oder  endlich  die  Linie  der 
Berührung  oder  zuletzt  Oscnlalion  einer  dieser  Ehenen  ist;  und  es  siuil 
conische  Punkte  möglich,  deren  Tangentcnkegcl  in  ein  Paar  znsamlnen- 
fallendcr  Ebenen  degeneriert,  welche  nun  entweder  die  Fläche  in  drei 
verschiedenen  firaden  schneidet,  oder  sic  längs  einer  Geraden  herülirl 
mler  osriiliert;  drei  Fälle,  denen  die  Beduction  der  Klassenzahl  um  (!,  ~ 
und  8 Einheiten  entspricht. 

10.  Zu  dem  Beispiel  des  Artikel  312  bemerke  man,  dass  die  übrigen 
Gharacleie  des  belracbteten  Syslcins  sich  ergeben,  wie  folgt 

A=  l,  n = 2l,  y = 32,  ,t  = 48,  n = 32,  j;  = 1.511, 

und  vergleicbe  damit  Artikel  91.  Das  System  ist  das  der  Kurve  5'"  llnl- 
nung  voll  der  ersten  der  dort  aufgefübrien  Arten.  (Vcrgl.  Artikel  201.) 


II  r.  lieber  die  Systeme  der  Orthogonalfliiclicii. 

I.  Man  möchte  vielleicht  ans  Du  p in 's  Theorem  den  Schluss  ziehen, 
dass  zu  einer  beliebigen  Beilie  von  Flächen  , welche  einen  ver.änderliehou 
Parameter  enthalten,  immer  zwei  andere  Flächensysteme  mit  je  eiiieiii 
solchen  Parameter  gefunden  werden  können  von  solcher  Besonderheit, 
dass  sie  die  Flächen  des  gegebenen  Systems  rechtwinklig  und  in  iliicn 
Krümmiingsliiiien  schneiden.  Diess  ist  aber  keineswegs  der  Fall  Viel- 
mehr. damit  eine  gegehene,  Familie  von  Flächen  mit  einem  l'arameter  ein 
dreifaches  ürlhogonalsystem  erzeugen  könne,  müssen  gewisse  Bedingun- 
gen erfüllt  sein. 

J.  A.  Scrrel  hat’*)  den  Schluss  begründet,  dass  die  ttleichuiig 

F{x.  y,  z)  = a. 

in  welcher  a ein  veränderlicher  Parameter  ist . dann  einem  Ortliogonal- 
systeme  den  Ursprung  gehe,  wenn  die  Function  zwei  partiellen  Dilferen- 
lialgleichungen  der  sechsten  Ordnung  genügt.  Wir  geben  seine  Unter- 
suchung des  speciellen  Falls,  in  welchem  die  gegebene  Function  ilie 
Summe  von  drei  Functioueu  von  x,  y,  z respective  ist.^ 

*)  Vgl.  „1,  io II  v i 1 1 c’a  .loiirnnl“,  t.  XII.  p.  241. 
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Sfii  also  die  gesehene  Olcicliiing  von  der  Form 

A'  + r + Z = a 

lind  suchen  wir  die  lledingiing.  unlcc  vvclclicr  die  durch  sie  repräsenliei  le 
Klächenrainilic  ein  Paar  eonjugicrle  Syslcine,von  Orlhugonainächcn  bcsilzl 
Voraiisgeselzl , dass 

F,(x.y.z)  = ß.  F^{x.y,z)  = y 


die  Olcichiingen  dieser  Syslemc  sind,  so  hdgl  aus  den  ßedingiingen  des 
Prohlenis  und  für  A'',  Z’  als  die  crslcii  l(eri\ierleii  von  den  Kiinclio- 
nen  A’,  Y,  Z die  (iriippe 


A'f  + 

A-'f 


r‘f  + 

,ly 


+ r'  / + Z'  ; = 0 

(ly 


•Iß  fjß  '/}■  'Jß  >h\  _ „ 

dx  dx  dy  dy  dz  d: 

Wenn  wir  zur  liitegralion  der  ersleii  heiden  rdeichiingen  diese, r 
(iriippe  die  gewöhnlichen  Mclhoden  der  parlicllcn  l•i^erenIialgleichllngen 
auwenden  , so  linden  wir,  dass  ß und  y Functionen  von  h und  e sind,  wo 


u = 


sind.  Daher  wird  die  drille  Gleichung  der  Gruppe 

(dß  (in  fdy  £2  '’ß  '!l 

\d,(  dvJ  \dH  rfr/  Y’^  du  du  Z"‘  do  dv 


Dü  nun  u und  v Functionen  von  .r,  y,  z sind,  so  können  wir ;/  und  z 
als  Fuiiclionen  von  u,  v und  x hctrachlcn.  Daher  gehl  x in  die  vorige 
Gleichung  als  ein  unhesliniinler  Parameter  ein  und  die  Grössen  ß und  y 
inüsseii  nicht  nur  ihr.  sondern  auch  ihren  Derivierlen  genügen,  welche 
man  unter  der  Voraussetzung  hildel,  dass  x die  einzig  Veränderliche  ist. 
Wir  linden  unter  dieser  Voraussetzung  und  mit  Beachtung  der  Kelationen 
^ (ly  _ Y'  dz  __  £ 

dx  X"  dx  X'  - 

die  Gleichung 

A"—  r'  (iß  dy  X’  —Z"  dß  dy  _ ^ 

Y"Z  du  du  Z'*  (/7  do  ^ ’ 

in  welcher  X",  Y",  Z"  die  zweiten  derivierlen  Fiinclioneii  voirA',  Y,  Z 
sind.  Die  nochmalige  Diflereiilialion  gicht  für  X'",  Y'",  Z"'  als  die  dril- 
len derivierlen  Fuiiclionen 

X'X'"—  Y'  Y"'  — 2 Y"  (X"—  Y")  dß  (Jy 
Y'’  du  du 

X'X"'—Z’Z"'  — -2Z"{X"—Z")dß(ly_^^ 

Z ‘ do  do  ~~  ■ 

3G* 
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Daraus  rosullit'rl  sogleich  ilie  gesiiclile  Beilingiingsgleichuug  in  der 

Form 

Ä'A'"  (r"—z")  4-  rr"  (z"— .Y")  + z'z'"  (x"-  r") 

+ 2 (X"  — r ")  ( r"  — z ")  (z " — X ")  = o. 

Diese  Helatioii  drückt  die  Bedingung  aus,  unter  welclier  eine  Familie 
von  Flächen  von  der  in  der  Gleichung 

X + r -h  Z = a 

gegehenen  F'orni  eine  von  einem  dreifachen  Orlhugonalsyslein  sein  kann. 
Sic  waril  zuerst  von  Boui|uct  („Liouville’s  Journal“,  t.  XI,  p.  440)  ge- 
gt’hen.  aber  der  niitgethedle  Beweis  ist  aus  Ser  re  t 's  Aldiandluiig  ent- 
nomnien. 

‘2.  Aber  ans  der  Krhillung  der  Bcdingungsgleichungen  ergiebt  sich 
noch  nicht  so  leicht  die  Ikstiuimung  der  beiden  cnujugiertcu  Systeme. 
.So  bemerkte  Bouquet,  dass  die  eben  gerundene  Bedingung  für 
.r*"  y"  zP  = « 

als  das  gegebene  System  erfüllt  ist , aber  er  gab  iiicbl  den  Weg  zur  Eul- 
deckung  der  conjugierten  Systeme.  Diese  Lücke  ist  durch  Serret  voll- 
ständig ausgcfüllt  worden,  welcher  viel  Scharfsinn  und  analytische  Kunst 
in  der  Ableitung  der  Gleichungen  der  conjugierten  Systeme  nach  Erfüllung 
der  Bedinguugsgleichiing  oireubarte.  Die  wirklichen  Ergebnisse  sind  von 
einem  sehr  coniplicicrten  Gharacter  und  wir  müssen  uns  beschränken, 
den  einfachsten  unter  den  diircb  ihn  erbaltenen  Fällen  zu  erwähnen,  der 
auch  ohne  Schwierigkeit  a posteriori  bestätigt  werden  kann,  indem  wir  im 
Uebrigen  auf  seine  Abbandlung  verweisen.*) 

Ilie  drei  Gleichungen 


X 


(x^  -f-  y^)^  + (x^  + z^)^  “ ß, 

= y 

repräsentieren  ein  dreifaches  System  von  Orthogonalllächen.  In  denselben 
sind  die  Flächen  (a)  hyperbolische  I’aralioloide ; das  System  {ß)  wird  von 
den  geschlossenen  und  das  System  (y)  von  den  unbegrenzten  Mantel- 
llär.hen  des  Flächensystems  vierter  Ordnung 

(z>-yY  - C>x^  + ,ß  + z2)  = 

gebildet.  Serret  hat  bemerkt,  wie  aus  ilern  oben  Ge.sagten  sich  .sofort 
ergiebt,  dass  in  einem  hypcrholischen  l'arabidoid , dessen  llaiiptparabehi 
gleich  sind,  die  Summe  oder  Dilferenz  der  Entfernungen  jedes  Pnnkles 
derselben  Krümmungslinie  von  zwei  festen  Erzeugenden  constaiit  ist. 

*)  Zuletzt  hat  Comtiescu  re  iiii  V.  Hde.  ilor  „Animli  ili  Matema- 
tica“,  p.  47  f.  diese  Systeme,  untersiieht,  besonders  da«  speelelle  wel- 
ches die  naebsteu  Korineln  iMitlialteii. 
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W.  Kuherls  liat  ilin  Mellioilo  der  r'lll|>ljsclieii  (^xirdiniitPii  auf  ' 
(las  1‘roljlem  angcwoiiilcl  und  lieinci'kcii.swoi'llic  Krgcdiiiisse  crliallcti.*) 

Sei 

1)  F M = a 

die  Olcicliung  einer  der  Fläulicnraniiljen  und  a ein  veränderliclier  l'ara- 
ineler,  während  zwischen  den  elli|ilischen  Oonnlinaten  |u,  v die  Kela- 
liunen  zu  den  x,  y,  z bestehen 


Ist  dann 

P(Iq  + 3liiy.  — <• 

das  llifl'erential  jener  Olcicliung,  so  dass  /',  flf,  N Fuiiclionen  von  q,  u,  v 
respeclive  sind,  so  werden  alle  dein  System  angelu'irigen  Flächen  durch 
die  eines  andern  Systems  von  dem  totalen  DilTereiilial 

P'dQ  -f-  + N'dv  = 0 


orthogonal  geschnitten,  wenn 

PP'  (p'^  — //*)  — c*)  MM'  (ft' — Ir)  — ft’) 


(e*  — ft*)  (r— »'O 


(e*- 


•ft*)  (ft*-e’) 


j.  ^vr  (e^v’)  __ 

(p*  — v’)  (ft*  — V*) 

ist;  denn  die  Elemente  (/*,  ds',  ds"  der  Krümmungsliiiien  von  drei  eon- 
focalen  Flächen  p,  ft,  n 


// (p*— ft*)  (p*  — V*) 
ds  — dQl/ 

ds  = dii  j/ 

Hilf/ 

, , 7/(9*  ~^'*)  (ft*-v*] 

ds  —duj/ 


*)  Vgl.  ,,Comptes  rendus“,  1861,  t.  LIII,  p.  546  11.  weiterhin  ihid. 
n.  1864,  t.  LVIIl,  p.  2Dt.  Vervollständigt  im  LXII.  Bde.  (p.  60)  des  „Jour- 
nal f.  Matliein.“ 
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M.iii  f;cnügl  jpnvr  Bodiiigmig  ollciibar  durcli 


lind  diircli 


= NN'=—  ' 

fi‘  — fr 


b’-  lA’- 


ji/.r  = - ' N.\'=  - -^-1-  . 

c-  — fi‘  r‘  — v‘ 


Setzt  man  also 

f •If' 

4-  i 

/*  de 

J P (p*- 

' M (fl*  - 

:/Ä) 

' )v“(b*  — e*; 

/*  'Iq 

+.i 

r dg 

+ J 

/*  de 

-J  p (p*- 

’ .1/  (c*  - 

f*'') 

iiiiil  lll■/.cil:llncn  ß,  y zwoi  willkiirliclic  l<on.sl.iiilpn,  so  rt“|iräsciiUi'ri’ii  dio 
l■ll'icllllngp|l 

II  =:  ß,  V — y7u-\-ßv  = y 

dri'i  Sysleinc,  welche  das  gegebene  System  I)  reclilwinklig  sclineideii. 

Alle  Fläcliensyslemc  dieser  Art  liefert  die  Integratiiin  der  partiellen 
Diirereiitialgleieliiing 

P — b*)  (p®  — c‘)  M (fl*  — b*)  (c*  — fl*)  (fff 

(p*  — fl*)  (p*  — V*)  (p*  — fl.*)  (fl*  — V*)  r/fi 

_ ^(b*  — V*)  '(c*  — V*)  </p  _ 

(P* — V*)  (fl* V*)  (iv  ' 

Ha  sie  u ßo—  y zum  particiilären  Integral  bat.  so  ist  das  allge- 
meine durcli  >t>  (ii , v)  = 0 gegeben. 

1.  Wir  beslimmen  den  Fall,  in  welcliem  zwei  Familien  von  Fläciien. 
deren  jede  durcli  eine  lineare  Itelatiun  zwischen  u und  v gegeben  ist, 
gegenseitig  orthogonal  sind.  Wir  setzen 


u + fv  = ß,  11  + gv  = y 


mit  f,  (j  als  Ooustanten  und  setzen  vpraiis.  dass  die  Familien  [ß]  und  (y). 
sich  selbst  und  die  Familie  (n).  I)  reclilwinklig  schneiden.  Hie  lliirereii- 
tialiun  der  lileicbiing  von  ß ffir  ß als  Conslante  giebl 


dp 


9 


c*  + /-b*  (:!  + /■'(!_  2 

_ _ _ I + r . <}t  ' + f 

P (p*  - b*)  (p*  - c*)  M (fi'^ -//•■)>* -fl*) 

J C*  + ffP 

4-  lü  _ Li"/  

JV  (b*— e*)  (c*_,d)  — "• 


iiiiil  t’benso  cnls|iringl  ,ius  (y) 


j 
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c*  + glr  + 9 _ ^2 

'/p  ^ I , >l;i  I + !l 

P ({!• — b'^j  (p® — f‘)  ^I  (fl'* — ^ Ir)  (c^ — g.'^) 

+ !'•:  L+y  =0 

^ A-  (c*— 1/*) 

Nplinifii  wir  dann 

c^  + fir^^.,  «•+<;**  ^^2 

1 + /^  ’ • + !/^ 

so  ergk'bl  sich  nach  Itcnicrknngcn  von  l>iunville  (vurf'l.  „Journal", 
I.  Ml,  |>.  118,  l'JO),  dass  die  Glcicliun^'cn  der  Syslcine  (ßj  und  (y)  sich  uiil 
den  Ahküi7Uii(^en 

(g^  — b-)  — c^)’ 

(u^  — (c^  — fi"'*) ' 

e ” (b'^  — v'^)  (c*  — v'^) 

in  der  Forni 


/*  Pi/q  I‘  m'dft  /*  irilv 

J ■'■  , / M ~ J N {X‘—  v‘‘)  ~ ' ■ 

/*  P(Iq  /*  «iVft  /‘  

J -7-)  r J N'[(f'  - ~ ^ 

inlejjrien'n  lassen.  Ilic  llcdingiinf;  der  Orlhogonalitrit  dieser  Sysleine  ist 
(f** — (p‘  — — 

■I  pi  jtii-  + A^  — • 


Ilie  von  W.  Itohcrls  hclraclilelen  Krdio,  in  welchen  diese  llcdin- 
giingen  erfülll  sind , wollen  wir  znsainmeuslellen.  Sie  sind 

/•  «1^  ii’ 

was  ideiiliseli  ist  mit 

l m II  

1>  ~ Jl  ~~  17  ~ ’ 

h)  p'-7**  = /7  = = «■•’; 

c)  /»■•■=  A^=-— -- 

//  + 4-p-”  A + Aft-  //  + Arv* 

für  A,  A:  als  hclichige  Conslanten,  die  den  lledinguiigcn  der  clliptiselien 
Coordinaten  genügen. 
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ft.  Kalle  a)  eiil.spridil  da.s  (ll•ci^acllc  Sy.sleiii 
ß’o  null».  + j ntlv  = a . 


* mrfp  , 

(*  miv 

= ß. 

mdfi 

/ tiflv 

‘ «2-v* 

y< 

die Kläelien  sind  unter  sich  iiarallel  und  lial>en  zwei  dnrcli  dicOoiistan- 
len  5,  A.  reprä.senticrlc  confocale  Flächen  zweiten  (irades  zur  Fläche  der 
Fentra;  die  Flächen  ß),  y)  setzen  sieh  aus  den  develo|i|>ahcln  Flächen  der 
Nurnialen  vun  a)  länp;s  ihren  Krümnmn^slinicn  zusaninien.  Für 

0 = c . l = h 

rediicieren  sich  jene  confocalen  Flächen  auf  die  f’iicalkegolsehnilte  des 
gegehenen  Systems  und  die  Flächen  a)  sind  Cycliden  (vergl.  Artikel  3.»0), 
während  die  Flächen  ß)  und  }’)  l jndrehnngskegel  werden,  welche  iliiT 
Scheitel  in  iler  Focalclli|ise  (Focalhy|ierhel)  haben  mul  nher  der  Focal- 
hy|ierhcl  (Foealelli|i.se)  stehen.  Die  rirnjjpc 


e + ft  + i'  = «. 


(?_—  *)  (ft {!>  — ”)  _ rf 
(p  + i)  (^  + f;)  (ft  + u)  P 


(p  — c)  (e  — g)  (c  — e)  _ 

(p+e)  (c  + f«)  (c  + e)  ' 

giehl  ihre  fileiehmigen.  .\ns  der  ersten  derselben  folgt  die  früher  ini 
Artikel  3ft0  gegebene  tileichnng  der  C.yelidcn  und  diese  Fon.strnction  ilcr- 
sclhen;  Man  hesehreiht  aus  einem  der  llrennpnnkto  de’r  Fm:alcllipse  oder 
llyperhel  einen  Kreis,  zieht  in  ihm  einen  Itadins  und  hesehreiht  ans  sei- 
nem Dnrchschniltspunkt  mit  der  Focalcurve  und  durch  den  Schnitt  inii 
jenem  Kreise  eine  Kugel,  so  ist  die  Envcloppc  der  sämmllichen  so  er- 
zeugten Kugeln  eine  Cyclidc;  die  Krüinmungseentra  dersclhcn  liegen  in 
den  Focalcurvcn.*) 


*)  Die  Cyclidc  ist  als  ein  Heispicl  zu  der  im  Artikel  2t0  gegelic- 
nen  Sfotliode  von  AV.  Roberts  für  die  liestiminnng  der  ersten  negati- 
ven l'usspnnktflächc  schon  benutzt  worden,  liier  fügen  wir  bei,  dass 
wegen 

q’’  + !»■>  + t'  = x'i  + .</*  -f  :*  -1-  fd  -f  f* 

anch 

p -f-  p -f-  V = « -f-  (p*  -f-  jU®  — lA  -tt  f*)'l 

oder 

pp  + pv  -1-  j'p  — K.(p  -f-  u e)  {«*  Ä*  -|-  e’)  = O 

diese  FlKclic  darstcllt,  als  die  dem  System  der  elliptischen  Coordinaten 
entsprechende  einfachere  Form. 
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Iler  Fall  li)  ftiebl  das  Syslciii 


llf/ft 

+ 1 

• 

= a, 

f*  ~ J 

l‘  muila 

_ / 

’ uvdv 

I ff’-  A'^ 

+ j 

/ niudu 

- / 

’ ni'dv 

1 

■no' 

11 

1 

rill  Sysli'iii,  weli  lics  keine  l'aralleinrichen  iiiicl  keine  ilcvelo|i|ial)elii  Flä- 
elien  entliäil. 

Fnr  5 = r ninl  A < ft  > 1/  wird  die  (ilcicitnng  ß:  algeliraiseli 
integriei'liar  und  die  lliircliscliiiidscurven  der  ß)  mit  den  nj  sowohl  als  den 
;■).  d.  Ii.  ilie  Krnniniiingslinien  von  ß)  sind  algchraisdi , uhwold  die  Flä- 
elien  «)  lind  y\  diess  nicht  sind. 

Fnr  9 = r.  X = h werden  die  ohigen  Ilincrentialgleiehiingen 


r/p 

dv 

, . 
+ — 4 

— = (». 

Q 

~ ff  “ 

‘ V 

p(/p 

± 

fl  da 

vdv 

d—b'^ 

ft’-f/’ 

"^6*  — 

QdQ 
•}  •} 

+ 

fii/ft 

'9  ’ 9 

™ vdv 
+ ~Ä  9 

0.  Sic  gellen  z.  B.  das  System 

(ti* — Ui^ — v*)  (r*  — «■*!  (e®  — 

= 

mittelst  der  Itelationen 

bex  = (tfti' , b Yc‘  — A*  y = — 6*)  [ft* — {b  ’ — v‘} , 

c y'c^  — li^  z = y fp*  — c’’*)  (c*  — ft’)  [c'  — e’) 
.sieht  man,  dass  das  System  mittelst  einer  Fnnctiuii  p von  a“,  y,  z 


in  der  Form 

X \ y l z 1 

p’’  ff  ’ p’ — /»’  ß ' p’  — c’  y 

dargcstellt  werden  kann.  Ilarans  folgt  der  Salz : Ist  eine  Kcihe  von 
C01I  focalen  F 1 1 ip  soi  ile  n gege  hen  , ein  I’  u n k t wi  II  k ü rlich  an  f 
einer  der  Achsen  gewühlt,  und  lietrachten  wir  diesen  als 
den  Scheitel  von  Kegeln,  die  den  Flächen  derKeiheiimge- 
sch riehen  sind,  so  ist  der  Ort  der  llernhrnngscnrven  dieser 
Letzteren  eine  hes  t i m m te  F I äche  u n d hei  der  Be  weg  n 11  g des 
Scheitels  in  seiner  Achse  cnts|iringt  dem  ein  System  von 
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KlücliPii  mit  viiivni  w i 1 1 k li i l ic liu n l‘ti raiii e I e r.  Aualuft  ilicsem 
PH  Ist  eil  eil  zwei  aiiileie  Systeme  von  Fläclicii,  wo  I die  ileii 
beiileii  aiiilerii  Xclisen  iles  coiifocaleii  Systems  eii  Is  |iree  li  c ii. 
niese  Systeme  liilileii  ein  ilreiraclics  Or t li o go ii a I s y s t c in. 

Man  kann  leielil  zeigen,  ilass  ilie  K r fi m in ii iig.sl  i n i e n iler  vor- 
erwälinteii  Fläciien  — sie  sind  von  der  dritten  Ordnnng  — 
Kreise  sind,  deren  Elten cn  zu  den  llaii|itrlienen  dcsElli|)> 
soids  normal  sind.  Henken  wir  B ,ils  zwei  feste  riinktc  res|icclive 
auf  zweien  der  Aelisen  des  eonrocalen  Systems  gewählt,  so  entspreclien 
ilinen  zwei  Fläelien,  welche  sich  rcclitwiiiklig  diirclischnciden  und  ihre 
llnrchschnittsciirvc  ist  der  Ort  von  l’iinkten  M der  eonrocalen  Elli[isoide, 
deren  Tangenteiieheni;n  diirrh  die  Linie  AB  gehen.  Sei  dann  P der  l'nnkl,. 
in  well  hem  die  Normale  zn  eLnein  der  Elli|isuide  in  .V  die  llaii|itehene 
schneidet,  welche  die  (ierade  AB  enthält,  so  ist  derscihe  als  l'ol  von  AB 
in  he/.iig  auf  den  Focalkegcischnitt  dieser  Eheiic  (vgl.  Itd.  I,  .Art.  IIT,  1S2) 
ein  gcgehener  l’niikt.  Per  Ort  von  M oder  eine  Krnnininngslinie  des 
Systems  ist  daher  ein  Kreis  in  einer  zu  der  AB  enthaltenden  llau|ilehene 
normalen  Ehene.  Msin  hcweist  das  Analoge  auch  für  die  ainlern  Krüin- 
iimngslinien. 

Pie  llleichnngcn 

- + ^ = 1 . 

er  ax  — //  az  — cA 

**■  * I . 

ßy  + h~  ß ^ ßy  + 

yz  + c*  yz  + c‘  — y 

stellen  das  System  dar. 

Peilt  Falle  c)  ents|nicht  für  die  Voraiissetziiiig  5 = c,  A =:  h ein 
System,  in  welchem  die  Flächen  c()  algehraisch  sind , während  wenigstens 
noch  die  Knimmungslinien  von  er  auf  algchraischen  Fläelien  üherdiess  ge- 
legen sind , ohgleich  ß)  und  y)  dicss  im  Allgemeinen  nicht  seihst  sind. 

7,  Anilcre  algchraisehe  Orthogonainächensysieine  hat  W.  Iloherts 
in  einer  s|)ütern  hercits  angeführten  Kote  iler  „<)oin|ites  rendiis“  hezeichnet. 
Endlich  wollen  w'ir  hemrrken,  dass  <1,  Hon  net  in  Mittliciliingen  der 
„Comptes  rendiis"  t.  LIV,  p.  551,  (155  einen  andern  Weg  zur  Untersiirliung 
der  Orthogonalflächcnsysteme  eingeschlagcn  hat,  und  zugleich  iler  ciii- 
sclilagcndcii  Kajiitel  des  Werkes  von  Lame,  ,,Lecoiis  sur  les  coordonnees 
eiirviligncs“  Erwähnung  tliiiii.  Mit  hesonderer  Ilücksicht  auf  die  llclatiu- 
nen  von  Lame  — die  ührigens  lange  vor  den  „Levons“  von  ihm  gegeheii 
worden  waren  — haf  Comhescure  in  der  oben  angeführten  .Ahliand- 
lung  (p.  15  f.)  das  ileisjiiel  behandelt,  hei  welchem  oben  seine  .Arbeit 
citiert  ist  und  dessen  geoinetrisclie  Bedeutung  direct  ersichtlich  ist;  Pic 
zwei  ersten  Flächeiisysteme  sind  die  Orlsllächen  von  Punkten,  für  welche 
einmal  die  Suninie,  das  anderenial  die  Pilferenz  der  Abstände  von  deiisel- 
hen  zwei  festen  (Jeraden  in  einer  Ehene  coiistant  ist;  das  dritte  System 
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isl  grhililel  von  P^ir^ilmloidcii , ^Vl•ldM“,  jcni*  li('iili*n  (•t'iailfii  zu  suldicii  Ki- 
zeiigoniliMi  lialiiMi,  von  (Ipni’ii  'ji’ile  alle  Krzeiigetnlen  des  andern  Systems 
redil winklig  diii'eliselineidel. 

S.  Jene  Formeln  von  l^ame  stellen  in  einem  widitigen  Zusammen- 
liange  mit  den  Lelireii  des  Alisdinitts  von  den  Linien  auf  den  Fläclieii  und 
wir  wollen  densclheii  liier  darlcgen.  indem  wieder  sdiönen  These  von 
A.  IM  Carl,  „Essai  dTiiie  llieoric  geomelrii|iic  des  siiiTaees"  Paris  IHOA) 
Einiges  entlehnen.  Denken  wir  zwei  Systeme  von  cheiien  kriiinmen  Li- 
nien, und  u,  h'  als  die  Sdmillpuiikte  von  zwei  nädislhenadiharlcn  Paaren 
ilerselhen,  so  dass  n«'  und  am  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  einer 
Linie  des  einen , nh  und  hit  zwei  soldie  von  einer  Linie  des  amleni  sind, 
wrihrend  bh'  und  ab'  die  Anfangselenienle  der  nädislfolgenden  Linien  der- 
selhen  sind;  hezeiehueii  wir  durch  r/.r,  ab  durch  (ty,  indem  wir  diireli 
die  Zeichen  il,  tf  die  Variation  nach  x und  y iinlerscheiden , iieniicn  wir 
V den  Winkel,  welchen  sie  hildcii  und  p.r.  p,/  ihre  Krrmimungshaihme.sser 
im  Punkte  o,  so  ergieht  eine  einfache  llelracliliing  die  Formel 

sin  I’ , (bt  1/  = i/xd’ y ( . — cos  e ) — r/x(/' v — it' i/ilv  cos  v , 

' Py  P.r  / 

für  e.onslaiitcs  v und  s|ieciell  für  e = IHi"  respective 


sin  1'  . litt 


und 


. . / I I N 

' t/  =:  llxil  y ( — — - cos  V I 
\py  • p.r  > 


1 


(t'llx  = — l/tlx  - 
Q. 


a)  <{ify^)lx(ty  und  eheiiso 
t'v 

llelrachlel  man  dann  die  Linie  db'  und  ihr  iiächslfolgendes  Ele- 
ment b'c  und  hczeiehiiel  die  Winkel  und  cb' p ,b' p ist  das  zweite 
Element  von  bb')  durch  i und  (i  tU],  hezeithuel  das  Element  ab'  durch 
ils  und  den  Krümimingshalhmesser  von  <tb'c  iliircli  p, , so  isl 

ds  dx  il' y 

Ql  P.T  Py 


h)  fli  = itv  -f- 


Für  den  Fall,  dass  der  Winkel  i'  der  heiden  (Inrveiisysleme  iinver- 
äiiderlieh  isl,  vcrschwlndef  // e aus  der  flleichung. 

Soll  jede  Linie  des  einen  Systems  alle  Linien  des  andern  linier  dem- 
selheii  Winkel  schneiden,  .so  muss  in  dem  Elenieiilarviereck  iiii'b’b  die 
Summe  der  Loiiliiigenzwinkel  der  Seilen  gleich  Null  sein, 


oder 

d . — (f  — — dify  + d' yd  — — tf dx  — dxd'  — = 0. 

Py  pj:  9y  Py  Pa-  ' Q.r 

Damit  cs  orliiogonale  Piirvensv steine  sind,  müssen  die  Werihe  a)  in 
diese  (ileichnng  cintreten  und  wir  erhallen 
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c) 


1 


■.7) 


<V 


1 

<1  - 


10.  Kür  eine  Linie  ;inf  einer  lielieLigeii  Fläche  heisst  die  gendäiisrhe 
kriiinninn^’  in  eitlem  ihrer  l'nnkte  die  Knlmninng  ihrer  I’rojeclion  tinf  die 
Tengenlenehene  der  Fläche,  so  dass  sie  das  I'rodiicl  ihrer  eigenen  Krnm- 
innng  in  den  Cosinus  des  Winkels  ist , den  die  Osculalionsehene  mit  der 
Tangentenchenc  hildet ; auch  heisst  das  Product  des  Eleinents  ds  der 
Linie  in  die  geodätische  Krnminnng  der  geodätische  Contingei>7.\vinkel 
ilerselhen.  so  dass  dieser  der  Winkel  zweier  Nonnalebenen  der  Fläclie 
ist,  ilie  ilurch  henachharte  Elemente  der  Curve  gehen.  Dann  hat  eine 
geodätische  Linie  uherall  tlie  geodätische  Krnminiing  Null.  (Artikel  48.) 

Die  Formeln  a)  iles  Artikel  H hlcihen  gdltig  für  ein  System  von  Or- 
thügonalcnrven  auf  der  Fläche,  wenn  g.r,  die  gemlätischeii  Kriimmun- 
geii  ilerselhen  hezeichnen.  Sic  zeigen,  dass  hei  der  Derormation  einer 
Fläche  die  geodätische  Krnnimnng  einer  lieliehigen  Linie  auf  ihr  nicht 
verändert  wird.  Ans  ihnen  ergehen  sich  leicht  die  Sätze:  Die  kürzeste 
Linie  zwischen  zwei  Punkten  ist  die  geodätische  Linie,  die  sic  vcrhiiidct. 
Von  alle«  gleichlangcii  Linien  ninschliesst  die  grösste  Fläche  diejenige, 
deren  geodätische  Krünimnng  constant  ist.  Damit  tlie  Fläche  durch  das 
System  in  quadratische  Elemente  zerfalle,  muss 


sein. 


1 y I 
d — j-  ir  — = 0 
Pj-  Pj> 


Wenn  p, . p.r,  p,/  tlie  llailicn  der  geodätischen  Kriimmiing  ihier 
Ciirven  hezeichnen,  so  gilt  auch  die  Formel  h)  des  vorigen  Arlikcls,  iiis- 
hesondere  für  constantes  v 


di  — 


und  für 


ds 


ds  dx  (f y 

P»  Pa:  Qy  ' 

0 Oller  eine  geodätische  Linie 

, dx  tfy 

di  -j-  - — + - — = 0. 

Px  Pi, 


II.  Vergleicht  man  nun  eine  Linie  der  Fläche  und  die  cnls|ircchcndc 
s|diärische  Linie,  so  gelten  für  diese  und  Jene  die  Formeln 


ds  dx  if y f/.s,  dx^  iC i/| 

P»  px  Py  Pl|  PjT|  Pyi 

sofern  x und  y die  heiden  Krünimiingslinicn  der  Fläche  sind  ; wegen 


*)  fMesc  Quotienten  sind  nicht  Differentiale j d — , etc.  sind  die 

... 

Vnrintioncii  der  beziigUchen  Krümnmngen  einer  Curve  von  einer  Curve 
des  andern  Systems  bis  zur  niiebstfuigeuden. 
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— r>T.i 


ist  (lanii 


mul 


ilx 

9^ 


rf.r, 

e.'i 


<fy  _ 

9.V  (Jy. 


9> 


<Av, 

9‘, 


I —t  — f — = — r,  — I 

Ä A, 

also  ffir  piiic  geschlossene  Oonloiir  wegen  i"  rr:  /|"  = 

/■*  _ r*i , 

./  ?«  ./  y», 

* « 

«I.  Ii.  die  'Snniine  der  geodäiisdien  llonlingcnzwinkel  ist  für  beide  Con- 
touren  die  nändiclie.  Ist  .V  die  umschlossene  sphärische  Fläche,  so  ist 
dieser  Werth 

= 271  ~ S.*) 

Handelt  cs  sich  uni  ein  kriiiuniliniges  Polygon  von  den  Winkeln 

ß , C und  das  entsprechende  sphärische  von  den  W inkeln 

//| , /f| . C, , ....  so  ist 


.^  + B + V + 


und  wegen 


i‘ils  (\ls, 

...  - /—  r - A,  + P,  + C,  + 

J 9‘  J 9s, 


*)  Davon  ist  eine  interessante  Anwendung  inöglieh,  welche  die 
Lehre  von  ilen  RcgelHäehcn  mit  dieser  und  der  Theorie  der  Ciirven 
verhiudet.  Denken  wir  eine  lielieliige  geaehlogsene  Cnrve , so  hilden 
ihre  Hinorinalen  eine  windschiefe  UegelHitche . für  welche  sic  die  Strie- 
tiouslinie  ist,  und  da  sie  alle  Erzeugenden  derselben  "rechtwinklig 
schneidet,  so  ist  sic  zugleich  eine  geodätische  Linie  der  Fläche. 

Nach  dem  obigen  Satze  ergiebt  sich  daher:  W’^enn  man  in  einer 
Kugel  zu  den  H an  p tn  ormalcn  einer  geschlossenen  Cnrve 
parallele  Radien  zieht,  so  theilt  iler  Ort  ihrer  Fi nd punkto 
die  KugelflUche  in  zwei  gl  c i eh  e T h c i 1 e.  (Jacobi.)  ITid:  Die  zu 
den  Normalen  einer  windschiefen  Rcgeltliichc  längs  der  Strietionslinie 
derselben  parallelen  Radien  einer  Kugel  bestimmen  auf  ihr  eine  ge- 
schlossene Curve,  welche  die  sphärische  Fläche  in  zwei  gleiche  Thcile 
theilt;  mit  andern  W^orten:  Die  Summe  der  geodätischen  Contiiigenz- 
winkcl  der  Strictionslinic  einer  windschiefen  Regelfläche  ist  gleich  Null. 

Denn  dass  der  Inhalt  einer  geschlossenen  sphärischen  Curve  gleich 
•2jt  weniger  iler  Summe  der  geodätischen  Contingenzwinkel  der  Curve 
ist,  kommt  darauf  zurück,  dass  die  F’ndpnnkto  berührender  grösster 
Kreise  der  sphärischen  (hirve,  auf  die  man  in- einerlei  Sinn  vom  He- 
rührungspunkt  an.s  die  Länge  des  Quadranten  abträgt,  die  Kiigelliäche 
in  zwei  gleiche  Thcile  zerlegen. 
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A,  + n,+  (\  + 


,1)  ,/  + n + (•  + 


. . — {U  — -i)  Tt  — ' = S, 

. . . — (ii  — 2)  TT  — j — = S ; 

t)  Pj 


dx  1 1 

i'y  >i'y\ 

/ dx  . ,,  dx 

— {-  + '>  - 

P.r  N- 

P.V  P y / 

oder 

d'^ 

^ d.r  i 

e.y 

ilxil'y 


.ilsn  inslipsundLTC  für  eine  diirdi  gcodiUisclic  Linien  geliildcle  Cuntuiir, 
wie  (iaiis.s  ziinrsl  /.cigle:  In  einem  durch  gendälisclic  Linien  gcbildclen 
« Seil  ist  der  L'elicrscliiiss  der  Winkcisnminc  filier  (2  n — 4)  Reclile  der 
Kläclie  des  enlsprcchenden  s|iliSrisdien  Polygons  gleich. 

' 12.  Wenn  man  die  Formel  d)  des  vorigen  Arlikels  auf  ein  unendlich 

kleines  lledileck  nah'h  anvvendel,  so  erhält  man 

- = 

dx  d y 
~RH~  ’ 

.Man  sieht,  wenn  heide  Systeme  von  Linien,  die  sich  unter  gleichen 
Winkeln  durdischneidcn,  geodälisdic  Linien  sind,  so  ninss  ilie  Krfimmnng 
der  ^’l^ldle  den  Werlh  Null  hahen;  dicss  ist  also  nur  hei  derchi|i|iahehi 
l'’lächen  möglich.  Ilie.  Vcrhiniinng  mit  den  l■’ormcln  a)  verwandelt  die 
vorige  Gleichung  in 


«) 


.r-L 

p. 


I 

d — 


= (— y + ( — H 

dx  \Q.r/  \p„/  RR 


(f  y dx  \Q.r  / \Pj,  . 

sie  ist  die  lleilingnng,  unter  welcher  zwei  Liniensysleme  auf  einer  Fl.ädie 
sich  fiherall  orlhogonal  schneiden.  (Vcrgl.  ohen  9,  c.) 

IS.  Itetrachten  wir  die  beiden  Sysienic  der  Krnnimnng.slinicn  einer 
Fläche  und  die  Variation,  welche  eine  llan|ilkrfimmnng  heim  Hehergang 
von  einer  Krnminnngslinic  zur  nächslhenadiharlen  eiTrdirl.  Hinein  iiiiend- 
lidi  kleinen  Itediler.k  aa'h'b  ents|irichl  auf  der  Kugel  ein  Itediteck  miii'ii'ii : 
bezeichnen  wir  mm'  und  iiii'  durch  £ und  f respedive,  so  sind  die  llanpl- 

. - « J 

krfinimiingen  nach  an  und  W/  rcspectivc ,,,  und  wenn  /?..  R„ 

<ia  uh 

die  llanptkrfimmnngsradien  nach  den  Linien  x und  y sind,  so  ist 
^,1  ? t S ■ dii  — £ . hb' 

Rj.  bb'  aa  au  . bb 

lind  nach  der  zweiten  der  Formeln  a)  im  Artikel  K,  p.  .i7l 

l 

P.c 

und 


f = £ — f . m»  . Rj 


bb'  = na'  — an' . ab  . 
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also  tliircli  Siili.stiUiliun 

I f . tut  — f . an  . tun  . 

'^'7^  ^ ~ 


_e.r_ 
na'  . W/ 


£.  na  + (■  nn  .ah  . 


iiiiil  woKni 


mn  = ah  . 


■ lir" 


^r. 

1 

'-1 

ff- 

1 > 

Ry'j 

1 ^ 

1 'fr. 

i , 

n7~ 

1 

e.r 
1 , 

/ 1 

d . 

II 

U,; 

R.) 

1 dx. 

I I.  Diosu  Formeln  lassen  sieh  auf  ilin  ürlliogunalfl.äciien  ainvcpnlen. 
die  sieh  hekanntlich  in  ihicn  Knnninnngslinien  diire.hsehneiden.  Sind 
F’j-.  Rii,  h'z  solche  Flächen,  die  sich  nach  den  Linien  A..  A,j,  A,r 
diirchschneiden,  so  sollen  R^.  /?;' ilie  llauplkrntnninngsradien  der  Fläche 
, R;.  R.r  die  von  Ff,  und  R,,'  ilic  von  F.  sein.  Nach  dem  Theo- 
rinn von  Mache  Ile  sind  die  llailien  der  geodälischen  Kröininnng  der  Li- 
nien .r,  y,  z auf  den  Flächen  F„,  Fi.,  Fj-I  F^,  F,,  die  llanidkröm- 
mungsradien  Rj-,  /?./:  R/,.  R„’\  Rz<  Rz-  Mie  Anwendiiiig  der  Formeln  f} 
giehl  daher  die  (!  Mleichnngen 

(I  l 

^ j / j_  _ 1 \ ^ JL  ('l LV 

fly  /Lr  \//,  /»,//’  tlx  Rf,\Ri/  R.r' 


th  r;  \ //„  R/J  ■ 

- 1,). 

(I.C  R:  \R,  R,r/ 


R£_  1/1  _ IN 

lir~^  Rz\h7 

1 

^ ^ 

Iz  ■ R.r\R^'  rJ' 


lla  die  Kriimmiingslinien  sieh  orlhogonal  diirrhschneiden.  so  ist  die 
Formel  e)  (Arlikel  13)  auf  sic  anziiwenden  und  man  erhält 

' ' v+ ( ■ y+  ' 

tly  ^ il.v  \RJJ  ^ \R,,/  ^ R.rR7 

I.)  {‘''7.  ('j_y  . I Y' 

Az  ^ tly  \R;J  ^ \rJ  ^ Rf,R7' 

+ "7/T=  (ff/)  + ("i)  + THU- 

. 
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lluicli  die  paarweise  Verhiiidiiii^'  der  (deielaingen  der  ersten  Gruppe 
erliiäll  mau  ferner 

1 

' ^ ‘ - i— 

/!,  /{,;  \/i„  J th-  hjr^r: 

1 

= ' Y ' -4-  ' \ - 

R^n:  \H,  n;)  ,iy 

1 

= ’ (1.  4.  JJ\  - 

Hylt^  \Rx^  Hy)  <h  ■ 

lind  diinli  Addiliiin  der  drei  Gleielimigen  der  zweiten 

''{k  + i/)  . ' ik  "*■  k)  . kk  + «;) 


(/.C 


---  + 


<iy 


--  + 


tlz 


ik  «/)  + (i  k)  + (i:  + y ~ kn/ 


H.R. 


Itiess  sind  die  Koriiieln  von  I.  anie.* 


r^r; 


*)  Al  an  vergleielie  „Loeoiis  siir  les  ooordoimees  curvilipriies“,  ^ XLVI, 
XLVII  (|i.  7il,  Hi)-,  iinnienllicli  iiiioh  ivegi-u  der  Hiisdriieksvolleii  Teriiii- 
nolugie  IjHiiid's,  die  im  Artikel  XXIX  dnsellist  erliiiitert  ist.  Die  letzte 
der  Kornicln  gielit  den  8atz:  Wenn  inan  vom  Quadrat  der  sidiäriaelieii 
Kriimmiiiijr  jeder  Coordinateiifläelie  die  Variation  dieser  spliäriselien 
Krümmung  nacli  dem  zur  l’liielie  normalen  Mögen  abzielit,  so  wird  die 
Summe  dieser  drei  Differenzen  der  Summe  der  drei  Produetc  gleich, 
die  man  durch  Multiplication  der  beiden  Krümmungen  jeder  Kläcbe  mit 
einander  erhiilt. 

Wir  erinnern  au  die  Oleiclinngen  f)  des  Artikel  158,  welche  poch 
allgemeiner  Kelationen  der  Krümmungen  der  Kiiiclien  «nthaltcn.  Die 
zweite  unter  ibneu  steht  in  einer  ücziehung  zu  der  Griijipe  g)  der 
obigen  P'orineln,  die  diqss  näher  erläutert.  Diese  Kormeln  drückt 
Lame  durch  den  Satz  ans:  Die  Variation  einer  Krüimuung  nach  dem 
zu  ihrer  Ebene  normalen  Mögen  i.st  das  Product  der  Uir  nach  dem  Mö- 
gen conjugierten  Krümmung  in  den  l’ebcrsebuss  dieser  Letztem  über 
die  ihr  nach  der  Plächc  conjugieVte.  („Leijons“,  p.  81.)  Man  erhält 
diess  Theorem  aus  der  zweiten  Formel  f)  .Artikel  158,  indem  man  vor- 
aiussetzt,  d.ass  in  einem  Punkte  die  (,‘oordinatenliuien  die  Krümmiiug.s 
linion  tangieren,  so  dass  //,  //,  die  llauptkrüminungcn  repräsentieren 
uml  die  Torsion  7',  sowie  ihre  V'ariation  nach  i/v  gleich  Null  ist. 

Denn  — ist  die  geodätische  Krümmung  der  Normalen  oder  die  zn  // 
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15.  Bolraolilen  wir  cmllicli  die  Variation  des  zwischen  zwei  I'aaren 
unendlicli  naher  Orlhogonalflnclicn  gelegenen  Flriclienelenients , .so  wird 
(txdy  in 

ühergeraiirl  und  die  Varialiun  ist 
oder  durch  Kinführnng  des  KIcmcnls  w. 


Man  erkennt  daraus,  dass  unter  allen  durch  dieseihe  (iontonr  hc- 
grenzten  FiSchen  diejenige  die  Minimalllriche  hat.  deren  mittlere  Krüm- 
mung Null  ist  oder  für  welche  die  llauptkrümmungsradien  gleich  uiul  von 
entgcgengcselzteui  Zeichen  sind,  l'iul  unter  allen  von  dcrselhcn  Conlonr 
begrenzten  FlSehcii  derselben  Ausdehnung  ist  diejenige,  welche  den  Masi- 
malinhall  gieht.  <lie  Fläche  von  constanler  mittlerer  Krümmung. 

IV.  Zur  Theorie  der  Inversion  und  der  Orthog'onal- 

flächen. 

In  den  Artikeln  315.  2‘I0  sind  die  dllgemeinen  Rezichnngen  der  durch 
Inversion  oder  durch  die  Transrormation  mittelst  reci|irokcr  Radien  vecto- 
ren  abgeleiteten  Flächen  zu  den  Reciprocal-  und  den  Fnsspunktnäcben 
dargestclit  und  im  Artikel  2.50  sind  diesclhen  zur  Untersuchung  der  l)n- 
pin 'schon  üyclide  verwendet  worden.*) 

Dass  die  Inverse  einer  Fl.äche  n'^''  Ordnung  im  Allgemeinen  von  der 
Ordnung  2 n ist , ist  bekannt  und  erleidet  nur  Ausnabme.  wenn  der  Pol 
oder  das  Centrum  der  Inversion  ein  vielfacher  Punkt  der  Fläche  oder  der 


nach  dem  Bogen  eonjugierte  Krümmung.  Während  also  derLarad’sche 
Satz  sich  nur  auf  HauptkrUmmungon  bezieht,  erweitert  ihn  jene  Oleioh- 
iing  von  Hour  auf  die  Krümmung  eines  beliebigen  Normalschnittes 
durch  Uinzufiigung  eines  von  der  Torsion  der  berührenden  geodätischen 
Linie  abhängigen  Gliedes.  _ 

Die  erste  der  Gleichungen  f)  Artikel  l.'jS  sagt  darnach  ans,  dass 
das  Product  der  Krümmungen  von  zwei  beliebigen  rectangulären  geo- 
dätischen Linien  mit  dem  Product  ihrer  Torsionen  eine  bei  der  Defor- 
mation constante  Summe  bildet. 

*)  Vorgl.  Mannheim,  ,,Nouvcllcs  Annalcs“,  t.  XIX,  p.  07. 
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uneiullicli  enireriile  Kreis  eine  vicirjclie  Linie  der  Fläche  ist.  Ist  jene 
Vielfachheit  p,  diese  g und  sind  n'.p',  q'  die  entsprechenden  Zahlen  fär 
die  inverse  Fläche,  so  gelten  die  Relationen 

n = ’2n  — p — 2 q,  p'  — n — 2q,  q'  ~ n — p — q 
und  umgekehrt 

n = 2 «'  — p’  — 2q' , p = n — 2 q',  q = n — p'  — q’. 

Für  p 2q  — n erhält  man  gleichzeitig  n = n'.  p = p',  q = q' , 
d.  h.  die  Ordnung  der  Fläche  und  die  Grade  der  Vielfachheit  des  Pols  und 
des  imaginären  Kreises  Ideihcn  unverändert.  •}  Eine  Fläche  kann  inshe- 
sondcre  für  entsprechende  Wahl  des  Ccntrnms  und  des  Parameters  der 
Inversion  mit  ihrer  inversen  sich  decken.  Nennen  wir  einen  solclien  Pol 
Hauptpol**)  und  die  entsprechende  Kugel  llauptkngcl,  so  kann 
eine  Fläche  dieser  Art  eine  Fläche  dritter  Ordnung  sein,  welche  den  un- 
endlich entfernten  imaginären  Kreis  enthält,  oder  eine  Fläche  vierter  Onl- 
nung  (Artikel  207),  welche  ihn  als  Doppellinie  enthält.  Für  jene  müssen 
die  llauptpolc  derFläche  angehoren,  für  diese  können  sie  cs  nicht.  Es  gieht 
für  beiderlei  Flächen  je  fünf  llauptpolc,  von  denen  wenigstens  drei  reell 
sind.  Die  fünf  Ilauptkngcln  schneiden  sich  paarweis  orthogonal , so  dass 
die  Gerade,  welche  zwei  der  llauptpolc  verbindet,  normal  ist  auf  der 
Ebene  <ler  drei  andern,  oder  der  fünfte  llauptpol  immer  der  Durchschnitts- 
punkt der  vier  Höhen  des  Tetraeders  der  vier  übrigen  ist.***' 

Diejenigen  Kugeln,  welche  eine  solche  zu  sich  selbst  inverse  Fläche 
dritter  oder  vierter  Ordnung  doppelt  berühren,  schneiden  sie  nach  zwei 
Kreisen  und  bilden  mit  einander  fünf  verschiedene  Systeme.  Da  man  jede 
sich  selbst  inverse  Fläche  als  den  Ort  der  Durchschnitte  auf  einander  fol- 
gender Kugeln  anschen  kann,  die  der  llauplkngcl  orthogonal  sind  und 
deren  Centra  eine  gewisse  Fläche  bilden,  so  ist  bemerkenswerth,  dass 
für  die  sich  selbst  inversen  Flächen  vierter  Ordnung  diese  Ortsflächen  der 
Centra  confocale  Flächen  zweiten  Grades  sind  und  dass  für  die  bezüglichen 
Flächen  dritter  Ordnung  das  Centrum  dieses  confocalen  Systems  unend- 
lich entfernt  ist.  Den  geradlinigen  Erzeugenden  dieser  Flächen  entspre- 
chen circuläre  der  sich  selbst  inversen;  sind  jene  abwickelbar,  so  werden 
die  Kreise  zu  einem  System  der  Krümmungslinien  in  dieser. 

Jeder  Hauptpol  einer  solchen  Fläche  vierter  Ordnung  ist  Scheitel 
eines  Kegels  vom  zweiten  Grade,  welcher  der  Fläche  doppelt  urageschrie- 
ben  ist;  die  Beriihrungscurve  desselben  mit  der  Fläche  liegt  auf  einer 
Kugel  aus  dem  Centrum  jenes  Systems  von  confocalen  Flächen.  Durch 
jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zehn  Kreisschnilte  oder  die  Doppeltangcn- 


*)  Vgl.  Moutnrd,  ,,Xmivcllcs  Annales“,  t.  XXIII,  p.  30G. 

*•)  Vgl.  Mannheim,  ibid.  t.  XX,  p.  218. 

***)  Die  zehn  Höhondiirchschnitte  der  Flächen  dieser  Tetraeder 
sind  Pole,  für  welche  die  Transformierte  zur  gegebenen  Fläche  sym- 
metrisch wird  für  die  Tetrnederiläche  als  Symmetricebcnc.  Auch  sie 
liegen  bei  den  Flächen  dritter  Ordnung  in  der  Fläche. 
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(«neliencn  Jiilcicn  fünf  Kogel  zwoiton  rinklos.  Ilio  llniiptkiigoin  sdineidon 
ilio  Fläciic  in  Curvon,  die  unter  andern  die  Kr(:is|iunktn  der  Fladie  ent- 
halten; sie  sdinciden  die  bezeidineten  confocaleii  Flächen  /.weiten  tirades 
in  (hirveti,  die  den  Namen  Focallinien  verdienen.  Sie  können  als  Oerter 
der  Centra  doppelt  herührender  kugeln  vom  lladins  Noll  betrachtet  wer- 
den, oder  sie  sind  Doppellinien  der  developpaheln  Flädie,  welche  der 
Fläche  und  dem  imaginären  Kreis  ini  Unendlichen  uingeschrieben  sind. 
Ilahen  zwei  solche  Flächen  eine  derartige  Focallinie  gemein,  so  haben  sie 
dieselben  fünf  llanptkugeln  und  dieselben  fünf  Focallinien  und  sollen  con- 
focal  heissen. 

Zwei  confocalc  sich  selbst  inverse  Flächen  vierter  Ordnung  schnei- 
den sich  üher.all  rechtwinklig  und  ihre  Schnittciirve  ist  eine  Krüm- 
inungslinie  für  beide.  Durch  jeden  Punkt  ini  Raum  gehen  drei  solche 
Flächen  und  die  Vereinigung  aller  solcher  confocaleii  sich  selbst  inversen 
Flächen  vierter  Ordnung  bildet  ein  dreifaches  Orthogonalsysteni.  Die  ge- 
meinsamen Focallinien  schneiden  die  Flächen  in  ihren  Krei.spunkten.*) 

V.  lieber  den  Quaterniouen-Calciil. 

1.  Der  Quaternionen-Calcul  ist  von  seinem  Erfinder  W.  R.  Ilaniil- 
ton  erfolgreich  zur  llcrieitung  geometrischer  Sätze  augewendet  worden 
und  es  mag  daher  gerechtfertigt  erscheinen,  einen  Abriss  dieser  Methode 
dem  hinzuzufflgen,  was  in  diesem  Ruche  über  die  Methoden  zur  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  des  Raumes  von  drei  Dimensiouen  entwickelt 
worden  ist.  Dabei  beschränken  wir  unsere  Absicht  darauf,  dem  Leser  zu 
zeigen , was  Quaternionen  sind  und  ihm  eine  Idee  von  ihrem  Gehraiicli  in 
geometrischen  Untersuchungen  zu  geben,  indem  wir  für  Regn'indiing 
weiterer  Einsicht  auf  \V.  R.  Ilamilton’s  Ahbandliingen  „On  Symbolical 
Geometry“  im  „Cambridge  and  Dublin  Mathcmatical  Journal“,  auf  seine 


*)  Vgl.  Moutard,  „Coinptes  rendus",  t.  LIX , p.  24.3.  Dazu  die 
B.  a.  O.  unmittelbar  vorausgehendc  Note  von  Darboux,  welche  die 
Ansdclmung  der  Focaleigenschaftcn  der  Ortliogonnlcui ven  auf  Systeme 
von  Orthogonalflächcn  von  dem  singulären  Integral  der  Oleichnng  der 
Kriimmungslinicn  1 -|-  + y*  = 0 herleitet.  Wenn  man  an  die  Fläche 

Tangentenebenen  parallel  denen  des  Kogels  -j- )/* -f- t*  = 0 legt,  so 
bilden  ihre  Herührungspunkto  eine  Kriimmungslinie  und  die  durch  die 
Gleichung  1 p*  7*  = 0 durgcstellten  devcloppabcln  Flächen  haben 
die  Eigenschaft  (wie  die  Kugel),  dass  jede  auf  ihnen  gezeichnete  Linie 
eine  Kriimmungslinie  ist;  alle  solche  I,inien  haben  die  ßiiekkehrkunte 
zur  gemeinsamen  Evolute.  Die  Flächen  eines  dreifachen  Orthogonal- 
systems  haben  in  Folge  dessen  eine  Fläche  der  Familie  1 -f-  P*  -f-  7*  = 0 
zur  Enveloppe;  sie  berühren  sie  nach  einer  Curve  und  schneiden  sie 
nach  Tangenten  derselhcn  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Riickkehr- 
kante.  Die  Existenz  von  solchen  geraden  Erzeugenden,  die  dem 
Asymptotenkegel  der  Kugel  parallel  sind,  ist  den  Flächen  eines  Ortho- 
gonalsystcms  wesentlich.  Etc. 
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„Lcnlures“  und  auf  dio  in  Aussicht  slchciidcn  „Elements  of  Ouaternioiis" 
verweisen. 

Vcctorcii.  In  der  algebraisclieu  Geometrie  treten  die  Sjihbole 
X.  y,  z,  etc.,  obwohl  sie  mit  li(!ziig  auf  in  bestimmter  Uic.htung  gemes- 
sene Linien  gebraucht  sind,  doch  nur  als  die  Grössen  der  von  ihnen  dar- 
gestellten Linien  in  die  Rechnung,  d.  i.  in  die  Gleichungen  ein,  mit  denen 
sie  zu  thun  hat;  diese  Gleichungen  drücken  mir  ans,  dass  gewisse  arith- 
metische Operationen  mit  den  Zahlen  zu  vollziehen  sind,  welche  die  Ver- 
hältnisse jeder  der  Linien  x,  y,  z zur  Lincarcinheit  hczoichncn.  Wenn 
wir  die  Summe  a;  -}-  y -|-  z von  drei  hekannten  Linien  bilden,  so  ist  das 
Resultat  eine  Linie  vou  besitiminter  Länge,  aber  ohne  hcsliiumte  Richtung. 
Iliecoiisequeute  Entwickelung  der  algebraischen  Geometrie  schliesst  in  dieser 
Reziehung  mit  dem  Gegensatz  des  Sinnes  innerhalb  derselben  Richtung  ab. 

Im  Quaternionen -Calcul  muss  jedes  Symbol,  das  eine  Linie  be- 
zeichnet, sowohl  ihre  Länge  als  ihre  Richtung  darstellen;  und  wenn  wir 
z.  R.  die  Summe  x -f-  y 2 bilden  wüi-den , so  muss  dadurch  sowohl 
die  Richtung  als  die  Länge  der  resultierenden  Linie  bestimmt  werden. 

Die  Zeichen  -f-  und  — werden  daher  in  diesem  Calcul  nicht  als 
Zeichen  numerischer  Addition  oder  Suhtraction , sondern  zur  Restimniung 
der  Richtungen  verwandt  — ilie  Art  und  Weise  dieser  Verwendung  er- 
klären wir  sogleich  — und  bezeichnen  so  zu  sagen  genmctri.schc  Addi- 
tion und  Suhtraction. 

2.  Wenn  die  Linie  oder  der  Vcctor  den  Uchergang  vom  Punkt 
J nach  dem  Punkte  B bezeichnet , so  wird  in  gleicher  Weise  BC  den 
Uehergang  von  B nach  C darstellen ; das  Zeichen  -j-  kann  naturgem.äss 
gchraiicht  werden,  um  die  auf  einander  folgende  Ausfrihniiig  dieser  bei- 
den Operationen  auszudrücken,  d.  h.  AB  -f-  j?C  drückt  aus,  dass  nach 
einander  von  A nach  B und  von  B nach  C gegangen  werde.  Ila  aber 
das  Resultat  dieser  Operationen  der  Uehergang  von  A nach  C ist,  so  gilt 
die  Relation 

AB  BC=  AC, 


Fig.  8. 


B 


oder  die  Suimnc  zweier  Vectoren  ist  die  Diagonale  des  Parallelogramms, 
welches  diese  zu  benachbarten  Seiten  hat. 

Wenn  AB  und  BC  Strecken  derselben 
^Geraden  sind,  so  ist  ihre  Summe  die  ge- 
wöhnliche algebraische  Summe  beider  Li- 
nien ; und  durch  successive  Addition  er- 
kennt man,  dass  für  a als  einen  beliebigen 
Vector  und  m als  einen  numerischen  Factor 
mit  einen  in  der  Richtung  mit  a zusammen- 
fallenden,  in  der  Länge  im  Verhältniss  m : 1 
zu  ihm  stehenden  Vcctor  darstcllt. 


.Man  nennt  zwei  Vectoren  einander  gleich,  wenn  der  eine  ohne 
Drehung  mit  dem  andern  zur  Deckung  gebracht  werden  kann,  d.  h.  zwei 
gleiche  in  parallelen  Linien  gemessene  Längen  sind  gleich.  Auf  Grund 
dieser  Uchcreinkunft  können  wir  die  Gleichung 
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a + 6 = <»  + a 

erlüuU'rn.  Isl  der  Vcclor  <i  durch  jede  der  gleichen  Linien  AE,  EC  und 
der  Vecliir  b durch  jede  der  gleichen  Linien  DE,  EB  dargustelll,  so  ist 
u)il  VuraustrUt  von  n 

0 + i = AB, 

und  inil  Voraustrilt  von  b 

b + a = CD, 

und  da  AB  und  CD  gleiche  Linien  von  dersclhcn  Richtung  sind,  so  sind 
beide  Resultate  einander  gleich. 

Aus  der  Interpretation  der  Gleichung  ist  auch  oflenbar,  dass 
(n  + *)  + c — o + (ft  + c) 
ist. 

Wenn  also  das  Zeichen  + gcoinctrisch  in  der  hier  dargelegten 
Weise  interpretiert  wird,  so  gelten  fiir  seine  Anwendungen  die  beiden 
Grundregeln  der  algebraischen  Addition,  nämlich  das  comniutative 
Gesetza  + b = b + a und  das  associative  Gesetz 
(rt  + ft)  + c = « + (ft  + c). 

3.  Wenn  man  durch  AB  den  Uebergang  von  A nach  B bezeichnet, 
so  bezeichnet  natürlich  — AB  die  Rückw.lrtsvollzielmng  dieser  Opera- 
tion, somit  den  Uebergang  von  B nach  A,  so  dass 
AB  + BA  = Q 
ist.  Man  beweist  leicht,  dass  aus 

a -j-  6 = c auch  n = c — b 

hervorgeht. 

Da  die  Addition  von  Linien  nach  der  eben  aus  einander  gesetzten 
Methode  der  Zusammensetzung  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte  in 
der  Statik  genau  entspricht , so  beweist  man  ganz  ebenso  wie  in  der 
Statik,  dass  jede  Linie  als  die  Summe  dreier  Linien  dargcstellt  wenlen 
kann,  deren  Richtungen  die  Richtungen  dreier  zu  einander  rectangulären 
Achsen  sind.  Wenn  nun  die  nach  den  drei  Achsen  gemessene  Lincarein- 
heit  rcspcctive  durch  i,j,  k bezeichnet  wird,  und  wenn  die  minicrischen 
Verhältnisse  der  Coordinalcn  eines  Punktes  P im  Raume  zu  dieser  Linear- 
einheit wie  in  der  algebraischen  Geometrie  durch  x,  y,  z bezeichnet  wer- 
den, so  sind  jene  Coordinaten  in  der  liier  entwickelten  Methode  durch 
ix,  jy , kz  respective  dargcstellt,  und  der  Vector,  welcher  den  Anfangs- 
punkt des  Systems  mit  dem  Punkte  P verbindet , ist  durch 
ix  + jy  -f  kz 

ausgedrückt.  Und  da  einem  beliebigen  Vector  ein  ihm  paralleler  nnd 
gleicher  durch  den  Anfangspunkt  entspricht,  so  kann  jeder  Vector 
in  der  Form  [ix  -f-  jy  kz)  ausgedrückt  werden. 

Wenn  a,  ß zwei  Vcctoren  von  demselben  Anfangspunkt  bezeichnen, 
so  erkennt  man  leicht,  dass 

la  -f-  mß 
t •}-  m 
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fiiii  vuii  (IcMisellM'ii  Aiifaiig.s|miikl  aiisgc“liemler  Veclor  isl.  der  in  dem 
i’uiiklft'  der  Verhiiidimgslinic  der  Endpunkte  der  beiden  ersten  Vecloren 
endigt,  in  welchem  sic  im  Verhältniss  l : m gcllicilt  wird;  und  dass 
ebenso 

/«  + fi‘ß  + 'ly 
/ 4-  «1  -f  n 

einen  in  der  Ebene  der  Endpunkte  der  Veclomi  or,  ß,  y endigenden  Vector 
darstellt. 

Wenn  sowobl  a als  aiicli  ß von  der  Lüiigu  Eins  sind , so  inaebt 
(/«  + uiß)  mit  « lind  ß Winkel , deren  rcspective  Sinus  in  dem  Verliält- 
niss  / : m stebcti. 

Diese  Grumlsritzc  können  zur  Entwickelung  geomclriscbcr  Wahrhei- 
ten vielfach  angewcndel  werden;  so  z.  It.  ist 

!■  (“  + ^ + y + ^) 

der  Vcctor  dc.s  Schwerpunkts  eines  Tetraeders,  dessen  Ecken  durch  die 
Enden  der  Vecloren  a,  ß,  y,  d besliininl  sind,  und  man  kann  daraus  wie 
im  Kd.  I,  Artikel  geschehen  isl,  weitere  Schlüsse  ziehen. 

4.  Quaternionen.  Nachdem  gezeigt  ist,  wie  Linien  nach  Richtung 
und  lirösse  addiert  und  subtrahiert  werden  können,  ist  ihre  Mulliplication 
und  Division  darzulegcn. 

Es  isl  nicht  uiimillcibar  klar,  welchen  Sinn  man  dem  Product  zweier 
Linien  hcizulegen  haben  wird,  aber  es  ist  naturgcinäss,  den  Quotienten 

« 

ß 

als  den  Ausdruck  der  Operation  anzusehen,  durch  welche  die  Linie  ß in 
die  Linie  a verwandelt  wird,  so  dass 

— ß = a ist. 

Sind  die  Vecloren  « und  ß Strecken  derselben  ticraden,  so  isl  ihr 
Quotient  eine  numerische  Constanle,  oder  wie  W.  R.  Hamilton  sagt, 
ein  Scalar;  aber  wenn  dicss  nicht  der  Fall  ist,  so  hat  man,  um  ß in  ct 
überzufübren , nicht  nur  seine  Länge  zu  verändern,  sondern  auch  eine 
Drehung  um  einen  bcsliimnleii  Winkel  in  einer  bestimmten  Ebene,  zu 
vollziehen. 

Wenn  wir  nun  sahen,  dass  jeder  Vector  auf  eine  Summe  v(»n  drei 
rdiedern  zu  reducieren  ist.  und  erwägen  wollen,  wie  diess  vorauszu.sciien 
war  auf  (iruiul  iler  lleherlegung . dass  drei  Dinge  zu  seiner  Bcsliiiimiing 
nölbig  sind,  nämlich  Seine  Länge  und  die  Ricbtungscosiniis  seiner  Gera- 
den, welches  zweien  weiteren  Redingungen  äipiivalcnt  ist;  so  scliliesscn 
wir  aus  dem  Umstande,  dass  zur  Reslinunung  eines  geometrischen  Quo- 
tienten vier  Dinge  nflenbar  gehören,  nämlich  das  numerische  Verhältniss 
der  Längen  der  verglichenen  Vecloren,  der  Winkel  zwischen  beiden  und  die 
Ricbtungscosinus  seiner  Ebene,' welches  zwei  weiteren  Redingungen  ,'lqiii- 
valent  ist ; dass  also  ein  solcher  Quotient  durch  vier  irrcducihlc  Olicilcr  aus- 
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druckbar  isl.  Wir  werden  diess  zunSchst  streng  beweisen  und  bemerken 
liier,  dass  darin  der  Grund  zur  Wald  des  Namens  Q uaternionen  liegt. 

Es  ist  darin  liereils  ausgesprochen , dass  die  vier  eben  erwähnten 
Elemente  zur  Bestiniinung  eines  solchen  Ouoticnlen  hinceicben,  d.h.  dass 
zwei  Quotienten  dieser  Art  einander  gleich  sind 


« y 

wenn  l)  die  Längen  der  Linien  in  Proportion  sind, 

« : |3  c=r  y : d; 

wenn  2)  der  Winkel  zwischen  a und  ß dem  Winkel  zwischen  y und  d 
gleich  ist;  und  wenn  3)  alle  vier  Linien  derselben  Ebene  parallel  sind. 

Das  geometrische  Verhältniss  zweier  Linien  wird  also  als  unverän- 
dert angesehen,  wenn  sie  beide  in  demselben  Verhältniss  wachsen  oder 
abnehmen  und  auch  daun , wenn  sic  in  ihrer  Ehcnc  so  gedreht  werden, 
dass  der  von  ihnen  hestimmtc  Winkel  unverändert  bleilit. 

5.  Zwei  geometrische  Brüche,  die  einerlei  Nenner  haben,  können 
durch  Addition  ihrer  Zähler  addiert  werden ; d.  h.  cs  gilt  wie  in  der  Al- 
gebra die  Relation 

fL  4-  Ä _ 

d d d ■ 


Man  kann  dadurch  Jeden  derartigen  Bruch  in  einen  glcichwcrthigen 
verwandeln,  dessen  beide  Linien  rechtwinklig  zu  einander  sind.  Denn 
wenn  y der  Zähler  und  d der  Nenner  des  Bruches  ist,  so  kann  man  im- 
mer y als  die  Summe  zweier  Linien  a + ß darstcilcn , von  denen  die 
eine  die  Richtung  von  d (sie  ist  die  Projcclion  von  y auf  d),  die  andere 

a 

die  zu  ilir  normale  Richtung  hat.  Dann  ist  alter  das  Verhältniss  -j-  wegen 

0 


der  gcmcinschaRlichcn  Richtung  beider  eine  reine  Zahl  (scalar),  während 
ß 

das  Verhältniss  y das  Verhältniss  zweier  rectangulären  Linien  ist.  Wir 
0 


können  also  Jede  Quaternion  als  eine  Summe  (S  -f-  V)  zweier  Glieder 
darstellen,  deren  eines  eine  reine  Zahl,  das  Scalen -Glied,  ist,  während 
das  andere  als  das  Verhältniss  zweier  rcctangulärer  Linien  als  das  Vector- 
glicd  bezeichnet  werden  mag,  weil  das  Verhältniss  zweier  rectangulären 
Linien  durch  den  zu  ilircr  Ebene  normalen  Vector  dargcstclit  werden 
kann. 

ElK-n  dieses  Letztere  ist  hier  nocli  zu  begründen.  Eine  Quaternion 
kann  noch  in  anderer  Weise  aufgelöst  werden,  nämlich  in  das  Product 
eines  numcri.schcn  Factors  in  das  Verhältniss  zweier  gleicher  Linien. 

Offenbar  ist 

aß  ci 
ß y~^y' 


denn  wenn  wir  zuerst  y in  ß und  dann  ß in  n überführen,  so  ist  das 
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llesiiltal  uQcnl)ur  die  Ucberriiliriiiig  von  y in  Denken  wir  dulier  ß als 
eine  zu  y gleiche  Linie  in  der  Kichtung  von  a,  so  isl  das  Verhällniss 

^ eine  reine  Zahl  uiiil  das  Vcrliüllniss  — isl  als  das  Producl  derselben  in 

ß y 

das  Verhällniss  zweier  gleichen  Linien  ß und  y dargesteill. 

W.  It.  iiainiltoii  bnzeiclmelc  diese  Darstellung  als  das  Producl  aus 
Tensor  und  Versor;  der  Tensor  sei  die  Zahl,  welche  ausdrückl,  in  wel- 
cheiu  Verhällniss  die  Linie  y wächst  oder  abniminl,  uni  der  Linie  ß gleich 
zu  werden , und  der  Versor  bezeichne  den  Winkel , um  welchen  sic  zu 
drehen  isl. 

Selzen  wir  nun  voraus,  dass  das  Symbol  J die  Operation  der  Drehung 
einer  Linie  um  einen  rechlcn  Winkel  in  einer  zum  Veclor  i normalen 
Ebene  bezeichne  (wobei  wir  fcslselzen  mögen,  dass  der  Drehungssinn 
dem  der  Zeiger  einer  Ehr  niilspricht,  die  wir  in  der  Richtung  von  i bc- 
(rachlen,  während  das  Ziirerblatl  in  die  zugehörige  Normalebenc  fällt), 
^so  slellt  mJ  die  Ojieration  derselben  Drehung  vor  unter  glcichzciligcr 
Veränderung  der  Länge  iin  Verhällniss  m : 1. 

Isl  daher  ilcr  Nenner  eines  geoinctrischen  Bruches  eine  Linie  von 
der  Länge  Eins,  der  Zähler  eine  solche  von  der  Länge  /.  isl  $ der  Winkel 
zwischen  ihnen  und  g der  zu  ilircr  Ebene  normale  Veclor  von  der  Länge 
Eins,  so  können  wir  zuerst  / in  die  Thcilc 

I cos  0,  l sin  9 

zerlegen,  welche  in  der  Richtung  des  Nenners  und  normal  zu  ihr  gemes- 
sen sind;  wenn  dann  V die  Operation  der  Drehung  um  einen  rechten 
Winkel  um  die  Achse  g ohne  Veränderung  der  Länge  ausdrückl,  so  isl 
der  gegebene  Bruch  in  die  Form  l cos  6 / sin  9 . V gchraciit. 

Wären  Zähler  und  Nenner  mit  cinaniler  vertauscht  worden,  so  findel 
man  l cos  9 — l sin  9 , F als  Ausdruck  der  Dreliung  um  denselben 
Winkel  im  enlgegengcsctzlcn  Sinne. 

li.  Bezeichnen  g,  ot,  ^ drei  Veclorcn  solcher  Art,  dass 

ist,  und  V,  A,  Ti  rechtwinklige  Drehungen  normal  zu  diesen  Veclorcn, 
wie  sie  vorher  bezeiclmel  sind , so  ist 

V — A B. 

Denn  die  Figur  4 (vcrgl.  Artikel  228) 
zeigt  für 

p =r  OS.  az=iOT,  ß—  TS 

und  unlcr  der  Voruussclzung,  dass  OP, 
00,  OP  einander  gleich  und  auf  diesen 
Linien  rechtwinklig  sind,  und  dass  OR 
eine  zur  Ebene  des  Papiers  normale  Linie 
von  der  Länge  gleicli  OS  ist,  die  Rela- 
tionen 


Fig.  4. 
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OR 


V=A  + R. 

Es  daraus,  dass  die  Syinhulc  der  rectangulSrcn  llreluing  in 
genau  dersellicn  Weise  aiirgclüsi  werden  können,  wie  die  Vcctorcn  im 
Artikel  A,  und  dass  aisu  für  /,  J,  K als  Symbole  von  Rotationen  um  die 
drei  Achsen  ohne  Veränderung  der  Längen  die  gleiche  Drehung  um  die 
Achse  p von  den  auf  sic  bezogenen  Richtungswinkeln  a,  ß,  y in  der  Form 

I cos  « -f*  cos  ß ■{-  K cos  y 

dargestcllt  wird. 

Dann  giebl  die  vollständige  AuHösung  des  im  letzten  Artikel  be- 
trachteten Verhältnisses  die  Form 

/ cos  9 -)-  / sin  9 (/  cos  a + / cos  ß -f-  A'  cos  y) 

und  der  allgemeinste  Ausdruck  eines  geometrischen  Druches  ist  somit  die 
viergliedrige  Summe 

n + 6/  + c/  + rfAT, 
in  welcher  a,  b,  c,  d numerische  Constanten  sind. 

7.  Multi|)licatinii  von  Brüchen  bezeichnet,  wie  früher  angedeutet 
ist , den  succcssivcn  Vollzug  der  durch  die  Factoren  dargcstcliten  Opera- 
ct  ß 

tionen.  So  drückt  — • — aus, -dass  wir  zuerst  die  Operation  der  Ueber- 

p r 

fflhrung  von  y in  ß,  dann  die  von  ß in  a ausführen  ; das  Ergebniss  ist  also 
die  Ueberführung  von  y in  a. 

a y 

Um  zwei  beliebige  Brüche  mit  einander  zu  niultipliciercn  -x  • ist 

y ß ä 

eine  Zwischenoperation  nöthig.  Man  hat  — in  seiner  Ebene  so  zu 
drcben,  dass  sein  Zähler  mit  dem  Durchschnitt  der  Ebenen  beider  Brücbe 


zusammenfällt,  — hingegen  in  seiner  Ebene  so,  dass  sein  Nenner  mit 
P 

jenem  Durchschnitt  zusammenfällt. 

Es  ist  oflenhar,  dass  bei  der  Miiltiplication  zweier  Quatcrnioucn  die 
Ordnung  der  Factoren  nicht  gleichgültig  ist.  Dcukcii  wir  A,  B,  C,  D in 
Figur  8 als  vier  Punkte  einer  Kugelllächc  jejg.  g_ 

vom  Centrum  0,  so  ist  das  Resultat  der 
nach  einander  folgenden  Drehungen  von  OD 
um  einen  Winkel  b nach  OK  und  von  OE 
um  einen  Winkel  a zu  OC  die  Uel)crführung 
von  Ol)  zu  OC.  Hätten  wir  aber  mit  der 
Drehung  um  den  Wünkel  a begonnen,  welche 
die  Ueherführung  von  OA  zu  OE  bezeichnet, 
und  dann  OE  nach  OB  um  den  Winkel  b 
gedreht,  so  ist  das  Resultat  die  Ueherführung  von  OA  zu  OB.  Obwohl 
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nun  ilcr  Rogen  AB  dein  Bogen  CD  gleich  isl,  so  ist  doch  die  l^hcne  von 
AB  ira  Allgemeinen  von  der  Khcne  von  CD  verschieden  und  also  das 
Product 


OC 

ÖE 


OE 


nicht  gleich 


0^ 

ÖE 


OE 

ÖÄ  ' 


ohwohl  das  Letztere  das  Product  zweier  gleicher  Kactoren  In  entgegen- 
gesetzter Urdnung  ist. 


Fig.  8. 


B C 


Wenn  die  Winkel  a und  b beide  je  OO® 
sind,  so  ist  die  Ebene  von  AB  wohl  die- 
selbe wie  die  Ebene  von  CD,  aber  der 
Drehungssinn  des  einen  Products  ist  dem 
des  andern  entgegengesetzt.  Wenn  wir  also 
zwei  rectangulJre  Ouaternionen  A,  B (d.  h. 
deren  Drehung  rechtwinklig  ist)  mit  einan- 
der inultiplicicrcn,  so  folgt  aus  Artikel  5, 
dass  der  Form  von  A.  B 


die  Form  von  A . B 


/ cos  6 / sin  5 . V 

/ cos  S — / sin  5 . V 


entspricht.  Zwei  so  auf  einander  bezogene  Quaternionen  heissen  conjii- 
giert;  wenn  die  eine  von  der  Form  S -}-  ist.  so  entspricht  der  andern 
die  Form  S — V. 

Dem  speciellcn  Falle  5 = (K)“  entspricht  das  Gesetz:  Das  Product 
zweier  rcclanguUlrcn  (juaternionen,  deren  Ebenen  zu  einander  normal 
sind , giebt  A.  B = — B .A. 

Seiner  Wichtigkeit  wegen  wollen  wir  dicss  Gesetz  unabhSngig  be- 
weisen. 

8.  Man  erkennt  unschwer,  dass  die  Miiltiplication  von  Quaternionen 
eine  distributive  Operation  ist;  so  da.ss  das  Product 

(“  + ^-fy+^  + ft)  £ 

X fl 

ft  A Ö A 

die  Summe  der  Producte  — • — , — • — . etc.  giebt.  Ebenso  wenn  die 

A fl  A ft 

Urdnung  der  Multiplicalion  die  umgekehrte  ist. 

Wenn  wir  also  zwei  Quaternionen*)  inultiplicicrcn , die  in  ihrer 
Normalfonn  ausgedrilckt  sind 

(a  -f  67  + c/  -I-  (IE)  {(i  -I-  67  -f  cJ  -|-  d'K), 


.so  ist  ihr  Product  die  Summe  der  10  Glieder,  welche  man  crhillt,  indem 
man  jedes  der  ersten  vier  Glieder  mit  jedem  der  letzten  vier  Glieder  com- 
biniert,  mit  Bnck-sicht  jedoch  auf  die  Ordnung  der  Miiltiplication. 

Wir  haben  die  Bedeutung  der  Glieder  77,  77,  etc.  zu  untersuchen. 


*)  .Auch  für  das  stetige  Product  von  drei  tfuateruionon  ist 
(?v')  l”  = 9 
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wciclic  in  ilic!i«:n)  Pruilucl  auflrelcn.  Dazu  oriniiorn  wir,  dass  1 eine 
rectaiigiilarc  Drehung  um  die  Achse  der  x hezeichnet , und  dass  die  Wir- 
kung einer  sulchen  Drclinng  eine  Linie,  von  der  Itichlnng  der  Achse  y in 
die  Richtung  der  Achse  z und  eine  Linie  von  der  Richtung  der  Achse  z 
in  die  der  Achse  — y üherrührt;  in  Folge  dessen  schreiben  wir  die  Re- 
lationen Ij  k,  Ik  = — j. 

Ebenso  erhalten  wir 

Jk  = i,  Ji  = — k;  A'i  =j,  Kj  — i. 

Wir  hctraclileii  nun  die  Wirkung  zweier  solcher  Operationen  in 
ihrer  succcssivon  Ausführung.  Wenn  wir  zuerst  an  j mit  I und  sodann 
an  dem  Resultat, Ar  mit  / operieren,  so  erhalten  wir 
ly  — ' — j , oder  /■*  = — 1. 

Ebenso  folgt  y*  = — 1 , K'^  - — — 1. 

Und  weil  offenbar  für  jede  iHilichige  Achse  der  Drehung  wahr  ist, 
dass  die  Wirkung  zweifacher  rechtwinkliger  Drehung  die  Umkehrung  der 
Linie  ist , an  welcher  inan  operiert , so  ergichl  sich , dass  das  Quadrat 
jeder  rcctangul3ren  Quaternion  gleich  — 1 sein  muss. 

Ferner  sahen  wir,  dass  Ij  — k,  Jk  = i,  also  auch  J Ij  = i ist ; 
wegen  Kj  = — i ist  also  //=  — K. 

Ebenso  schlie.sscn  wir  aus  den  rilcichiingcn  Ji  — — k,  Ik  = — j, 
Ki  ~J  IJ=  K. 

Also  ist  auch  IJ  = K = — J I. 

Ebenso  findet  man  Jk  z=  I z=  — KJ\  k I = J z=z  — IK. 

Vergleichen  wir  dann  die  Relationen 

IJ  = k,  IJ—K,  etc., 

so  erkennen  wir,  dass  die  Gleichungen,  welche  die  Wirkung  der  Opera- 
tionen I,  J,  K an  den  Linien  i,J,  k darslcllen,  genau  von  derselben  Form 
sind,  wie  die,  welche  die  Wirkungen  der  successiven  Vollziehung  dieser 
Operationen  bezeichnen.  Und  da  wir  in  dein  practischen  Gebrauch  des 
Calculs  weit  mehr  mit  den  Gesetzen  zu  Ihun  haben,  nach  welchen  sich 
die  Symbole  mit  einander  comhinieren,  als  mit  ihrer  Interpretation,  so 
ist  es  unnöthig,  weiter  auf  die  Unterscheidung  der  Rezeichnung 

/,  /,  AT;  i,  j,  k 

einzugehen.  Alle  Sätze,  welche  für  die  Symbole  der  einen  Gruppe  wahr 
sind,  gelten  auch  für  die  der  andern;  und  indem  wir  eine  Gruppe  der 
Vcctorcn  als  Linien  und  eine  andere  als  Rotationen  iterpretieren , ent- 
springen für  eine  und  dieselbe  Gleichung  eine  grössere  Anzahl  gleich- 
mässig  wahrer  Bedeutungen. 

Wir  können  i nach  Willkür  als  Ausdruck  einer  Linie  Eins  nach  der 
Richtung  der  Achse  x oder  als  eine  Rotation  um  Ü0*‘  um  dieselbe  Achse 
ansehen;  ebenso  ist  eine  Rechtwinkel- Drehung  um  den  Einheitsvector  u 
durch  den  Buchstaben  a so  dargestellt,  wie  früher  in  Artikel  5 augezeigt 
ward.  1 
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Wir  ücltrcibeii  die  allgemeine  Funii  einer  (juaternion 
rt  + 6/  + cj  + <1k 

und  oumliiiiiereii  die  darin  auftretenden  Synibule  nach  den  OeseUen 
P —ß  = k'‘  = — l;  ij  = k = — ji. 

Wenn  man  das  l’rodncl  einer  Anzahl  von  Faclorcn  bildel,  so  ist  die 
Ordnung  derselben  stets  zu  beaehten;  nur  wenn  einer  der  Factoren  eine 
reine  Zahl  ist,  so  ist  seine  Ordnung  indillcrent  und  er  kann  als  Factor 
des  Ganzen  links  vorgcselzt  werden.  Wenn  z.  B.  a,  ß,  y drei  Kinbeit- 
Vecloren  sind  (oder  irgend  drei  rcclanguläre  Quaternionen) , und  ßy  mit 
aß  muili|diciert  wird,  so  ist  das  Resultat  aß‘y  gleich  — ay,  weil 
ß’  = — 1 ist. 

Beispiel  1.  Bas  Oiiadrat  des  Einbcil-Vcctors 
I cos  a J cos  ß k cos  y 

zu  bilden. 

Die  wirkliche  Mulli|ilication  liefert 
P cos*  a + j'  cos*  ß k-  cos*  y + C/A-  + k j)  cos  ß cos  y 
+ (ki  + ik)  cos  y cos  a {ij  -j-  ji)  cos  a cos  ß 
und  diess  redneiert  sich  in  Folge  der  zwischen  >,  j , k bestehenden  Rela- 
tionen auf 

— (cos*  a cos*  ß 4-  cos*  y)  oder  — 1 , 
wie  es  sein  muss. 

Wenn  der  Vcctor  nicht  von  der  Länge  Eins  Lsl,  so  findet  man  das 
Ouailrat  von  (la;  -|-  Jp  kz)  in  derselben  Art  :=  — (x*  -j-  y*  :*), 
d.  h.  als  das  negative  Quadrat  der  Länge  der  Linie,  welche  den  Vcctor 
darstelll.  Wir  können  diess  ausdrücken,  indem  wir  sagen,  dass  das  Qua- 
drat irgend  eines  Voclors  das  negative  Quadrat  seines  Tensor's  isL 

Beispiel  2.  Das  l’roducl  der  bcklen  Einhcit-Vccloren 
(/  cos  a j cos  ß + k cos  y) , (i  cos  a'  -}-  j cos  j?  A cos  y) 
zu  finden. 

Es  ist 

— • (cos  a cos  u -j-  cos  ß cos  jS'  -}-  cos  y cos  y) 

I (cos  ß cos  / — cos  y cos  ß')  -f-  j (cos  y cos  a'  — cos  a cos  y) 
k (cos  or  cos  ßl  — cos  ß cos  «'). 

Man  sicht,  für  9 als  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Vectoren  und 
a , ß".  y"  als  die  Richtungscüsinus  der  Normalen  zu  ihrer  Ebene  kann 
das  Product  in  licbercinstimmung  mit  Artikel  5 in  der  Form 

— cos  6 -f-  sin  5 (i  cos  a"  -J-  J cos  jS"  -J-  k cos  y") 

geschrieben  werden.  Wären  die  Vectoren  von  den  respcctivcn  Längen 
/,  f",  so  würde  diess  Product  mit  iP  mnitiplicierl  sein. 

Wenn  die  Faclorenordnung  des  Products  umgekehrt  worden  wäre. 
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so  wäre  der  niim#risclie  oder  Scala-Tlieil  — cos  i peldieben,  aber  der 
Veclor-Tlieil  würde  sein  /eiclieii  geänderl  haben , d.  b.  wenn  die  Zcidien 
S lind  V die  Operatiun  der  Iliidung  dieser  liciilen  Theile  bczeiclinen, 

S (aß)  ==S(ßa)  = cos  0,  V (aß)  = — F (ßa) 

" und  ferner 

aß  + ßa  — ‘iS  (aß). 

Sind  die  liciden  Verloren  rechtwinklig  zu  einander,  so  verschwindet 
cos  0 oder  der  Scalcntlieil  des  Products;  die  Iledingung,  unter  welcher 
zwei  Veeloren  a,  ß zu  einander  rechtwinklig  sind,  ist  S (aß)  = 0. 

Es  kann  also,  wenn  q einen  vcrändcriielicn  Veclor  diircli  den  Aii- 
fangspiinkl  und  a einen  festen  Veefor  hezeiclinel,  die  Gleidiiing 

S (p  ß)  = 0 

als  die  Gleichung  einer  Ebene  nugcschcn  werden , welche  normal  zu  a 
durch  den  Anfangspunkt  gellt;  denn  p ist  in  dieser  Eliene  begrenzt. 

Wir  neiimcn  an , es  sei  die  Gleicliung  einer  andern  Eiicne  zu  finden. 

Rczeichne  a nach  Länge  und  Kichlung  die  vom  Anfangspunkte  auf 
diese  Ebene  gefTillle  ^'unnalc  und  sei  p der  Radius  vcctur  irgend  eines 
Punktes  in  der  Ebene;  dann  ist  (p  — a)  der  Vector,  welcher  den  End- 
punkt dieses  Radius  veclor  mit  dem  Fiissjiunkl  der  Normalen  vci  bindet, 
und  da  diese  Linie  nacli  der  Yoraiissclzung  zu  a normal  ist,  so  ist  die 
fragliclie  Gleichung 

S (p  — a)  a = 0 oder  S (p«)  = 

Da  alter  eine  reine  Zaiil  ist,  so  können  wir  mit  ilim  unter  dem 
Zeiclicn  S dividieren  und  die  Gleicliung  also  in  der  Furni 

.sclireiben.  Dieselbe  Gleicliung  kann  aiicli  aus  dem  im  vorigen  Artikel 
nachgewiesenen  L'mslande  aligeleilcl  werden,  dass  der  Scalenllieil  des 
oltigen  Bruclies  die  Projeclion  der  Linie  p auf  die  Linie  a bezeichnet. 

In  derselben  Art  hezeiclinel  die  Gleicliung 


wciclic  aiisdrückl,  dass  die  Projeclion  der  festen  Linie  a auf  die  Richtung 
p die  Länge  p liabe , die  Gleichung  einer  ülicr  dem  Vector  a als  Durcli- 
mes.ser  Itcsclii  iclicnen  Kugel. 

Ferner  repräsentiert  die  Gleichung 

einen  Kegel,  weil  sic,  wenn  irgend  ein  Werth  von  p ilir  genügt,  auch 
für  jeden  Werlli  mp  für  m als  eine  beliebige  Gonstante  erfüllt  ist;  insbe- 
sondere aber  gelil  dersellic  durcli 
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= *(?)  = '• 

(I.  Ii.  er  isl  ilcr  Kegel . dessen  Basis  der  durcii  die  eben  gescliricbencn 
rilcicliungen  besliininlc  Kreis  ist. 

Beispiel  3.  Man  soll  das  Product  zweier  Qiiaternionen  bestimmen. 
Wir  multiplicieren 

a + bi  + cj  -f-  dk  mit  a + b'i  -f-  c'j  + d'k. 

Um  aber  eine  klarere  AnITa.ssiing  des  Products  zu  begründen,  schrei- 
ben wir  beide  Qualernioncn  in  der  Form 

S + F,  S ' -I-  V 

und  ihr  Product  also 

SS'  + SV'  + S'  V + VV. 

Der  Scalenthcil  des  Products  ist  also,  ila  SV'  und  S’ V reine  Vecto- 
ren  sind, 

SS'  Jr  S{  VV) 

oder  er  ist  die  Summe  aus  dem  Product  der  Scalentheilc  der  Faclorcn 
und  dem  Scalcntheil  des  Products  der  Vcclorcn. 

Sind  z.  B.  a,  ß,  y drei  Radien  vcctorcn  einer  Kugel,  .so  besteht  die 

a tt  y 

identische  Gleichung  --  — ■ • 

ß y ß 

Wenn  dann  «,  b,  c die  Seiten  des  sphirischen  Dreiecks  sind,  welches 
die  Enden  dieser  Vectoren  bestimmen,  so  sind  cos  a,  cos  b,  cos  c die 
Scalentheilc  der  drei  bezüglichen  Quaterniunen;  und  der  Scalenihcil  des 
Products  der  Vectoren  der  rechten  Seite  der  Gleichung  ist  das  Product 
ihrer  Tensoren  sin  a,  sin  b'  in  den  Cosinus  des  von  ihnen  gebildeten 
Winkels,  d.  h.  cs  ergiebt  sich  die  Grundformcl  der  sphärischen  Trigono- 
metrie 

cos  e = cos  a cos  b -j-  sin  n sin  b cos  C. 

ü.  Wir  können  in  derselben  Art  das  Product  von  drei  Vectoren  bilden. 
Die  Multiplicalion  von 

« + jy  + ix  + jp’  -f  Atz',  ix"  -^jy"  -|-  kz" 
zeigt , dass  der  Scalentheil  des  Products  die  Determinante 


X . y , z 


ist.  Sind  or,  ß,  y die  drei  Vectoren,  so  ist  die  Bedingung,  un- 
ter welcher  sie  in  einer  Ebene  gelegen  sind. 

S{aßy)~0.*] 

*)  Vcrgl.  Ild.  I,  Anmerkung  zu  Artikel  27. 
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Diess  ergicitl  sicii  auch  aus  folgender  Bcuiml.iing.  Wenn  S{aßy] 
gleich  Null  ist,  so  ist  aßy  ein  reiner  Vcctor  und  da  diess 

aßy  = a .S  (ßy)  + « . V (ßy) 

ist,  so  muss  oF  (ßy)  ein  reiner  Veclor,  d.  h.  a normal  zu  F (ßy)  oder 
in  der  Ebene  von  ßy  gelegen  sein.  Das  war  zu  beweisen. 

So  können  wir  die  Gleichung  der  Ebene  linden,  welche  die  End- 
punkte der  drei  Vcctoren  a,  ß,  y enthüll.  Die  Verbindungslinien  des  End- 
punktes eines  verSnderlichen  Vcctors  p,  der  der  Ebene  angehürl,  mit  den 
Endpunkten  von  «,  ß,  y liegen  in  der  fraglichen  Ebcue,  d.  h.  man  hat 

S (g  — a)  (g—ß)  {g  — y)=0. 

Bei  der  Entwickelung  können  Glieder  wie  Sg~y  vernaciilässigl  wer- 
den, weil  g ein  Scalcnlheil  und  g^y  ein  reiner  Vcctor  ist,  dessen  Scalcn- 
tlieil  verschwindet ; das  entwickelte  Product  ist  daher 

S (gßy  + agy  + aßg)  = Saßy, 
und  der  zur  Ebene  normale  Vector  ist 

F (ßy  + y«  -H  ctß). 

Geht  man  zu  dem  Product  der  drei  Vcclorcii  zurück,  so  ergiebt  sich 
auch  durch  wirkliche  Mulliplicalion,  dass 

F (aßy)  = aS  (ßy)  — ßS  (ya)  -f  yS  (aß) 

ist,  eine  Gleichung  von  grosser  Anwendbarkeit. 

In  Verbindung  hiermit  mag  die  folgende  identische  Gleichung  ge- 
geben 

dS  (aßy)  = aS  (ßyö)  — ßS  (yaö)  -f-  yS  (aßö) 

und  bemerkt  werden,  dass  der  Vectortheil  des  Products  Vaß  . Vyö  in 
den  beiden  Formen 

aS  (ßy6)  — ßS  (yad)  oder  yS  (aßö)  — öS  (aßy) 

gleichmSssig  geschrieben  werden  kann.  Denn  Vaß  bezeichnet  eine  zu 
a und  ß iionnalc  Linie ; der  fragliche  Vector  muss  daher  zugleich  in  der 
Ebene  von  a und  ß und  von  y und  ö liegen. 

10.  Als  ein  Bei.spiel  für  die  Art  und  Weise  der  Anwendung  dieses 
Calculs  auf  ein  geometrisches  Problem  untersuchen  wir  die  Aufgabe  von 
der  Bestimmung  der  Gleichung  der  Rcgelflücbe,  welche  drei  gerade 
bireclrixen  hat. 

Wir  können  dazu  zuerst  ein  Verfahren  verfolgen , das  der  Coordina- 
tcnmelhode  analog  ist.  Weun  man  für  a in  die  Gleichung  der  durch  drei 

Punkte  bestimmten  Ebene'— - (la  -4-  ma')  substituiert,  so  erhalt 
/ -f-  m 

man  die  Gleichung  einer  Ebene  durch  den  Endpunkt  des  eben  geschriebe- 
nen Veclors  und  eine  gewisse  feste  Gerade,  nümlich  welche  die  Endpunkte 
der  Vectoren  ß und  y verbindet,  in  der  Form  lA  + mP  = 0,  wo  A 
die  Ebene  durch  aßy  und  B die  Ebene  durch  or  ßy  hezcicbncl. 
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Wenn  wir  also  irgeinl  einen  Punkt  iles  Veclors  ita  roil  ilen  andern 
lieiden  Linien  vcrliitulcn,  so  erli.'ilten  wir  die  Gleichung  zweier  Ebenen  in 
den  Formen 

lA  + mB  = 0.  lA'  + mH'  = 0. 

und  dureil  Elimination  von  / und  m aus  ihnen  die  Gleichung  des  Ortes  in 
der  Form 

AB'  = BÄ. 

Sodann.  Wir  drücken  die  Kedingung  aus,  unter  welcher  die  Ebenen, 
die  einen  beliebigen  Punkt  des  Ortes  mit  den  ilrei  Linien  verbinden,  eine 
gemein scliaftlichc  Gerade  enlhallen;  die  zu  diesen  Ebenen  normalen  Vcc- 
toren  sind  dann  derselben  Kheiic  parallel.  Lst  dann  ilie  erste  Linie  zur 
Linie  a parallel  und  durch  den  Endpunkt  eines  Vectors  a gelegt,  so  ist 
der  zu  einer  sie  enthaltenden  Elicne  nonnalc  Vertor  als  normal  zu  a und 
zu  a — p 

Va  {a  — q) 

und  die  fragliche  Gleichung  ist 

S ^ Va  («'— e)  . Vß  {ß'  — Q)  . Vy  (/  — p)}  = 0; 

sie  kann  mit  Hilfe  der  Ergebnisse  des  vorigen  Artikels  reduciert  und  ent- 
wickelt werden. 

II.  Wir  geben  ein  weiteres  Beispiel,  um  zu  zeigen,  wie  das  IJnend- 
lichkleinc  in  iliescn  Galciilus  einzuführen  ist. 

Hie  Gleichung  einer  Kugel  ist 


Ist  dann  </p  die.  Linie,  welche  den  Endpunkt  von  p mit  einem  un- 
endlich nahe  gelegenen  Punkte  vcrhiiidct,  so  ist  p -|-  dg  der  entspre- 
chende nächstfolgende  Radius  veclor  und  wir  haben 

(p  -j-  dgß  ~ — c‘, 

oder  durch  Entwickelung  und  VcrnachLässigung  des  Ouadrats  von  dg 
gdg  -j-  dg  . g ~ 0 , oder  S (p  . dg)  = 0, 

welches  nusdrückt,  dass  der  Radius  p zur  Tangente  dg  normal  ist. 

Es  wäre  eine  viel  weitere  Eutwickeinng  mlthig , um  einen  vollstän- 
digen Abriss  dieses  Gniculs  zu  gehen,  und  z.  11.  auch  zu  zeigen,  wie  die 
Gleichungen  von  Tangenten  und  A'ornialcu,  von  Krümmungslinieii  und 
gcudätisrheii  Linien  etc.  gebildet  werden  können. 

Aber  wir  glauben  genug  gegeben  zu  haben , um  der  Bemerkung  Zu- 
trauen zu  sichern,  dass  der  betrachtete.  Calcul  auf  alle  geometrischen  Pro- 
bleme anwendbar  sei,  dass  er  sehr  reich  an  Transformationen  ist  und 
•lass  sein  Verfahren , obgleich  innncr  den  Analogien  iler  Coordinalen- 
methoden  folgcinl,  doch  in  keiner  schivischen  Ahh.ängigkeit  von  dem  Ver- 
fahren dieser  Letzteren  steht. 
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VI.  Von  den  Invarianten  und  Covarianten  der 
Systeme  von  Flächen  zweiten  Grades. 

I.  Die  En  twick  el  u ng  und  Anwendung  d er  I n Varianten  und 
Covarianten  der  Systeme  von  Flächen  zweiten  Crades  lasst 
sich  einfach  an  die  Bedingung  anknüpfen , unter  welcher  die  Fläche 
zweiter  Ordnung  eine  Kegeldäche  wird.  Sie  ist  (Bd.  I.  Art.  C;i)  das  Ver- 
schwinden der  Discriminantc,  also  für 

U = + Ojjarj*  -f  Ojjarj*  + -f  2rt,jar,a:j  -f  etc. 

= ,£,aijXiXj=_0 

als  die  rdeichuiig  der  Fläche 

ja,,,  a^.^,  0,3,  a,4 

^ _ flj,  , Ojj,  «24 

"31  ’ "32  • **33  > “34 

!®41*  "42  > “43  • “44 

Ist  nun  XU  I/'  0 die  Gleichung  eines  einfachen  Systems  von 

Flächen  , so  ist  die  Üiscrimiiiante  des  Systems 

ia,i  -f  *«12  + «12''  ^“i3  + «la'-  ^“14  + “14' 

i«4t  + Ö41'.  ■ . ■ . + «44' 

7=£±  (Aa,,  -f  a^^')  [la^^  + (Aajj  -f  033')  (Aa^^  -f  a^^’} 
in  A vom  vierten  Grade  und  kann  durch  Zerlegung  der  Determinante  nach 
den  Summanden  ihrer  Elemente  entwickelt  werden.  Ihr  Verschwinden 
liefert  die  vier  VVerthe  von  A,  welche  den  KegelHächcn  des  Systems  ent- 
.sprechen;  wir  schreiben  die  bezügliche  Gleichung  in  der  Form 
+ PB  + Pd>  + kB'  + /f  = 0 

und  haben 


' — i "11  '*22'*33'*44  — 


= 

£ 

± 

«11 

“22 '*33  “44  • 

'=  2' + 

f ! i 

“11  “22  **33 

B 

= 

£ 

+ 

"11 

/ 

'‘22  "33  **44 

+ 

£ 

± 

0,i' 

'*22'*33'*44 

+ 

£ 

± 

«n 

“22  “33  “44 

+ 

£ 

± 

«11 

r 

**22  **33  **44 ' 

B' 

= 

£ 

+ 

«11 

“22  **33  “44 

+ 

£ 

± 

«11 

t * t 

®22  **33  “44 

+ 

£ 

± 

f * t 

OjjOg,  044 

+ 

£ 

± 

0,,' 

' / * 
**22  **33'*44  * 

d> 

= 

£ 

± 

«11 

“ii  **33  “4  4 

+ 

£ 

+ 

“11' 

®22  "33  "44 

+ 

£ 

+ 

«14 

/ / 
**22“33'*44 

+ 

2: 

+ 

«11 

Oj2  «33  044 

+ 

£ 

+ 

"11 

/ f 

**22  **33  “44 

+ 

£ 

± 

«11 

r f 

'*22**33  “44  • 

Die  VVerthe  von  A,  welche  die  Gleichung  kl)  U'  = 0 zur 
Gleichung  einer  Kegeldäche  machen,  sind  unabhängig  von  dem  Coordina- 
tensystem,  nach  welchem  ü und  U'  interpretiert  werden,  und  die  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  in  A,  die  Grössen  z#,  B,  (9^  sind  daher 
Invarianten  des  Systems.  Die  folgenden  Beispiele  ihrer  Berechnung 
schlicssen  einige  der  am  häuligsten  vorkuninieiidcn  Fälle  ein. 

Salmon,  Anal.  Geum.  d.  Uaumrs.  II, 
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Beispiel  1.  Wenn  beide  Flächen  auf  das  ihnen  gemeinschaflliche 
sich  selbst  conjugierle  Tetraeder  bezogen  sind  (Bd.  I,  Art.  14Ö),  so  kann 
inan  ihre  Gleichungen  in  der  Fonu 

U = a„o:,*  + ajjX,*  +‘  ajja:,*  + = 0. 

U'  = x^^  + a-.^*  + 

schreiben . indem  man  in  der  zweiten  Gleichung  die  Producte 
«j/ajz'-  *3^^*  ••»•4 /»4t' 

durch  die  einfaclieu  Symbole  .T|  , Xj,  x^,  x^  ersetzt;  und  man  erhält 
durch  das  Verschwinden  aller  Oij  und  a',y  für  verschiedene  t und  j und 
die  Gleichheit  der  o',v  mit  Eins 

J = •''tl*'22’'33®44  • ^ ® *11*22*33  "t"  *22*33*44 

■f"  *.13*44*11  "J"  *44*11  *22-  ® ~ *11  "t*  *22  "J"  *33  *44  • 

<P  = *|fl22  *22*13  "f"  *33*44  "t"  *11*33  *11*44  *22*44' 

Beispiel  2.  Sei  wie  vorher  U'  = x{^  -f-  x.^  + x^  + ^4*  = 
und  V = +.2“34*'3*"4  = ® ‘li*'  allgemeine  Gleichung. 

Man  hat  dann  J = £ + ajiajjajja,^  und  <d'  = 1,  Sind  ferner 
Ajj,  Afj.  etc.  die  den  Elementen  a,j,  a,j,  0,3,  etc.  der  Discriroinante 
A entsprecliendeo  Minoren  (vergl.  „Vorlesungen",  Artikel  15 — 18)  und 
ebenso  A^’,  A^j,  etc.  die  den  Elementen  a,,',  a,,'.  etc.  der  Discriininante 
/f  entsprechenden  fOr  den  allgemeinen  Fall,  so  hat  man  für  diesen  Letztem 

S = A^f  a.j.j  Aj2  + “33  -^33  •4"  <*|i  -^41  4"  2<I|2  -^f2 
+ 2«|3^I3  + ‘*"14 -^14  + ^”23 -^13  + *"24^24  + ^“st^sv 
S = a^fAf^  + «22-^22  4"  <*33^33  4"  ®|4'^44  4"  20j2^l2 
4"  4"  ^®I|-^I4  4"  2fl23''^23  4*  '*“24'^24  4"  '^‘*34'^34’ 

und  man  erhält  für  diesen  speciellen  Fall  wegen 

n,/  = 1 , Uij  = 0,  und  Ail  = 1 , AiJ  = 0 

® = ^11  4-  ^22  + ^33  4-  ^44-  = "ll  4-  “22  4"  «33  4-  “44. 

Die  Dcteraiinanten  von  rcducicren  sich  für  ihn  auf  einfachere  zwei- 
reihige und  gehen  entwickelt 

<P  = — o,/  4-  (“44“,,  — 0,4*)  4-  (o,,“22  — “12*) 

4"  (“22“33  “23*)  4"  (OijOjj  0,3*)  (OjoO^^  “24*)' 

Wäre  V = a,,a:,*  -f-  a^^x.^  4*  »33X3*  3^4X4*  = 0 und  U'=0 

die  allgemeine  Gleichung , so  erfahren  die  vorigen  Ausdrücke  nur  durch 
^jiitretcn  der  gestrichenen  Coefficieiilen  an  Stelle  der  ungestrichenen  und 
durch  liinzulrcten  der  Factoren  a,,,  etc.,  a,,a.j3,  etc.  Veränderungen. 
Es  ist 

A = 31,333333.144,  A'  = £ + a^f  033  Ojj  O44 , 

8 =01,333333344  0333333448,,  -f-  03334434,3.33  -f  04434,3.3,333, 

0 = a,,,^,,  a,,.'/,,  -J-  333^^33  -f-  844/^44, 

0 = a„a,3  (033  O4,'  — 03,'*)  + ,1.3,333  (044  O,,'  — 0,4'’) 

4"  *1:1*44  i“ii  “22  “i2  *)  4"  a44a,,  (033  O33  “21*) 

4"  a,2a44  (fl|,  O33  0,3  *)  -f-  a,,a,3  (0,3044  — 0.34*). 
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Beispiel  3.  Sind  V . — 0 und  V = 0 die  Gleichungen  zweier  Ku- 
geln, also  respective 

+ (y-ß)^+ 

so  erhält  man  für  D = («■*  + ,3»  + y*)i  als  die  Entfernung  hei.ler 

I Anlr>fz  ” 


^ = — 9^.  ^ = — p'*,  s = D'i  — ap*  — p'*. 

®’=  — 3p-,  <J>  = 2 i)*  — 3p*  — 3p*. 

Die  hiquadralische  Gleichung  zur  Beslimmung  von  i erhält  die  sne 
ciellc  Form 

(i.  -f  ^ (7)-  _ pZ  _L  p'zj  ^ ^ 0 

Beispiel  4,  Sei 


„ X*  V Z‘‘ 


f/'  = (a-  — «)*  -j.  (y  — (3)*  -f-  (z 
so  erhält  man 


und 

rf  —j?^  ~ 0. 


® ?k*  + y*  — P'*  - (o*  -I-  ft*  + c*)}. 


Die  biquadratische  Gleichung  für  A aus  dem  Verschwinden  der  Dis- 
criminantc  von  lU  Z/'  = 0 ist  in  der  speciellen  Form 

-iLl.  + ^ . f _ 1 . 

«'  + A ^ ft*  + A ^ + A — ^ + T 

darstellbar. 


Beispiel  .*).  Ist  V = 0 das  Paraboloid  oar*  -f-  fty*  -f-  2ri  = 0 
und  Z/  = 0 eine  Kugel  in  der  Gleichnngsform  des  fetzten  Beispiels,  so 
erhält  man 


d = — ahr'‘.  /f  — — q\  e = _ r*  (n  -f  ft)  -f-  ‘labry.  - 
e'=  Oft*  + bß*  -J-  2ry  _ („  -I-  ft)  gi^ 

® = ab  (a*  -f  /S*  — p*)  -j-  2 (o  -f  ft)  ry  — r*. 

Die  biquadratische  Gleichung  für  k ist 
Aoa*  Aft|3* 

A«+  1 + Aft-fl  +3Ary  = A*r*  + p*. 

38  ♦ 
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2.  Da  die  Bedeutungen  von  J = 0,  /f  = 0 bekannt  sind,  so  ist 
filirlg,  die  geometrische  Bedeutung  der  Bedingungen  des  Ver- 
schwindens der  drei  übrigen  Invarianten  zu  untersucimn.  Wir 
untersuchen  zuerst  die  Bedeutung  von  0 = 0.  Das  Beispiel  2 des  vorigen 
S zeigt,  dass  für  die  Beziehung  der  Flächen  auf  ein  für  U=0  sich  seihst 
conjugierles  Tetraeder 

® “ "ll  *S2®33*''44  "t"  “22  *33®44®11  "I"  ®33^“l4“ll^22  + “44*ll®22®33 
ist;  es  verschwindet  also  0 für  aj/=  0,  Op  — 0,  «33  = 0,  a^^=  0, 
d.  h.  wenn  die  Form  der  Glcicliung  von  U = 0 durch  Za/jXiXj  = 0 
mit  Ausschluss  der  gleichen  VVerthe  von  t und  j dargestclit  ist.  Man 
sieht,  0 ist  gleich  Null,  wenn  es  möglich  ist,  in  die  Fläche  D'  = 0 ein 
Tetraeder  einzuschreihen , welches  in  Bezug  auf  die  Fläche  U = 0 sich 
seihst  conjugiert  ist.  Ebenso  verschwindet  0',  wenn  die  Minoren 
,'<33'.  verschwinden  und  naciiDd.  I,  Art.  7.^  ist  = 0 
die  Bedingung,  unter  welcher  die  Ebene  a',  = 0 die  Fläche  V = 0 be- 
rührt. Also  verschwindet  0’  immer  dann,  wenn  es  möglich  ist,  der 
Fläche  0.£in  Tetraeder  zu  umschreiben,  welches  zugleich  in  Bezug 

auf  U = 0 sich  selbst  conjugiert  ist.  Aber  nach  dem  Vorigen  ist  0'=  0 
zugleich  die  Bedingung,  unter  welcher  cs  möglich  ist,  in  die  Fläche 
U = 0 ein  in  Bezug  auf  U'  = 0 sich  selbst  conjugierles  Tetraeder  cin- 
zuschrciben,  und  es  muss  also,  wenn  die  eine  dieser  beiden  geometrischen 
r.onstructioncn  möglich  ist,  stets  auch  die  andere  möglich  sein.  Endlich 
ist  nach  Bd.  I,  Art.  715  die  Invariante  gleich  Null,  wenn  die  Kanten 

eines  in  Bezug  auf  die  eine  Fläche  sich  selbst  conjugierten  Tetraeders 
sämintlich  die  andere  Fläche  berühren. 

Beispiel  l.  Die  Ecken  zweier  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  sich  selbst  conjugierten  Tetraeder  bilden 
ein  System  von  Punkten  von  solcher  Art,  dass  jede  Fläche 
zweiten  Grades,  welche  sieben  von  ihnen  enthält,  auch 
durch  den  achten  hindurchgeht.  (Hesse,  „Crelle's  Journal",  B<l. 
XX.  p.  297.) 

Denken  wir  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  die  vier  Ecken  des 
einen  Tetraeders  und  durch  drei  Ecken  des  zweiten  beschrieben,  dessen 
Flächen  wir  als  die  Fundamentaicbenen  des  Coordinatensyslcms  betrach- 
ten, so  ist  nach  $ 1,  Beispiel  1 die  Invariante  , 

0 = a,|  -f-  a,2  -j-  a33  -f-  a^j  = 0, 
weil  die  Fläche  dem  ersten  Tetraeder  umgeschrieben  ist;  da  sic  aber  durch 
drei  Ecken  des  Fundamental-Tctracdcr»gcht,  so  müssen  etwa 

*11  = ^22  = ®33  “ 

sein  und  ist  also  in  Folge  der  vorigen  Bedingung  auch  a^,  = 0,  oder  die 
Fläche  enthält  auch  die  vierte  Ecke  des  Fiindainental-Tetraeilers,  d.  i.  den 
achten  Punkt  der  Gruppe.  In  der  nämlichen  Art  wird  hewiesen , dass  eine 
Fläche  zweiten  Grades,  welche  von  den  acht  Seitenflächen  Her  beiden  Te- 
traeder sieben  berührt,  auch  durch  die  achte  berührt  wird. 

Beispiel  2.  Wenn  eine  Kugel  einem  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  zweiten  Grades  sich  selbst  conjugierten  Tetraeder 
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um  ge  sch  riebe  II  ist,  so  ist  die  Länge  der  an  sic  vom  Centrum 
der  Fiächc  gezogenen  Tangente  constant.  Denn  nach  dem  4.  Bei- 
spiel in  S 1 giehl  die  Bedingung  ®=0  für  das  Quadrat  der  bezeichneten 
Tangente  (a*  — p'^)  den  Werth  («*  -f  6^  Man  kann 

auch  sagen , die  einem  solchen  Tetraeder  umgeschriehene  Kugel  sclincidc 
die  Kugel  stets  orthogonal,  welche  für  die  Fläclie  zweiten  Grades  der  Ort 
der  Durchschnittspunkte  von  je  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Tangen- 
tenehenen  ist.  (B<l.  I,  Art.  80.)  Dicss  entspricht  Fan re's  Theorem  voii'den 
Kegelschnitten  („Analyt.  Geom.  d.  KegeI.schn.*'  p.  tW3). 

Beispiel  3.  Wenn  für  ein  Hyperboloid  die  Relation 


erfüllt  ist,  so  ist  das  Centrum  der  Kugel,  welche  einem  in 
Bezug  auf  dasselbe  sich  selbst  conjugierten  Tetraeder  ein- 
geschrieben ist,  stets  ein  Punkt  der  Fläche.  Diess  ergiebt  sich 
aus  der  Bedingung  6'  = 0 im  4.  Beispiel  des  § 1. 


Beispiel  4.  Der  Ort  des  Centrums  einer  Kugel , welche  einem  in 
Bezug  auf  ein  Paraholoid  sich  seihst  conjugierten  Tetraeder  umgeschrie- 
ben ist,  ist  eine  Ebene.  Nach  dem  Beispiel  5 des  I. 

3.  Man  soll  die  Bedingung  aiifstellen,  unter  welclicr  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  sich  berühren.  Wie  in  dem  Falle  der 
Kegelschnitte  („Anal.  Geom. d.Kegelschn.",  Ai't.304),  so  hat  auch  hier  die 
dem  Verschwinden  der  Discriminante  des  durch  beide  bestimmten  einfachen 
Systems  entsprechende  Gleichung  ein  Paar  gleiche  Wurzeln  im  Falle  der 
Berührung  der  Flächen.  Man  beweist  dicss  am  leichtesten,  indem  man 
den  AnfangspunkP  der  Coordinuten  im  Benlhrungspuiikt  und  die  gemein- 
schaftliche Tangentenebene  als  Coordinatenebene  z = 0 annimmt.  Dann 
ist  für  beide  Flächen  a^^  = = 0^4  d=0,  p = 0,  g>=0; 

die  Discriminante  der  Fläche  reduciert  sich  al.so  auf  r*  (n^  — ab)  (Bd.  I. 
Art.  (53)  oder  auf  «3,*  — “it  "zz)  für  das  einfache  System 

die  aus  ihr  hervorgehende  biquadratisclie  Gleichung  auf 
(i«34  + 03/)*  + a,j')2  — + a^^)  (Ao.^3  -|-  Oj^')}  = 0, 

welche  oircnhiir  zwei  gleiche  Wurzeln  hat.  Man  findet  also  die  geforderte 
Bedingung  allgemein,  indem  man  die  Discriminante  der  biquadratischen 
Gleichung  -f-  A’(9  -)-  A^(P  -|-  A0'  -(-  = 0 bildet.  Sie  ist  nacli 

dem  Bezout’schen  Eliminationsverfahrcn  („Vorlesungen“,  p.  82)  gebil- 
det allgemein 

8zf(P  — 302,  Oz/0'— 04»  , löz/zf'—  00' 

(5 z/0'—  04),  4 z/z/“  -f-  2 ©0'  — 4»*,  (5z/'0  — 0'0 


IGz/z/'—  00',  6zf0—  0'<P 


oder  entwickelt  und  reduciert 


8 z/'4>  — 3 0'* 


= 0 


— 00'  -f- 


3 / 

= ^ — 2 

1(^0 
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Beispiel  1.  Uie  Bedingung  dur  Berührung  zwcierKugcln  zu 
finden.  Nach  S 1 Beispiel  3 hat  die  hiqiiadralische  Gleichung,  welche  diesem 
Kalle  enLsprichl,  stets  zwei  gleiche  Wurzeln;  diess  findet  statt,  weil  zwei 
Kugeln  stets  einen  ebenen  Querschnitt  in  iinendliclier  Entfernung  gemein, 
und  also  stets  eine  doppelte  Berührung  mit  einander  haben.  (Bd.  I,  Art. 
133.)  Die  Bedingung,  unter  welcher  sie  überdicss  eine  Berührung  im  end- 
liclien  Raume  mit  einander  haben,  wird  erhalten , indem  man  die  Gleiclihcit 
der  beiden  andern  linearen  Factoren  der  biquadratischen  Glcicbung  lic- 
dingt,  und  ist  daher  (Z)^  — !'•  ^ ? i P - 

Im  Allgemeinen  hat  die  biqiiadratische  Gleicliung  in  k 
ein  Paar  g leie  heWurzeln,  wenn  beide  Flachen  eine  gemein- 
schaftliche Erzeugende  besitzen. 

Beispiel  2.  Man  soll  den  Ort  des  Ccnlrums  einer  Kugel  von  con- 
staiitem  Halbmesser  bestimmen,  welche  eine  Fläche  zweiten  Grades  be- 
rührt. 

Die  durch  Gleichsetzung  der  Discriminantc  der  entspreclienden  bi- 
quadratischen Gleichung  des  Beispiels  4 im  I erhaltene  biquadralischc 
Gleichung  ist  in  x,  y,  z — denn  diese  treten  an  die  Stelle  von  tt,ß,y  — 
vom  zwölften  Grade.  Wenn  wir  in  ihr  p = 0 machen,  so  reduciert  sie 
sich  auf  ein  Product  aus  dem  Quadrat  der  Gleichung  der  Flache  in  eine 
Gleichung  vom  achten  Grade,  welcher  wir  noch  weiterhin  begegnen  wer- 
den. (Vgl.  S 10.)  Das  in  diesem  Beispiel  betrachtete  Problem  ist  mit  dem 
von  der  Bestimmung  der  Gleichung  der  Parallel  fl  ächedcrFläc  he 
zweiten  Grades  identisch,  d.i.  der  Flache,  welche  der  Ort  von  Punkten 
ist,  die  man  durch  Abtragen  der  constanten  Länge  p auf  allen  Normalen 
der  Fläche  von  ihren  Fusspunktcu  aus  erhalt.  Die  Gleichung  ist  in  p' 
vom  sechsten  Grade  und  liefert  die  Längen  der  sechs  Normalen,  welche 
man  von  einem  beliebigen  Punkte  (x,  y,  z)  aus  an  die  Fläche  ziehen 
kann. 


Um  den  Schnitt  der  Fläche  mit  einer  der  llauptebcncn  zu  finden, 
benutzen  wir  das  Princip,  wornach  die  Discriminantc  eines  algebraischen 
Ausdrucks  von  der  Form  (A  — «)  (p{k)  in  Bezug  auf  A die  Form  eines 
Products  von  (or)|^  mit  der  Discriminantc  von  qo  (A)  halten  muss. 
(„Vorlesungen",  Art.  07.)  Macht  man  also  in  der  Gleichung  ($  1,  Beisp.  4) 
: = 0,  so  giebt  die  Discriminantc  von 


(*  + C) 


-H  A ^ 6 -I-  A 


den  doppelt  zälilcnden  Kegelschnitt 


welcher  also  eine  Doppellinie  der  Fläche  ist.  zusammen  mit  der  Discrimi- 
nante  der  zwischen  den  Klammern  stehenden  Function;  diese  repräsentiert 
aller  die  Curve  achter  Ordnung,  welche  die  Parallelcurvc  des  Kegelschnitts 
ist.  Sic  ist  die  Euveloppc  einer  Reihe  von  Kegelschnitten,  deren  jeder  sic 
in  den  vier  Punkten  berührt,  wo  sic  die  Curve 
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% 


(a  + (fr  + A)' 

schneid«! ; und  da  der  Kegelscimill 


der  dem  System  für  A = — c enlsprechciidc  Kegelschnitt  ist,  so  beriihrl 
auch erdieCurvcacliter Ordnung  in  vierl’unktcii.  (Vgl.  die  iiachClebsch’s 
Abhandlung  gegebenen  Entwickelungen  der  Art.  257  f.  des  Textes.) 

Es  sei  für  die  E 1 1 i p s e ^ — 1 = 0 und  mit  der  Abkürzung 

a*  b* 

c*  z=:a^  — 6^  („Analyt.  Gcoin.  d.  Kcgciscbn.“,  Art.  161)  die  Gleichung 
der  Parallelcurve  vullstSndig  angegeben;  sie  ist 

c ’p“'  — 2 c'^p*  ^ c*  («*  -|-  6’)  + [a^  — 2 b')  X*  + (2  a* — fr’)  y*  } 
4oV+  6*)  — 2c*(<t* — «’6*  + ;l6^)x* 

2c^(3  a* — aV  +6‘)y’  + (n*  — Oa'V  -J-  (>b*)x* 

+ (On'  — 6a^b^  +fr^)y^  + (6a^  — lOoV  + 6i^)x’y^^ 

+ p^  I — 2 a^b^c*  (o’  + 6*)  + 2 c-’x*  (3  a*  — o’6’  + fr^) 

— 2c’y’ (a*  — + 36*) — 6*x*(6a*  — lOaV  + 6 6*) 

— a*y*  (6  a*  — 10  aV  + 66*)  + x*y’ {■*“*  — 6a*6’  — 6a^6*  + 46®) 

+ 26’(«*-  26*1  — 2x*y*  (a*  — a*6*  + 36*)  — 2 x*y  * (.3a*  — a*6*  + 6*) 

+ 2 a*y®  (6*  — 2 a*)  | + (6*x*  + a*y*  — a*6*)*  | (x  — c)*  + y*  | 

{{x  + cf-\-iß^  = 0. 

Nach  ihr  ist  der  Ort  eines  Punktes  ein  Kegelschnitt,  für  welchen  die 
Summe  der  (Quadrate  seiner  normalen  Entfernungen  von  der  Ciirve  gege- 
ben ist.  Ilurcli  die  Bildung  der  Bedingung,  unter  welcher  die  Gleichung 
in  p*  gleiche  Wurzeln  hat,  erhält  man  eine  Gleichung,  xvelche  das  Pro- 
duct der  ljuadratc  der  Achsen  mit  dem  Cubus  der  Evolute  darstellt.  Eör 
p = 0 erhalten  wir  die  Gurve  selbst  doppelt  gezählt  und  überdiess  die 
Brennpunkte  der  Giirvc  als  Punkte,  deren  normale  Entfernung  von  der 
Curvc  verschwindet.  (Vergl.  die  Abhandlung  des  Herausgebers  im  30''" 
Bande  p.  33  von  Grüner t’s  ,, Archiv.“) 

Beispiel  X Die  Gleichung  der  Parallelflächc  eines  Para- 
boloids  wird  in  der  nämlichen  Art  gebildet,  indem  man  die  Disciiminante 
der  biquadratisciien  Gleichung  des  5.  Beispiels  im  I aufstellt.  Das  Resultat 
repräsentiert  eine  Fläche  vom  zehnten  Grade  und  reduciert  sich  für  p = 0 
auf  die  Verbindung  des  zweifach  zu  zählenden  Paraboloids  mit  einer  weiter- 
hin zu  betrachtenden  Fläche  sechsten  Grades  ($  20).  Die  Gleichung  ist  in 
p*  vom  fünften  Grade  zum  Beweis,  dass  man  von  irgend  einem  Punkte 
aus  nur  fünf  Normalen  an  die  Fläche  ziehen  kann.  Wie  im  letzten  Beispiel 
sicht  man , dass  der  Schnitt  der  Fläche  mit  einer  jeilen  der  Hauptebenen 
eine  zweifach  zählende  Parabel  mit  der  Parallelcurve  einer  Parabel  zu- 
sammen ist.  Die  Letztere  hat  für  y*  = 4mx  als  Gleichung  der  Parabel 
die  Gleichung 
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' p*  — +**  + — 8m^) 

+ y*(2j;^ — 'imx  + 20»»*)  + + 8»i*x* — 32»i®a;+16»»*| 

\ — (y*  — 4ma]*  |y*  + (x  — m)*}  =0. 

4.  Im  Artikel  128  Bd.  I ist  nncligcwiescn , dass  für  die  Berührung 
zweier  Flüchen  der  BerOliruiigsjmnkl  ein  Doppelpunkt  in  der  Durch- 
schnittsciirvc  derselben  ist  und  man  hat  daran  auch  die  Bestimmung  der 
beiden  bezüglichen  Tangenten  derselben  geknüpft;  aus  ihrem  Zusammen- 
fällen ist  ebenda  im  Art.  120  die  Bedingung  der  sta  tionüren  Berüh- 
rung entwickelt  und  bewiesen  worden,  dass  dieselbe  in  dem  gleichzeitigen 
Verschwinden  der  Invarianten  S und  T der  bitpiadratiscben  Gleichung 
des  % I besieht,  die  in  den  dort  vorausgesetzten  Verhültnissen  wegen 
r = r oder  = «3^'  die  Wurzel  — 1 dreifach  besitzt. 

Dadureb  verbindet  sich  tlie  Theorie  der  llaiiptkrüm  mungsra- 
dien  und  Contra  für  Flächen  zweiten  Grades  mit  diesen  Unter- 
suchungen. Kine  durch  den  Fusspunkt  gebende  Kugel  aus  einem  Punkte  der 
Flächcnnormale  berührt  die  Fläche  stationär,  wenn  der  Radius  einem  der 
llauptkrümniungsbalbinesser  gleich  ist  (Art.  33  des  Te.\tes).  Machen  wir  die 
Tangentenebene  zur  Ebene  xi/  und  die  beiden  Richtungen  der  grössten 
und  kleinsten  Krümmung  zu  Achsen  x und  y,  so  erscheint  das  Glied  xy 
nicht  in  der  Gleichung,  da  diese  Richtungen  den  Achsen  der  parallelen 
Schnitte  parallel  sind,  d.  h.  diese  Gleichung  ist  von  der  Form 
z -f-  ax'‘  6y*  -f-  etc.  = 0 , 
und  nach  dem  Vorhergehenden  bat  eine  Kugel 

z -I-  A (a;*  4-  y*  -f  2*)  = 0 

eine  stationäre  Berührung  mit  der  Fläche,  wenn  (A  — o)  (A  — b)  = 0 ist; 
also  muss  A entweder  gleich  a oder  gleich  b sein.  Für  y =:  ü aber  ist 
der  Kreis  z a (ar*  -f-  z*)  = 0 osculierend  zu  dem  Schnitt 

2 -I-  ao:*  etc.  = 0, 

und  in  gleicher  Weise  der  Kreis  z -)-  6 (y*  -|-  z*)  = 0 osculierend  zu 
dem  Schnitte  z fty*  -|-  etc.  = 0.  Wenn  man  nun,  um  die  Gleichung 
der  Fläche  der  Uentra  zu  bilden,  für  die  biquadratische  Gleichung  im 
4.  Beispiel  des  § 1 die  Invariantengleichungen  ,5  = 0,  J = 0 aufsicllt, 
so  verbinden  diese  die  Goordinaten  a,  ß,y  der  Krüramungscenira  der 
llauplschnitte  mit  dem  Krümmungsradius;  die  eine  der  Gleichungen  ist 
in  p*  vom  zweiten,  die  andere  vom  dritten  Grade  und  die  Elimination 
von  p*  zwischen  ihnen  liefert  die  Gleichung  des  Ortes  derKrüm- 
mungscentra  aller  ilauptschnitte.  Wenn  17  = 0,  f/'=0  irgend 
zwei  algebraische  Gleichungen  von  demselben  Grade  sind  und  k einen  ver- 
änderlichen Parameter  bezeichnet,  so  kann  stets  Ar  so  bestimmt  wenlen, 
dass  die  Gleichung  U kU'  = 0 zwei  gleiche  Wurzeln  habe;  man  kann 
aber  nur  dann  k so  bestimmen,  dass  dieselbe  Gleichung  drei  gleiche 
Wurzeln  habe,  wenn  eine  gewisse  invariante  Relation  zwischen  den  Coef- 
ficienten  von  U und  V besteht.  Diess  Problem  enthält  als  einen  spcciel- 
Icn  Fall  das  gegenwärtige,  denn  es  ist  die  Bedingung  zu  finden,  unter 


Digitized  by  Google 


welcher  die  biquadratisclie  Gleichung 


«I*  + A ^ A ^ c*  + A 


= .+^^ 


drei  gleiche  AVurzeln  in  A hat.  Im  Fulgcndeni  sind  die  Haupiglieder  des 
Resultats  gegeben , diejenigen,  aus  welclien  die  übrigen  durcli  die  Sym 
metric  hervorgehen  und  es  ist  dabei  vorausgesetzt 

6*  — c*  = «,  c*  — = ß,  a*  — =:  Y 

und  anstatt  ax,  by,  cz  sind  respective  x,  y,  z gesetzt. 

+ 3(a*  4"  + 3(«^  + ß*)i^x^y* 

+ 3(a®  4"  Oa*ß^  4"  3 4"  'ia^ß*  4"  ß*y^  — 21  or*|3’y*) x''y*z^ 

■^Q(a*ß^  4*  ß^“^  4"  ß^y*  y*^^  "H  y^^* — i4a'‘ß^Y^'jx*y*z* 

— 3 (/3*  4"  y^)  a ®ar'  ® — 3 (2  4-  3 ’ 4"  3 ß"‘‘*^  — y’<*  *) 

— 3 (^®  4"  Oß*a^  4"  ^ß*y^  "I"  3/3^0*  4"  f‘*y^  — 21  a^ß^y'^) a^x^y* 

4-  3 1 4y* — 7y®(a^4"^^ — lH8y*a*/3*4'0«^(3*y*(a’'*4-|S*)4'’l2«^(3*  |x'*y^z* 
4-3(/S<4-3/jy  4-y<)  «®x» 

4-  3 (/3®  4-  6 ß*y'‘  4-  3 ß*a  *4-3  ß^y*  4-  “ ot*|3*y*)  a *x®y* 

4*  !!(«■* jS*  4-«''*^'*  "t"  ß*y^  4"  ß^y*  4*y*“*  + y*“^  — I4a^ß^y'^)a^ß*x*y* 

— 3 / -la® — 7a®  (ß-^y’] — 198o^^*y*4-68«*/jy(^*4-y*)4-42|S^y*|ct*xyr*^ 

— (|3”  -j-  y®  -j-  0 ß*y^  4"  l*  ß^y*)  a**^* 

— 3(y®  -j-  Cyy  -j-  3y^«*  -f-  3y^ß*  -f-  a^ß*  — 21  a^ß'^y^)  a^ß^x^y^ 

4-  3|  14(o^/3*4-“*|3^4"j5V^+I^V*'H'*“'*+y'*“*)  4"20o*j3y  \ a*^*y*x*y*z* 
+ 3(ß*+:ißY-i-y*)a'‘ß‘y^x*+-42y’+3y'^a^  + 3y^ß^—7jß^)a*ßYxy 

— 3(j3*  4"  y*)  a®|3'y^‘r*  + «®^®y®  = 0. 


Für  z = ü wird  diese  Gleichung  auf 

(a*x*  4-  {(x*  4-  y*— y*)®  4-27ajyy*}. 

(Vergl.  Bd.  I,  Art.  209.)  Der  Schnitt  der  FiSchc  mit  der  unendlich  ent- 
fernten Ebene  ist  den  Scliuitlen  mit  den  llauptebeneii  Shnlich,  da  die 
höchsten  Glieder  der  Gleichung  den  Ausdruck  bilden 

y 4-yJ  4-  jj)3  ; („1^2  + ßZyZ  ^ yY^  — 27aYyVyh^l. 

Itie  Gleichung  der  Fläche  der  Centra  für  ein  Paraholoid 
ox*  4"  f>y^  + 2rz  = 0 

criialten  wir  für  a — b = m,  a b = p,  ab  = q,  hx*  ay*  = V, 
X*  y-  =:  p*,  yz*  ß-  prz  r*  = W in  der  Form 

8{y*zK  4-  yr  (6*x*  4-  aY)  -f  2mVfr|®  -f-  27  T = 0 
mit 


T = y®rK'  — 10m*y^r fFx*y*  4"  ö»»*y''r*zF*  — b&m^q^r^zVxY 
4-  8w^y®r’xy  IF-)-  12m^y®r®z*  F*4"d  m^q*r^(ß  F* — 152myr®x*y*p* 
-|-  4Sm'^pq*r^xY  ^ ö i»®y*r'z®  F -f-  24  m^y®r'*zp*  F 4-  24  w®y*r*p*z* 
4-12  m*q^r^Q*  4"  "*3  m^'q^r^x’y^  4-  24  m®zr*y  (ax*  -f-  6y*) 

-f-  8 m®  (a  V bY) 
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Oer  Scimill  der  Fläche  uiil  der  Ebciic  x oder  y ist  eine  dreifach 
zählcode  Parabel  und  die  Evolute  derselben. 

5.  Iin  Artikel  152  des  ersten  Bandes  ist  die  Bedingung  aufgcstellt, 
unter  welcher  zwei  Flächen  zweiten  Grades  durch  die  Relation  verbunden 
sind , dass  zwei  Paare  von  Gegenkanten  des  Tetraeders  in  der  einen  ent- 
halten sind , während  die  andere  von  den  vier  Seitenflächen  desselben  be- 
rührt wird.  Noch  einfacher  ergiebt  sich  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher die  eine  Fläche  dem  Tetraeder  umgeschrieben  ist, 
dessen  zwei  Paare  Gegenkanten  der  andern  angehören. 
Für  die  Voraussetzung  des  Coordinatentetraeders  in  solcher  Relation  zu 
beiden  Flächen  ist  die  Gleichung  der  einen 

fjjj'XyTg  -f  ® 

und  die  der  andern  enthält  die  Quadrate  der  Veränderlichen  nicht.  Man 
hat  also 

J = 8 = 2aj^a,/  (ajs'ou  -f  a|/«23)- 

0”  = 2 ®13®24  “l2'*34)  (**23  ®I4  "I"  **I4  “23)  ’ 

0 = (“23  “14  + "44 '*2.3)*  + "23  “11  ("tl"23  "l3®24  ~ “l2"34) 

und  die  fragliche  Bedingung  ist  ganz  analog  der  a.  a.  U.  erhaltenen 
4 J80  = 03-1-8  J^8'. 

6.  Wenn  U'  = 0 eine  Kegelfläche  repräsentiert,  so  ist 
= 0 und,  wir  wollen  die  Bedeutung  von  0,  <I>,  0'  in  demselben  Falle 

Untersuchen.  W'tr  denken  vereinfachend  den  Scheitel  des  Kegels  in  der 
Ecke  des  Fundamcntaltetraedcrs  arj  = Xj  = Xj  = 0 oder  im  Anfangs- 
punkt der  Cartesischen  Coordinaten,  d.  i.  setzen 

a^^'  — 0,  = 0,  fljj'  = 0,  = 0 

und  erhalten 

"ti  • "J2  ’ "l3 

, 0*1=041  "21*  "22*  "23 

O3,  , Oj.j  , 033  ^ 

®ll  {"ll"22"33  + '"12  "23  "l3  "ll"23'*  "22"l3*  "33®I2*}> 

d.  h.  0’  verschwindet,  wenn' entweder  der  Kegel  in  zwei  Ebenen  zerfällt 
oder  wenn  der  Scheitel  des  Kegels  in  der  Fläche  U = 0 liegt. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  des  aus  dem  Cuordinatenaiifang  der 
Fläche  U =^0  umgcschriebcncn  Kegels  ' 

0=o„  (a„x,  ''  -f-  OjjXj*  -H  0^3X3^  -f  2 033X3X3 -H  20,3X1X3  -H  2 a,2X,Xj) 

(0,4X1  -j-  Oj^Xj  -^-  031X3)'* 

in  der  Form 

a„x,*  + ajjXj2  -I-  ajs-Tj^  -f-  2333X3X3-!-  23,3X1X3  -f  23,3X1X3  = 0. 
so  kann  <2>  in  der  Form 

a,i  (032  O33  “23*)  ®22  {",33  "ti  — "13*)  "l"  **33  ("11  "22  — "12*^) 

-|-  2333(0,30,3  "]|"23)  -^I3("l2"23  "22  "is) 

+ 2a, 2 (0,3033  "33  "12), 
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geschrieben  werden.  Man  erkennt  leiclil  die  geometrische  Bedeutung  die- 
ser Bedingung:  denn  wenn  die  Kcgcinadic  V'  = ü auf  ein  in  Bezug  auf 
sie  sich  seihst  conjiigicrtcs  Systciii  bezogen  wäre,  so  würden  die  Goefli- 
cienten  ajj',  a^^,  vcrscliwinden  und  <2>  würde  auf 

*11®22“33  + ®22“33®ll  +®33“ll®22* 

reduciert,  würde  also  für  die  gleichzeitige  Erfüllung  von 


oder 


j * — 0 1 ^22  ' ' 0 • * 0 


“ll*-  ''22®I4  — '*24'‘*>  “33'*44  “.II* 

idcntiscli  verschwinden , d.  h.  nach  Bd.  I,  Art.  70,  wenn  die  durch 


Xg  = *3  = 0,  X,  = Xj  = 0,  X,  = Xj  = 0 ■ 
dargestellten  Kanten  jenes  Systems  zugleich  die  Fläche  ü = Q berühren. 
In  derselben  Weise  findet  man 

Oj|0  = Ojj  (sjjajj  — 3jj*)  -J-  tijj  (333^11  *13*) 

und  erkennt,  dass  0 verschwindet,  sobald  drei  Tangentenebenen  zu 
U — 0 aus  dem  Scheitel  des  Kegels  möglich  sind,  welche  ein  in  Bezug 
auf  den  Kegel  V'  = 0 sich  selbst  conjugiertes  System  bilden. 

Die  Biscriminante  der  cubi.schen  Gleichung  in  k verschwindet,  wenn 
der  Kegel  V'  = 0 die  Fläche  U —0  berührt. 

Repräsentiert  ü'  = 0 zwei  Ebenen,  so  verschwindet  sowohl 
als  auch  0'  und  sind  die  Ebenen  x,  = 0,  a',  = 0 diese  Ebenen,  so  re- 
duciert sich  0'  auf  das  Glied  ai^'xjXj  und  somit  <2>  auf 

“12  * (“34*  “33“l4)’ 

' d.  h.  0 verschwindet,  wenn  ilie  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  die  1 
Fläche  U = >)  berührt.  Wir  haben  ferner 

0 = 0|2  -^12 

und  0 = 0 drückt  daher  aus,  dass  die  beiden  Ebenen  in  Bezug  auf 
f/  = 0 einander  conjugiert  sind,  d.  h.  dass  der  I’ol  von  jeder  derselben 
in  Bezug  auf  U = 0 in  der  andern  liegt;  denn  die  Coordinaten  des  Pols 
der  Ebene  a‘,  =0  sind  zu  A^^,  A,f  proportional  und  für 

= 0 liegt  daher  der  Pol  io  der  Ebene  Xj  = 0. 

Wenn  jede  der  beideh  Ebenen  die  Fläche  ü = 0 Ijcrflhrt,  so  wird 
die  Bedingung 

0*  = 4^® 

erfüllt. 

7.  Die  unendlich  entfernte  Ebene  schneidet  jetlc  Kugel  in  einen  imagi- 
nären Kreis,  welcher  durch  den  aus  dem  Goordinatenanfang  über  ihm  be- 
schriebenen Kegel  in  der  Gleicliung  ' 

x^  -f-  »/*  + z*  = 0 

dargestellt  wird.  Da  diese  Gleichung  auch  eine  unendlich  kleine  Kugel 
repräsentiert , so  ist  jeder  Durchmesser  derselben  und  desselben  zualer 
ihnen  conjugierten  Ebene  normal.  Bilden  wir  also  die  Invarianten  von 

“^*  + y*  + J* 
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und  der  allgemeinen  Gleichung  der  Fliehe  zweiten  Grades,  so  erhallen 
wir  fflr  0 = 0 den  Ausdruck 

^11  "t"  -^22  ~l"  -^33  ® 

als  die  Bedingung,  unter  welcher  derAnfangspunkl  dt^Coor- 
dinaten  ein  Punkt  von  solcher  Lage  ist,  dass  von  ihm  drei 
zu  einander  rechtwinklige  Tangenteneheuen  an  die  Fläche 
gelegt  werden  können,  und  ij)  = 0 oder 

“l  I*  "i"  “22“u  "f"  “33®44  “si*  ~ 

als  die  Bedingung,  unter  welcher  aus  dem  Coordinatenan- 
fang  drei  zu  einander  rechtwinklige  Tangenten  an  die 
Fläche  gezogen  werden  können. 

Wenn  insbesondere  der  Coordinatenunfang  das  Cenlrum  der  Fläche 
ist,  so  dass  a,j,  Oj,,  a^,  den  Werth  Null  haben,  während  nicht  auch  zu- 
gleich a^^  = 0 ist,  so  lange  die  Fläche  keine  Kegellläche  ist,  so  wird 
die  cubisdie  Gleichung  in  A dieselbe,  welche  in  Bd.  I,  Art.  78  aufgestelll 
worden  ist.  Die  Bedingung  <2>  =:  0 rcduciert  sich  auf 

“i  I + "22  "J"  “.33  = ® ’ 

als  die.  Bedingung,  unter  der  cs  möglich  ist,  Systeme  von  je 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  asymptotischen  Linien 
zur  Fläche  zu  ziehen;  und  die  Bedingung  0 ==  0 wird 

“44  (“ll“22  + “22“33  + “33“ll  ~ “l2^  ~ «23^  “ “l3*)  ==  0- 

die  Bedingung,  unter  welcher  Systeme  von  je  drei  zu  einan- 
der rechtwinkligen  asymptotischen  Ebenen  zur  Fläche 
möglich  sind. 

Die  beiden  so  bezcichnelen  Arten  von  Hyperboloiden  entsprechen  den 
gleichseitigen  Hyperbeln  in  der  Theorie  der  ebenen  Ciirvcn.  (Vgl.  § 2,  Beisp.3.) 

Beispiel.  Jede  durch  drei  feste  Punkte  gehende  gleichseitige  Hyper- 
bel enthält  Oberdiess  bekanntlich  einen  vierten  festen  Punkt.  (Vgl.  unten 
S 26.)  Welches  Gesetz  entspricht  dem  in  der  Theorie  der  Flächen  zwei- 
ten Grades  ? 

Die  Untersuchung  des  Theorems  über  die  gleichseitige  Hyperbel 
lehrt,  dass  seine  Wahrheit  von  dem  Factum  abhängt,  wonach  die  Bedin- 
gung, unter  welcher  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  repräsentiert,  in  den  Coefneienten  linear  ist.  In  dersel- 
ben Weise  findet  man  für  die  gleichseitigen  Hyperboloide  der  Gattung 
“ii  "I"  “22  "f"  “33  — 'velchen  Systeme  von  je  drei  zu  einander  recht- 
winkligen asymptotischen  Linien  entsprechen,  den  Satz,  dass  jede  Fläciic 
dieser  Art,  welche  durch  sieben  Punkte  geht,  eine  feste  Ciirve  und  Jede, 
welche  durch  sechs  feste  Punkte  gehl,  zwei  feste  Punkte  überdiess  enthält. 

Denn  die  Bedingungen,  unter  denen  die  Fläche  durch  sieben  feste 
Punkte  geht,  in  Verbindung  mit  der  gegebenen  Relation  erlauben  die 
Bestimmung  aller  Goefficienten  der  allgemeinen  Gleichung  bis  auf  einen; 
die  Gleichung  der  Fläche  enthält  daher  eine  unbestimmte  Grösse  k und 
ist  von  der  Form  U -j-  kV'  = 0,  weiche  die  feste  Giirve  (f/=0,  U'=-0) 
enthält.  Wenn  aber  sechs  1‘unkte  gegeben  sind,  so  beweist  die  Unbe- 
stimmtheit von  zwei  CoefGcicnlen , dass  man  die  Gleichung  auf  die  Form 
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U + kü'  + W7"  bringen  kann,  welclie  Fladien  darslelll.  die  durcli 
acht  feste  Punkte  gelten.  ^ 

8.  Da  jede  Tangentenebene  des  Kegeis  .t''*  + y*  = 0 durch 
eine  rilcicbiing  xx  yy  + iz'  = 0 au.sdrückliar  ist  für 

a;'2  + = •• 

und  da  alle  zu  einander  parallelen  Ebenen  durch  dieselbe  unendlich  ent- 
fernte  Gerade  gehen,  so  ist  offenbar  o*  jS*  + y’=0  die  Bedingung, 
unter  welcher  eine  Ebene 

ax  + ßy  + yz  Jf  8 = 0 

durch  eine  der  Tangenten  des  imaginären  Kreises  ira  Un- 
endlichen geht,  den  alle  Kugelflächen  enthalten. 

In  Folge  dessen  kann 

o*  /3*  -j-  y'^  = 0 

als  ipe  Tangentialgleichung  dieses  Kreises  angekehen  werden. 

Bildet  man  nun  die  Invarianten  für  diese  Gleichung  und  die  allge- 
meine Tangentialgleichung  der  Fläche  (Bd.  I , Art.  75) 

^11  ’ ^^12’  ®13»  ®U>  * 

<*21  > <*22  > <*23  > <*24  ’ ^ 

<*31  > <*S2 » <*33 » <*31  ’ y 

<*41 . <*42  • <*43  > <*44  • ^ 

^ f*  y ß , y , ^ .0 

SO  erhalt  man 

(<‘ii  + <*22  + <*33)- 

0 = J («„«33  — «j3*  + flj30„  — 0,3*  + «„Ojj  — «„*) 

und  die  geometrische  Bedeutung  ihres  V'erscliwindcns  ist  iin  vorhergehen- 
den Artikel  bereits  angegeben. 

Da  die  Bedingung  (Bd.  1,  Art.  24)  aa  •+  ßß^  -J-  yy  = 0,  unter 
welcher  zwei  Ebenen 

ttx  ßy  yz  + d = 0 , «x  ß'y  y'z  8'  = 0 

zu  einander  rechtwinklig  sind,  oflenbar  idcntiscli  Ist  mit  der  Bedingung, 
unter  welcher  diese  Ebenen  in  Bezug  auf  ' < 

tt*  -J-  -j-  y*  = 0 

einander  cunjugiert  sind,  so  erkennt  man,  dass  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Ebenen  als  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kreis  im  Unendlichen 
einander  cunjugiert  anzusehen  sind. 

9.  Allgemein  drückt  die  Tangentialgleichung  einer  Curve  im 
Raume  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  eine  Ebene  durch  eine  der  Tan- 
genten der  Curve  hindurchgeht.  Wenn  z.  B.  B<l.  1,  Art.  76  die  Bedingung 
gegeben  ist,  unter  wciclier  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen 

ox  ßy  yz  8w  = 0,  a'x  -|-  ß'y  -j-  y'z  -f-  8' w = 0 
eine  Fläche  zweiten  Grades^ berührt,  so  kann  man  dieselbe  auch  als  die 
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Tangenlialgleicimng  des  Kcgelschnills  betrachten,  io‘  welchem  diese 
Fische  durch  die  Ebene 

ax  + ß'y  -f-  y't  + d'w)  = 0 

geschnitten  wird. 

Nach  Bd.  I,  Art.  119  ist  die  Reciproke  einer  ebenen  Ciirvc  eine 
KegeinSche  und  sowie  eine  gewöhnliche  Oleichiing  ;iweKen  OraJes  einen 
Kegel  darslellt,  wenn  ihre  [liscriininante  verschwindet,  so  repräsentiert 
eine  Tangentialgleichung  zweiten  Grades  einen  ebenen  Kegelschnitt,  wenn 
ihre  Discriniinante  verschwindet.  Nach  der  bekannten  Kezeicbniing  der 
Minoren  der  Discriminante  /I 


ist  die  allgemeine  Tangenlbilglcicliung  zweiten  Grades  durch 
+ ^22^2*  + . . ■ + 2^12^2=  0 

darstellbar.  Aus  einer  solchen  Tangentialgleichung  können  wir  die  ge- 
wöhnliche Gleichung  der  Curve  ableilen,  indem  wir  zuerst  die  Reciproke 
der  Tangentialgleichung  nach  den  gewöhnliclien  Regeln  bilden,  d.  i. 

^22^33^44  + ■ . •)  aci*  + • . • = 0; 


sie  ist  ein  vollständiges  Quadrat , nämlich  das  Quadrat  iler  Gleichung  der 
Ebene  der  (iurvo.  Wir  bestimmen  sodann  den  Kegelschnitt  selbst,  indem 
wir  diese  Gleichung  mit  der  GIcicluing 

^1^  (^22-^33  ■^23*)  "I"  ^2*  (•^33'^n  -^13*)  "t*  ^3*  Mll'^22'  ■^12*) 

+ 2Xja:j  (.^13^12  ■'^h‘^23)  "I"  2arja"j  — ■^22'^i3) 


conibinieren , die  den  Kegel  repräsentiert,  der  aus  dem  Punkte 

.T,  = 0 , aTj  = 0 , ar,  = 0 

über  ihm  Iteschrieben  wird. 

10.  Man  soll  die  Gleichung  des  Kegels  bestimmen,  der 
eine  Fläche  zweiten  Grades  i/=  0 in  der  Gurve  berührt,  in 
der  die  Ebene 

, 4i*i  + + ^3^3  + 44-'*^i  = 

sie  sch  neidet. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades,  welche  U = 0 in  die- 
ser Schnitlcurve  berührt,  ist  von  der  Form 

kV  + (|,ar,  + + ^3.r3  ^ o 

und  man  hat  hier  k so  zu  bestimmen,  dass  diese  Gleichung  einen  Kegel 
darstclll;  man  erhält  aber  in  diesem  Falle 

0 = 0,  ©'  = 0,  J'  — O. 

und  wenn  man 

® = ^11  4l*  + • 

setzt,  d.  h.  durch  a die  Grösse  nu.sdrückt,  deren  Verschwinden  die  Be- 
rfdining  der  Ebene  mit  der  Fläche  bedingt. .so  ist  die  vierte  Wurzel  der 
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Beslimniungsgleichung  für  k zu  don  drei  Wurzeln  gleich  Null , welche  sie 
in  diesem  Falle  hat,  aus 

+ ff  = 0 

zu  entnehmen.  Die  Gleichung  des  fraglichen  Kegels  ist  .somit 
aV=  J (|,ar,  + + I3X3  + 

Berührt  die  hetrachtete  Ebene  die  KiSche,  so  ist  (Bd.  I.  Art.  t5) 
ff  = 0 und  die  Gleichung  des  Kegels  rcduciert  sjph  auf  die  der  doppelt 
zahlenden  Berährungsehenc. 

Unter  dem  hier  behandciten  Problem  ist  das  von  der  Bestimmung 
der  Gleichung  des  Asymptotenkegels  der  durch  die  allgemeine 
Gleichung  gegebenen  Flache  zweiten  Grades  mit  eingeschlossen.  Mau  hat 
nur  die  Ebene  als  die  Ebene  der  unendlich  entfernten  Punkte  zu  speciali- 
sieren,  d.  ii.  die  Gocfncieiilen  ihrer  Gleichung  den  Flachenzahlen  der  Sellen 
des  Fund^mentaltctracilers  proportional  zu  setzen.  (Bd.  1,  Art.  34.) 

11.  Die  Bedingung  ff  = 0,  unter  welcher  die  Ebene 
§1^1  "h  ^2^2  "I"  ^3^3  H*  ^4^4  ® 

die  Flache  ff  = 0 berührt,  ist  eine  Gontravariante  (vgl.  „Anal. 
Gcom.  d.  Kegelschn.“,  Art.  377,  378.  „Vorlesungen“,  Art.  02,  03)  von  der  • 
Ordnung  drei  in  den  Goefficien  tcn  von  U.  Wenn  inan  für  jeden 
Goefficicnten  a,y  die  Snmme  {ajj  + ia,/)  substituiert,  welche  der  Bildung 
der  Systems  gleichung  ü kV'  = 0 entspricht,  so  erhalten  wir  die  Be- 
dingung, unter  welcher  dieselbe  Ebene  eine  Flache  dieses  Systems  berührt; 
sic  ist  von  der  Fonn 

ff  4-  + k^^'  — 0, 

wie  man  hinsichtlich  des  ersten  Gliedes  durch  die  Zerlegung  der  Deter- 
minante 


'it 

+ 

in,i  , 

+ 

Ao,./. 

"|3 

+ 

A«|3  , 

"it 

+ 

Aff,/. 

St 

'21 

+ 

io.jl  , 

“22 

+ 

^^22  * 

"23 

+ 

AOjj  , 

ffj4 

+ 

Afl24  , 

I2 

'31 

+ 

i«3,  , 

"32 

+ 

^®32  > 

"33 

+ 

Aojj , 

®34 

+ 

A«3,', 

'41 

+ 

Ao,.', 

“42 

+ 

^^42  » 

“43 

+ 

^®43  > 

“44 

+ 

A«4,  , 

^4 

» 

I2 

. 

^3 

» 

«4 

. 

0 

nach  ihren  Summandendeterminanten  leicht  bestätigt,  während  man  zu- 
gleich dadurch  die  entwickelten  Formen  von  t und  x'  erhalt. 

Sic  ist  in  ^ vom  dritten  Grade,  weil  und  zum  Beweise  dass  unter 
den  Flachen  eines  einfachen  Systems  mit  gemeinschaftlicher  Durclischnitts- 
curve  drei  sind,  die  eine  gegebene  Ebene  berühren.  (B<l.  I,  Art.  1,30,  131.) 

Die  Functionen  0,  0',  t,  r'  enthalten  die  Grössen  , |j,  im 

zweiten  Grade  und  die  Goefficienlen  von  U und  V im  dritten  Grade  und 
vermilleist  derselben  kann  die  Bedingung  ausgedrückt  werden,  unter 
welcher  die  Ebene 

-I-  = 0 

irgend  eine  permanente  Beziehung  zu  den  beiden  gegebenen  Flachen 
V = 0,  P'=  0 hat;  z.  B.  ilass  sic  dieselben  in  Gnrven  i/  = 0,  n = 0 
schneide , welche  durch  solche  permanente  Relationen  verbunden  sind. 
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(He  (lurcb  die  Coerficicnten  der  Discriiniiianle  von  u ilu'  = 0 , d.  Ii. 
durcli  (Uc  Invarianten  des  einfachen  Systems  von  Kegelschnitten  ausdrück- 
har  sind.  Wenn  wir  von 

<r  + At  + A^r'  + A’a' 

die  Discriminantc  nach  A hiiden,  so  erhalten  wir  in  dieser  Weise  durch 
das  Verschwinden  derselben  die  Bedingung,  unter  weicher  die  El>ene 

— 0 

die  beiden  Flächen  in  Ciirven  schneidet,  welche  sich  berühren,  oder  mit 
andern  Worten  die  Bedingung,  unter  welcher  diese  Ebene  eine  Tangente 
der  Schnittcurve  von  1^=0  und  U'  ~0  enthält.  Sic  ist  („Vorlesungen“, 
Art.  85,  136) 

4 (3  o't  — t'*)  (3  <jt'  — T*)  = (9  aa  — 
also  in  den  ^ vom  achten  und  in  den  Cocfficicnten  von  jeder  der  beiden 
Gleichungen  der  Flächen  vom  sechsten  Grade.  Ebenso  drückt  t = 0 die 
Bedingung  aus,  unter  welcher  die  Ebene  die  Flächen  in  zwei 
Gurven  schneidet,  in  deren  eine  ein  Dreieck  eingeschrieben 
werden  kann,  was  in  Bezug  auf  die  andere  sich  selbst  con- 
j ugiert  ist;  etc. 

Die  Gleichung  ff  = 0 kann  als  die  Tangent iaigl eich ung  der 
Fläche  U=0,  d.  h.  als  ihre  Gleichung  in  tetraedrischen  Plancoordinaleii 
(Bd.  I,  Art.  38)  |, , , etc.  angesehen  wcnlen;  ebenso  o' = 0 als  die 

Tangcnlialgleichung  von  U'  = 0.  In  derselben  Weise  sind  dann 

t = 0,  i'  = 0 

die  Tangcntialgleichungen  von  Flächen  zweiten  Grade.s,  die  zu  den  Flächen 
U = 0,  V'  = 0 gewisse  unveränderliche  Delationen  hahcii.  So  ist 
T = 0 die  Enveloppc  cimu-  Ebene,  welche  die  beiden  Flächen  stets  in 
Gurven  schneidet,  die  zu  einander  in  der  eben  angeführten  Beziehung 
stehen,  also  die  Tangcntialgleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades,  die 
durch  diese  Relation  characterisiert  ist.  Die  Discriminantc  von 
ö + Ar  + A*r'  + Pa  = 0 

ist  ebenso  die  Tangentialgleichung  der  Durchschnittscurvc 
der  Flächen  ü = 0,  U'  = 0. 

Man  kann  endlich  a — ii  als  die  GIcichungderReciprocal- 
fl 5 che  von  U — C)  in  Bezug  au  f d i e F lache 

*1*  + ^2  + •'^3*  + == 

anseheti  (Bd.  I,  Art.  73.  59),  und  hat  dann  in  (Icrsclben  Art 
(J  + Ar  + A*r'  + A^o'  = 0 

als  die  Gleichung  der  Rcciprocalfl ache  von  + Af7'  = 0 zu  hc- 
trachten.  Da  bei  Veräuderung  von  A die  Gleichung  ü + Aü'=0  ein  System 
von  Flächen  zweiten  Grades  bezeichnet,  welche  durch  eine  gemeinschaft- 
liche Schnittcurve  gehen,  so  bezeichnet  die  Reciprocalgleichung  ein  System, 
welches  einer  gemeinschaftlichen  dcvelo|i|)aheln  Fläche  eingeschrieben 
ist.  die  die  Reciprucalform  der  Curve  U — d,  U'  = 0 ist.  Die  Discri- 
minanle  von  a Ir  AV  -f-  A'^ö'  = 0 kann  daher  chensowohl  als 
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ilie  Tangentialglcicbung  der  CurVe  i/  =n  O,  U'  ^0  wie  als  die  Gleichung 
der  zu  ihr  reciproken  developpabeln  Fläclie  angesehen  werden;  sie  ist 
wie  erwähnt  vom  achten  Grade  in  den  neuen  Veränderlichen  und  vom 
sechsten  in  den  CoefOcienten  jeder  der  Gleichungen  der  Flächen. 

. 12.  Wir  können  zu  dem  im  letzten  Artikel  betrachteten  Verfahren 
- das  rccipruk  entsprechende  befolgen.  Sind 

a = 0,  a'  = 0 

die  Tangentialgleichungen  der  beiden  Flächen  zweiten  Grades,  so  können 
, wir  in  gewöhnliciten  Coordinalen  die  Gleichung  bilden,  welche  der 
Systemsgleichung 

a + ia'  = 0 

entspricht.  Man  eliminiert  zwischen 

(^11  + ^^11  ) + •••  + 2 (^34  + I3I1  + etc.  = 0 

oder  kürzer 

+ • • • + 2A34^jJ4  + . . . = 0 

und  den  Gleichungen  eines  beliebigen  Punktes 

|,ar,  + = 0 

die  Grösse  so  dass  man  die  Gleichung  des  Tangentcnkegels  der  Flüche 
aus  ihm  erhält,  und  stellt  die  Bedingung  auf.  unter  welcIuT  dieser  in 
ein  Paar  (zusammenfallender)  Ebenen  degeneriert;  sie  ist  die  gesuchte 
Gleichung  in  Punkt-Coordinaten . und  man  kann  sie  in  der  Form 


0 . 

a:,  . 

arj  , 

a'j  , 

«4 

arj. 

Ajj, 

Ajj, 

^13> 

A44 

OTj, 

A3,, 

A32, 

■^3> 

All 

a:,,. 

^31  > 

A33, 

^3* 

A34 

X4. 

A,,. 

A,2, 

^43> 

A44 

darstellen.  Setzt  man  endlich  in  ihr  an  Stelle  der  A,j  die  Binome 

+ ^11'). 

so  entwickelt  man  diese  Determinante  durch  Zerlegung  in  ihre  Summan- 
ilcn  nach  Potenzen  von  k in  der  Form  ' - . i 

+ izfj  + = 0 

und  hat  iri  dieser  die  Gleichung  eines  Systems  von  Flächen 
zweiten  Grades  in  Punkt-Coordinaten,  welche  säinmtlich 
eine  gemeinschaftliche  Developpable  berühren,  deren  Gleich- 
ung man  durch  das  Verschwinden  der  Discriminante  dieser  Letzteren  aiis- 
dröcku  Ihre  Gleichung  ist  also  mit  Unterdrückung  des  Factors 

4 (Z^V’T  — r*)  i^AOT'  — r’)  = i^/iAOü'  — TT'f 

oder 

4.  aAOT'^  + 4JU'T^=  T^T'^  + IHJAUU'TT'. 
Wir  .sprechen  von  ihr  weiter,  nachdem  wir  die  Bildung  der  Gleichung 
des  Systems 

+ lAT  + t?AT'  -f  = » 

Sahnon^  Anal.  Geom.  d.  Rainne«.  II.  39 
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und  die  Bedeutung  der  in  ihr  auftrclenden  Grössen  durch  Betrachtung 
rediicierter  Gleichungsformen  näher  beleuchtet  haben  werden.  Wenn 
beide  Flächen  U = 0,  {/'=  0 auf  ein  sich  selbst  conjugiertes  Tetraeder 
bezogen  sind,  so  dass  die  Goefßcienten  a,y  und  a'ij  mit  nngleiclicn  Indices 
sämmtlich  Null  sind,  so  verscliwinden  die  Minoren  der  Discriminantcn  mit 
Ausnalime  der  Haiiptminoren  („Vorlesungen“,  Art.  22)  und  diese  sind 

-^11  — ^22  “ ‘*33®44“ll  • -^33  “ ®44"ll'’22’ 

' -^44  ~ “ll®22®33’  -^11  — «22  ®33  ®44  ■ ’ 

die  Tangcntialgleichungen  der  beiden  Flächen  sind  , 

<t  = -^11^1*  "J"  '^22^2*  ■'^33^3*  "t"  -^44^4^  ~ 

+ >22'«2*+  ^33'«3"  + « 

und  die  Bcciprocalgleicliung  von 

a + la'  = 0 

ist,  da  aucli  alle  für  ungleiche  Indices  verscliwinden,  durcli 

0 , . ^2  • ^*^3  - ^4 
ar,,  .4^^  + 0 . , 0 , (> 

Xj,  0 , y#22  + kA^^',  0 , n = 0. 

Xj,  0 , 0 , A^j  kAy^',  0 

X4,  0 , 0 . 0 , A^^  + kA,^\ 

d.  h.  durcli  die  Entwickelung  n.vrli  Potenzen  von  il  in  der  Form 
{ -^22  -^33  -^4  r'*'  I * "i"  ■^33  -^4  4 I ^2*  + ^ 4 4 -^1 1 ^22'^3*  -^1 1 '^22'^33*4  * } 

+ A •( (•^22-^33 '^44  + '^3 3 ■^4 4 '■^22  "t" '^44''^22^33  )‘’^l*‘t"('^33-^4l'^l  I +— } 
+ ^*i(-^22  -^33  ^44"J"-^33  -^44  -^22+^44  ^^22  •^33)^1*"H'^33  -^44  -^1  l+”0-’^2*"H } 
+ i*{^22'^33'^44’^l’  + 

dargestellt  Die  Substitution  der  oben  für  die  A,j,  Ai/  entwickelten 
Werthe  liefert  aber  für  das  absolute  Glied  der  Gleichung 

^22'^33'^44  ^1*  4" 

und  für  den  Coefficienten  von  A*  ebenso 

V^33'^44'-^i*  + etc.  = Af’^U'*) 

*)  Man  hat  allgemein  für  die  Discriminantc 

«ii>  «ii>  • • • ot„ 

^ — '*»1» 

fl«l»  «fltl  • . . «H« 

der  quadratischen  Form  V von  n Variabein  j?, , . . . x«  nnd  ihre  Mino* 
ren  Am  Aifj  etc.  die  Gleicbang 

0 , X,  , X,  , . , . 
j ^1*  ^11»  -^ifi  • • • 

^ ' ^t\  I • Atn  S 

•^11»  • • • 'dm* 
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dagegen  ist  der  Coerficient  von  l 

^ {«11«,,'  («n'".13'«l,  + «33'«4/“22  + “44'«22'«33)  ^1*  + } 

und  der  von  1*  • 


^ («2,a33“44'  + “33«44°22'  + «44  «22  «Ss')  ^1*  + elC-}. 

So  wie  alle  Conlravarianlen  des  Systems  o + Aff'  = 0 in  Function 
der  zwei  festen  Contravarianten  t,  x und  von  0,  <i  ausgedrückt  werden 
können,  lassen  sich  alle  CoS'arianten  des  Systems  l/'-{~A17'  = 0 in 
Function  der  beiden  Covarianten  T,  T'  verbunden  mit  17,  ü'  und  den  In- 
varianten darstellen.  Die  rcciprokcn  Betrachtungen  zu  den  entsprechenden 
des  letzten  Artikels  zeigen,  dass  die  Flüche  zweiten  Grades  j = 0 der 
Ort  eines  Punktes  ist,  für  welchen  die  von  ihm  den  Flüchen 
17  = 0,  17'  = 0 

timgeschriehenen  Kegel  in  solcher  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass 
ilrci  Kanten  des  einen  bestimmbar  sind,  welche  ein  in  Bezug  auf  den  an- 
dern sich  selbst  conjugierles  System  bilden,  und  drei  Tangentenchcnen 
lies  zweiten,  welche  ein  in  Bezug  auf  den  ersten  sich  selbst  conjugiertes 
System  bilden. 

13.  Iii\dcr  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte  entsprechen 
die.sen  Entwickelungen  diejenigen,  welche  sich  auf  die  Gleichung  der 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  Punktcoordinaten 
und  auf  die  der  vier  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte 
zweier  Kegelschnitte  in  Tangentialcoordinaten  beziehen. 
Man  erhült  für  E=<i,  .£'  = 0 als  die  Tangcntialgleichungen  zweier 
Kegelschnitte  S = 0,  S' = 0 als  die  der  Gleichung  + A.Z' = 0 
entsprechende  Punktgicichung 

JS  + kF+  A*^/S'  = 0, 


wo 


F=  {■^22-^33  "f"  -^22  -^33  ‘‘^•^23 -^23)  *1* 

+ (■^33'^n  + ^33  ^11  ^2* 

-|-  {Aifji.22  -f-  >^22  ^3* 

-j-  2 -|-  AjjAjj  Ajf  A23)  *2*3 

-f-  2 (..^12  ..^22  -j-  ..412^^23  — -^22  ■'^13  ~ '^22 '^is)  *3*t 
+ * (-^23^13  -^23 -^13  -^33-^12  -^33 -^1 2)  *1*2 

ist.  Die  Enveloppe  des  Systems  JS-\-  A^’-j-  A’.,/ S'  = 0 (vgl.  „Analyl- 
Geom.  d.  Kegclschn.“,  Art. 400,  Aufg..3),  d.i.  die  Vereinigung  der  vier  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  von  S=0,  S'=0  ist  durch  ^^=4/4//SS' 
dargcstclit,  und  man  sicht,  dass  der  Kegelschnitt  F = 0 durch  die  acht 
Rerührungspunkte  hindurchgeht.  (Ibid.  Aufg.  2.)  Endlich  zeigt  man 


denn  die  Entwickelung  liefert  die  Producte  zweiten  Grades  der  Varia- 
bcln  in  die  ersten  Minoren  der  Kociprocaldeterrainantc  der  Discrimi- 
nanto;  diese  Letztem  sind  aber  den  Producten  der  entsprechenden 
Elemente  der  Discriminantc  in  die  (n  — 2)'*  Potenz  dieser  Discriminante 
gleich. 

39* 
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leiclit,  dass  dieser  KegelscJiniU  = 0 der  Ort  der  Punkte  ist,  für  welche 
das  Büschel  der  entsprechenden  zwei  Tangenten  an  S = 0,  S'  = 0 har- 
monisch ist.  Ebenso  ist  für  S IS'  = 0 die  entsprechende  Gleichung 
in  Tangentialcoordinaten 

2^  -f-  1(2)  + 1*2'  = 0 


mit 

0 = (®22“33  +"'22 '*33  ^^23^23  ) ^t*  ("3.3®1 1 ■f""33“ll 

+ («ll“22'  + «ll'«22  — -«12«120l3* 

■ -J-  2 (a,3«l(j  0(3  «12  “ll“23^  “ll  “23)  ^2^3 

+ 2 (a|2«.23  + «12  «23  «22®13  ®22  ®is)  ^3^1 

+ 2 («23“13  "t"  ®23  *13  *33*12  *33  *12)  ^1^2 


-"13*13)^2* 


und  derTangentialgleicliung  der  vier  Schnittpunkte  d>^  = 4 22',  so  dass 
(2>  = 0 ein  Kegelschnitt  ist,  der  von  den  acht  Tangenten  in  den  Schnitt- 
punkten beider  Kegelschnitte  berührt  wird.  Er  ist  zugleich  die  Enveloppc 
der  Geraden,  welche  mit  beiden  Kegelschnitten  je  vier  harmonische  Schnitt- 
punkte bestimmen.  (Ibid.  Art.  4.30.) 

Mit  Hilfe  dieser  Covarianten  können  die  Gleichungen 
aller  andern  mitS  = 0 und  S’  = 0 covarianten  Kegel  schnitte 
ausgedrückt  werden.  So  ist  der  Ort  der  Pole  der  Tangenten  von 
S = 0 in  Bezug  auf  ,9'  = 0 oder  der  Polarkegclschnitt  von  S in  Bezug 
auf  S'  durch  ßS'  = F und  der  von  S'  in  Bezug  auf  S durch  ß'S  = F 
dargestclit.  Die  Gleichung  <I>  = o oder  die  der  Enveloppe  der  harmo- 
nisch von  S=0,  S'=0  geschnittenen  Geraden  ist  ßS' ß'S — f=0. 
Die  Enveloppc  der  Basis  eines  Dreiecks,  welches  in  S = 0 cingeschrielien 
ist  lind  von  welchem  zwei  Seilen  S'  = 0 berühren,  ist 

(ö'2  _ .iS j)  s + 4 JjS'  = 0. 


und  der  Ort  des  Sc.heitels  eines  Dreiecks,  welches  S = 0 umgeschrichen 
ist  und  von  welchem  zwei  Ecken  auf  S'  = 0 liegen,  ist 

IdA^j'S’  — 4 J (4  z/8'  --  ß‘‘)  F + S (4 z/8'  — 8^)^  = 0. 

Und  wenn  man  den  Ort  vom  Scheitel  eines  Dreiecks  sucht , von  welchem 
zwei  Seiten  .9  = 0 herühren,  während  die  dritte  aS  bS"  = 0 l»e- 
rührt  und  die  Basisecken  in  S ^=0  liegen,  so  ist  er  der  eine  oder  andere 
der  Kegelschnitte  z/z/'l’S'  -f-  kfiF  fi^S  = 0,  welche  die  gcnieiii- 
sciiaftlichen  Tangenten  von  .9  = 0,  S'  = 0 berühren  und  wo  i : ju  aus 
der  Gleichung 

a ^4z/z/'6  — (8* — 4 z/8')«|  i*  -}■  o |4z/«  + 286|  kfi  — =:ü 

bestimmt  wird ; auf  dasselbe  reduciert  sicii  das  allgemeine  Problem  von 
der  Bestimmung  des  Ortes  der  freien  Ecke  eines  Polygons,  dessen  Seiten 
S = 0 berühren  und  dessen  Ecken  bis  auf  jene  vier  in  S'  = 0 sich  be- 
wegen. Man  findet  /'  = o und  <D  = 0 als  ein  Paar  von  geraden  Linien 
ond  ein  Paar  von  Punkten,  wenn  für  die  Kegelschnitte  S=0  und  S'=0 
die  Invarianten-Kelation  besieht  88'  = z/z/';  sie  ist  z.  B.  erfüllt,  wenn 
sie  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Kreise  sind ; dann  ist  jede  durch 
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einen  der  Mittelpunkte  gehende  Gerade  durch  beide  Kreise  harmonisch 
geliieilt,  etc. 

An  die  Bemerkung,  dass  der  K^elschnitt  F=:0  mit  S=0,  S'=0 
ein  gemeinschaftliches  sicli  seihst  conjugiertes  Dreieck  besitzt,  da  für 

^1*  + ^2*  + ^3*  = 0,  a„a:,*  + + «33X3-  = 0 

als  die  Gleicliungen  beider  Kegelschnitte 

F—a,i  («3j  + «33) X,*  + n.3j («33  + fl, , ) Xj2  + Aj3  (a,,  + a„)  X3*  = 0 

wird,  knüpft  sich  endlich  die  Reduction  der  allgemeinen  Gleich- 
ungen zweier  Kegelschnitte  auf  die  Form  von  Summen  der 
Quadra  te  der  Veränderlichen.  Da  nämlich  für  jene  F,orm  die  Inva- 
rianten des  Systems  die  einfachen  Werthe 

J = 1,  A ■=  fl, ,<>22033,  & = fl,,  <>22  -f-  «33» 

& = a22<>33  -|-  033“)t  + “m®22 

annehmen,  so  sind  die  Constanten  a,,,  »33  die  Werthe  von  1 aus 

_ 0p  + e'l  — A =0, 

und  die  Lösung  der  drei  quadratischen  Gfcichungen 

X,*  + Xj’  -f  Xj2  = S,  fl,,x,*  -f  O22X2*  + «33X3*  = S', 

"11  ('*22  + **33)  '^1*  + ~ ^ f'*''  ^1*'  *2*'  '*'3^ 

gieht  die  Wertlic  dieser  Grössen  in  Function  der  bekannten  Ausdrücke 
S,  S',  F.  Genau  gesprochen  müsste  man  S und  S'  vorlier  durch  die 
Cubikwurzel  von  d dividieren,  aber  es  kommt  auf  das  Nämliche  heraus. 
^ S und  S’  unverändert  zu  lassen  und  F,  wie  es  aus  ihnen  sich  ergicht, 
durch  J zu  dividieren. 

Für  die  Kegelschnitte 

3x* — 6xy-|-®y*  — 2a:-f-4y  = 0,  5x* — I4xy-f-8y* — ö.r  — *=:  0 
^ findet  man  die  Coeflicienten  der  Tangentialgleichungen  oder  die  Minoren 
der  Discriminanten  Ayi-,  A^j,  A^^,  A^^,  A^^;  A^',  etc.  respective 
= — 4,  — 1.  18,  — .3.  3,  — 2;  — 10,  19,  — 0.  21,  24,  — 14; 

dann  ist  A = — 9,  0 = — 54,  0*  = — 99,  A ==  — 54,  so  dass 
«1,  = 1 . «22  = 2,  <>33  = 3 gefunden  wird.  Es  ist 

F = — 9 (23x*  — 50a:y  -|-  44y^  — 18x  -f-  12y  — 4), 
und  aus 

+ 7*  -f  Z*  = 3,r2  — Ofl-y  + 9y*  — 2a;  + 4y, 

+ 2 F*  + 3Z»  = 5x^  - 14xy  -t-  8y2  — 6x  — 2. 

5.F»  -f  8 F^  + 9Z2  = 23x*  — 50xy  + 44y*  — 18a:  + 12y  - 4 
findet  inan 

= (3y  + 1)*.  I"'*  = (2x  — y)*,  Z*  = — (x  -{-  y -f-  1)’. 

Die  Analoga  alles  dessen  bei  Flächen  zweiten  Grades  werden  sich  iiu 
Laufe  der  Entwickelung  ergeben. 

11.  Man  kann  anstelle  der  Covarianten  F=0,  F' = 0 die  bei- 
den Flächen  zweiten  Grades  S = 0,  S'  = 0 benutzen  (Bd.  1,  Art.  155),' 
deren  erste  der  Ort  der  in  Bezug  auf  U — 0 genommenen  Pole  der  Tan- 
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genteacbenen  von  ü'  = 0 und  die  zweite  der  Ort  der  in  Bezug  auf 
U'  = 0 genommenen  Pole  iler  Tangenlcnebcnen  von  U — 0 ist.  Mil 
Hilfe  der  eanonischen  Komi  der  Gieicliungeii  können  die  einfachen  zwi- 
schen S und  S'  mit  T und  T’  beslefiendcn  Relationen  leicht  nachgewie- 
sen werden.  Mau  hat 

S = + “i4“ii“2z®33 

+ V = 0 

und  kann  T'  nach  dem  oben  gegebenen  Wcrlhc  in  der  Form 

+ «I4^11«22"33'  + «ll"22V(0 
^22  "l"  (**22^33**  14^11 

darslcllen,  d.  i.  man  hat 

T'  = eu'  — S. 

In  derselben  Weise  crhMt  man 

T=e'U-rS'. 

Man  erkennt  daraus,  dass  die  Flächen  U = 0,  S”  = 0 und  ?’=o 
eine  gemeinschaftliche  üurchscimillscurve  besitzen,  etc. 

Beispiel  1.  Man  soll  den  Ort  eines  Punktes  bestimmen,  dessen  io 
Bezug  auf  die  Fläche  ü = 0 genommene  Polarebcnc  die  Fläche 
U + kü'  =0 

bcrölirl. 

Wir  haben  dann  in  o + ir  + i’r'  -f  A%'  = 0 für  , |j.  |j. 
die  Diircrenlialc  f/j , f/j,  U^,  zu  substituieren,  und  können  das  Re- 
sultat mittelst  der  c.inonischen  Formen 

ü'=  o,,x,*  + + OjjXj*  + a,^x<- 

in  Function  der  Covarianten  darstclien.  Denn  cs  ist 

X,*  + etc.  + k {(a„  -i-  Ö33  + 0^4)  X,*  + etc.} 

+ |(«22«33  + "33«41  + «44«22)  ^1*  + «l«- } 

-f  A*  {«22“33“44  •^1*  + } 

oder 

JU+  k[BV—^U')  + A*(<2>f/— r')  -f  A»(ö'D— r)  = o. 
Ebenso  ist  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebenc  in  Bezug  auf 
ü'  = 0 die  Fläche  U -f-  Af/”  = 0 berührt,  dargeslclll  durch 
SD’—T'  + k{0ü'  — T)  + k^{eV’—JU)  + 

Beispiel  2.  .Man  soll  den  Ort  eines  Punktes  linden , dessen  Polar- 
ebenen  in  Bezug  auf  die  Flächen  17  = ü,  U'  = 0 ein  in  Bezug  auf 
D -J-  kU'  — 0 conjugicrles  Paar  bilden.  In  derselben  Weise,  in  der  die 
Bedingung 

OnXiX,'  + rtj.^X.4X,'  + 033X3X5,'  + «44X4X4'  = 0 

die  harmonisch  conjugiertc  Lage  zweier  Punkte  x,  x'  in  Bezug  auf  die 
Fläche  {/  = 0 ausdrückl,  ist  die  Bedingung  der  harmonisch  conjugierlcn 
Lage  zweier  Ebenen  in  Bezug  auf  diese  Fläciic 

+ -^22l2l2  '^33^3^  "t"  •^141444  ~ 
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Wenn  man  diess  auf  den  hier  vorliegenden  Fall  anwendet,  so  erhält 
man  für  die  canonischc  Form 

+ clc.  + 1 /(aj2  + fljj  + «44) 

+ i*i(“22«33  + “33«I4  + «44“j2)  + «‘C. } 

+ {‘»J2“S3‘»4  4^1*  + Cl«-}  = 

oder 

JU'  + IT'  + »PT  + iPJU  = 0. 

15.  Die  Gleichung  der  zweien  Flächen  {7=0,  D'  = 0 geinein- 
.schafllicli  umgeschricbencn  devcloppabeln  Fläche 

27  {/*{/'*  + AJ'VT'^  + 4JÜ'T^  = r*r*  + ISJJ'TTÜÜ' 

ist  vom  achten  Grade  in  den  Veränderlichen  und  vom  zehnten  in  den  Coef- 
flcienlcn  der  Gleichung  jeder  Fläche.  Indem  man  {7=0  setzt  in  Ihrer 
Gleichung , erkennt  man , da.s.s  die  developpable  Fläche  sicli  mit  {/  = 0 
in  der  Gurvc  {7=0,  7=0  berührt  und  dass  sie  diese  Fläche  überdiess 
schneidet  in  dem  Durchschnitt  von 

{7=0  und  T'^  — 4JU'T=0. 

Der  letzlerc  Ort  repräsentiert  aclit  gerade  Linien , reelle  oder  imaginäre 
Erzeugende  der  Fläche  zweiten  Grades  {7=0. 

. Was  die  Berfihrungscurve  der  developpabeln  Fläche  mit  {7  = 0 ist, 
erkennt  man  leicht;  denn  der  Berülirungspunkt  von  {7  = 0 mit  einer  ge- 
meinscliaDlichen  Tangentenebene  von  {7=0,  {7'  = 0 ist  der  in  Bezug 
auf  {7=0  genommene  Pol  einer  Tangenlenebene  von  {7'  = 0 und  da- 
her ein  Punkt  der  Fläche  S'  = 0,  und  wir  haben  im  letzten  Artikel  be- 
wiesen, dass  die  Curven  {7  = 0,  S’ = 0;  7=0,  {7=0  dieselben 
sind. 

Der  Schnitt  der  developpabeln  Fläche  mit  einer  der  Hauptebenen 
0^4  = 0 wird  am  leichtesten  gefunden , indem  man  den  Entwickelungs- 
prozess der  Gleichung  derselben  wiederholt.  Die  gemeinschaftlich  umge- 
schricbene  Developpable  zu  den  Flächen 

*1*  + «2*  + V + *4*  == 

«11^1*  + “22*2*  + “33*3*  + ®44-''4*  ==  ** 
wird  als  Discriminante  von 

I ”22^2^ j.  °33^3^  ^ ^44^4^  0 

^ + “11  1 + «22  1 + «83  * + «44 

= 0 macht,  so  ist  wie  iih  $ 3 die  Discri- 

«22«^2^  + 

«22  «44  «33  «44'' 

1 «33'^3^  . 

^ + «22  * + “33 


erhalten.  Wenn  man  also  x^ 
minante  das  Product  von 


( «41^1 

Voii  — < 


~ “44 

in  die  Discriminante  von 


X + a,i 
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Um  die  Lclztcro  zu  bilden , dinTcrcntiiercii  wir  in  Bezug  auf  1 und 
erhalten 


«,|X|- 

«S3- 

^.3“  _ 

0» 

+ “n 

)2  + 

(A  -f  fljj 

)2  + 

(A  + 

«33)^ 

_"ilV 

/I  ’x  * 

”22  ^2 

«33^ 

V _ 

0. 

+ "ii 

)2  + 

(A  -f-  «22 

,2  + 

«33^^ 

«iiV  . 

®33> 

«22 

V_ 

• 

■ + «33)^ 

= Ojj 

+ 

«22)* 

”33 

'^11  ♦ 

®33 
{>■  + 

«11)* 

«11- 

■«22> 

und  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung  erhält  man 

^1  { «1  i("z2— «an)  + ^2  {«22("33— ± { “aa(“i  i— <*2j) } ^=<>- 

Der  fragliche  Schnitt  besteht  daher  aus  einem  zweifach  zählenden 
Kegelschnitt  und  vier  geraden  Linien. 

16.  Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  der  eine  gegebene 
gerade  Linie  durch  dieSchnittcurve  z \yeier  Fläch  cn  zw  ci- 
tenGrades  if  = 0,  f7'  = Ohindurchgcht. 

Angenommen,  dass  man  wie  in  Bd.  1,  Art.  76  die  Bedingung  p 0 
gebildet  habe,  unter  welcher  jene  Gerade  die  Fläche  ü = 0 berührt,  so 
wird  durch  die  Substitution  a,,  + lo,/  für  , etc.  dieselbe  in 
p Iw  + = 0 

fihergeführt.  Wenn  also  die  Gerade  willkürlich  gegeben  ist.  so  besliimnl 
man  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  für  A zwei  Flächen, 
welche  durch  die  Curvc  U = 0,  U' = 0 gehen  und  diese  Gerade  be- 
rühren. Geht  aber  diese  Letztere  selbst  durch  die  Curvc,  so  müssen  beide 
Flächen  zusamiuciifallcn , da  die  Linie  im  Allgemeinen  nur  in  dem  Punkte 
durch  eine  Fläche  des  Systems  berührt  werden  kann,  wo  sic  die  Curvc 
ü = 0,  ü'  — 0 schneidet.  Die  gesuchte  Bedingung  ist  daher  I pp’; 

sie  ist  von  der  zweiten  Onlnung  in  den  Coefficienten  jeder  der  Flächen 
und  von  der  vierten  in  den  Coefncicntcii  jeder  der  die  gerade  Linie  be- 
stimmenden Ebenen. 

Die  Bedingung  w = 0 wird  erfüllt,  wenn  die  gerade  Linie  durch 
beide  Flächen  in  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten  wird,  ln  dem 
Falle,  in  welchem  beide  Flächen  durch  Gleichungen  von  der  Form 

«11^1^  + «22^2*  + «33f3*  + «44^4’  = 

-f  -f  033X3-  -f-  — 0 

gegeben  sind,  währbnd  die  gerade  Linie  durch 

^1*1  -f-  + ?aXj  4-  £,Xj  = 0. 

+ ^3X3  + I,  Xj  = 0 

dargestcllt  ist,  ist  nach  Bd.  1,  Art.  76  p = £a^^(L,3  — I3I4)*.  d.h. 

die  Summe  von  sechs  Gliedern  dieser  Form,  wie  (I33O  44(^l^2'— 1/^2)^  «^‘C. 
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Alsdann  ist 

* ^ (**11^2}  **11  **22)  (s.lll  I3  ^|)* 

und  man  hat 

;t*  — 4 (>(.'=:  2'  (fl,,a„'  — «,,'"22)*  (W“ 

+ *^(**11**22  **41  '*22^  l“:l3  **ll  **33)  {^3^1  ^3  ll)^(^2^l  »2  ^l)* 

+ 2-2^{(“ll«ll'— «ll'*l4l)  (“33«22  — "33«22) 

■l"  (^11**33  “11  “33)  (*’u**22  **ll  ^22-  } (^l»2  il  ^3  ^l)*' 

17.  Man  soll  dicnieichung  der  devclojipaliclii  KiSchc  fin- 
den, welche  durch  die  Tangenten  der  Durchs chnittsciirvc  . 
von  U = 0,  ü"  = 0 geh i Ide  t w ird. 

Wenn  wir  irgend  einen  Punkt  in  einer  Tangente  dieser  Curvc  he- 
traciiten , so  geht  die  Polarehene  desselben  in  Bezug  auf  ü ~0  oder 
f/'  = 0 nothwendig  durch  den  Rcrahrungspunkt  der  Tangente,  in  wel- 
cher er  liegt;  die  Durchschnittslinie  beider  Pularebeneii  schneidet  also  die 
(iurve  U — 0,  U'  = 0.  Wir  erhallen  daher  die  Gleichung  der  fraglichen 
Dcveloppabcln , indem  wir  in  die  Bedingung  d^  letzten  $ für  etc., 

Si',  cic-  Diflercnlialquolicnlen  ff,,  L\,  etc.,  ff,',  ff,',  etc.  substi- 
tuieren ; sie  ist  vom  achten  Grade  in  den  Variabeln  und  vom  sechsten  in 
den  Coeflicienten  jeder  KISchc.  Unter  Anwendung  der  canunisclien  Ponu 
der  Gleichungen  der  Flächen  ergiebt  sich  das  Fndrcsuilal,  wie  folgt: 

2(o,,a.,2  ^*11  "22)*  (“3s"i4  "33  “ll)* 

-l-22(o,  (Ojj  0,,  ,«33  —0,1  ®33)(033044  ~ O33  <>4 1)(**22'*4 1 **22  **44) 

X "t"  I^**l|**22  **11  **22)  (**33**44  **33  **44) 

(**ll**14  ®*11  **1|)(**22**33  **22  **33)} 

^■{  (**11**14  **11  **11)  (**22**33  **22  **33)  (**22** 41  **22  **4  l)('*33**ll  **33  **ll)} 

x{(**22**41  ■"  **22  **4l)  (**3:t**ll  — **33  **1  l)~(*‘l  1**22  **1 1 **22)  (**33** 41  **33  "ll)} 

X = 0. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  a;,  = 0,  so  erhallen  wir  ein  voll- 
ständiges (Quadrat,  d.  h.  jede  der  vier  Ebenen 

X,  = 0,  X2  = 0,  .rj  = 0,  X,  = 0 

schneidet  die  dcveloppalilc  Fläche  in  einer  clienen  Gurvc  vierter  Ordnung, 
welche  eine  Doppellinic  der  Fläche  ist. 

Diess  ist  a priori  olTeohar,  weil  die  Syminclric  der  Figur  cs  hcdingl, 
dass  durch  jeden  Punkt  in  einer  dieser  vier  Ebenen,  wclrher  einer  Tan- 
gente ticr  Curve  ff  =!  0,  ff'  = 0 angchörl,  auch  eine  zweite  Tangente 
derselben  gehen  muss. 

Man  kann  mit  Hilfe  der  canonischen  Form  das  vorige  Ergciiiiiss  in 
Function  der  Covarianten  aiisdrückcn,  und  erhält  als  Gleichung  der  he- 
trachteten  Dcvclop|>ahelii 

I (BU0‘—  T'ü—  [B'vV—  TV'— 

= (<Pffff'—  TU  — T'U'f. 

Die  Curvc  ff=0,  ff'  = 0 ist  offenbar  in  dem  durcli  dic.se  Gleichung 
dargcstelltcn  Orte  eine  Doppellinic,  wie  auch  sonst  erkannt  werden  kann; 
und  der  Ort  schneidet  die  Fläche  ff  = ü ülicrdiess  in  der  Linie  achter 
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Onlnung,  welche  die  Flächen  U z=t)  und  T"^  • — ■i /iTÜ  = 0 mit  einan- 
der gemein  iiahcn.  Es  ist  dieselbe  Cnrve,  die  wir  schon  im  % 15  fanden. 

Wie  cs  dort  ansgcspruchen  ist,  so  kann  leicht  geometrisch  bewiesen 
werden , dass  eine  Emengendc  der  Fläche  f/  ==  0 in  jedem  der  acht 
Durchschnittspunktc  der  drei  Flächen  U ~ 0,  ü'  = 0,  S'  = 0 oder 
f/ =u- 0,  u'=0,  T = 0 auch  eine  Erzeugende  der  devoloppaheln 
Fläche  ist  und  dass  daher  diese  acht  Linien  den  Ort  von  der  achten  'Ord- 
nung bilden,  den  die  Gleichungen  0,  T'^  — 4^TV’  = 0 dar- 

stellcn.  Denn  da  die  Fläclic  S'  = 0 der  Ort  der  Pole  der  Tangenlen- 
ehenen  von  U' ~ 0 in  Bezug  auf  die  Flache  ü=0  ist,  so  ist  die 
Tangentcnebene  zu  U'  — 0 in  einem  dieser  acht  Punkte  auch  eine  Tan- 
gentenebene zu  ff  = 0 und  gehl  daher  durch  eine  der  Erzeugenden  von 
ff  = 0 in  diesem  Punkte.  Diese  Erzeugende  ist  also  die  Durcbschnitls- 
linie  der  Tangentenebenen  von  ff=0,  ff' = 0 und  daher  auch  eine 
Erzeugende  der  fraglichen  developpabeln  Fläche. 

18.  Die  Berechnung  des  vorigen  % kann  auch  in  folgender  Weise 
aiisgeführl  werden ; Wenn#wir  die  Bedingung  der  Berührung  einer  gera- 
den Linie  mit  der  Fläche  11  = 0 (Bd.  I , Art,  76)  mit  der  Discriniinanlc 
/t  multiplicicren,  so  erhalten  wir 

Mull*  + c‘c.)  -f  etc.)  = etc.)*. 

Wir  bilden  dann  ilie  entsprechende  Formel  für  die  Bedingung,  unter 
welcher  der  Durchschnitt  von  zwei  Polarebenen  ff  Aff'  = 0 berührl, 
mnilipliciert  mit  der  Discriminanle  dieser  Fläche;  dadurch  finden  wir 
nach  den  Beispielen  1 und  2 des  § 14  $ 

f z#ff  -f  A (0ff—  AV)  -I-  A*  (0>ff—  r')  + A’  (ö'ff—  7-)} 
|(0ff'— r)  + A {0U’—T)  + A2  (ev'—A'ü)  -1-  V'Jö') 
= [AV'  -I-  Ar'  -f  A^r  + A»z/'tf)*: 
dicss  Resultat  ist,  wie  cs  sein  muss,  durcli 

{A  + Xe  + A2<Z>_-|-  A»0'  + AM') 

Iheilitar  und  der  Quotient  ist 

{eUü'—  T'U—  AU"‘]  -f  A {(PUU'~  TU  — T'D') 

+ A*  {e'Uü'—  TV'  - A'U'^)  = 0. 

So  erkennen  wir,  dass  öffff'  = T'U  AU"^  die  Bc<lingnng  ist, 
unter  welcher  die  Durchschnillslinic  von  zwei  Polarebeucn  die  FLäche 
ff  = 6 berührt,  wälircnd  <t>VV  = TV  T'U'  die  Bedingung  ist, 
unter  welcher, sie  duich  die  Flächen  f/  = 0,  ff' = 0 haniionisch  gc- 
thcill  wird.  Endlich  ist  die  Gleichung  der  developpabeln  Fläche 

4 {evV-  T’U—  AU'^)  [&UU'—  TU'—  A'U^ 

— [OVU'-  TU  - T'U')\ 

Itt.  Die  Gleichung  a.T^  -J-  by^  cz^  + A (a;*  :*)  = i 

bezeichnet  nach  Bd.  1,  .\rt.  100  ein  System  von  conccntrischcu  Flächen 
zweiten  Grades  mit  gemeinschaftlichen  Ebenen  der  Kreisschnitte.  Die 
F’orui  der  Gleichung  zeigt,  dass  diu  Flächen  des  fraglichen  Systems  die 
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imaginäre  Cnrve  gemeinsclianiidi  liaben,  in  welcher  <lie  unendlich  kleine 
Kugel,**  + y*  + = '*  irgend  eine  unter  ihnen  schneidet. 

Da  ferner  die  Gleichung  eines  Sysleins  cunfucaler  Flächen  zweiten 
Grades 

**  y*  c*  

fl  ^ A b Ä c A 
in  Tangcnlialcuordinatcn 

«I*  + + c?*  + 1 (s*  + + j:*)  = t ■ 

ist,  so  ergieht  sich  reciprok,  dass  ein  System  von  confucalen  Flächen 
zweiten  Grades  durch  eine  gemeinschaDliche  imaginäre  Dcveluppahle  um- 
hüllt ist;  eine  Ocvcloppabic  nämlich,  welche  durch  die  Tangcnteiiebcnen 
irgend  einer  Fläche  des  Systems  gebildet  wird,  die  je  eine  der  Tangenten 
des  imaginären  Kreises  im  Unendlichen  enthalten. 

Wenn  man  die  Discriminantc  der  Gleichung  des  Flächensystems  m 
Bezug  auf  1 bildet,  so  erhält  man  die  Gleichung  dieser  developpabelu 
Fläche;  sie  ist  für  b — c = f,  c — a = g,  a — b = h die  fulgeiide 
(**  -l-y*  + s*)*  (/^*'  +yV  + — 2ghy'‘z'‘—->h/'z^j:^  — 'ifgx-y'^) 

+ 2/'*(y-A)*«+  •igHh-n'/+-ih'^{f-9y’+  ■lf{fh-\g-'~)xY 
— 'igigh  — :i/‘*)*V  — 2/(/y — 3A’)  *'z*  + lh{gh  — 3/‘*)**z' 

+ ~gigf—^f>^) y^t^—'ih [hf — ^g'^)<fz*  + 2 if—g)  [g~h] [h—f]  x'^yV 

+ lf*—*ir‘g/>W+  ig*—*->gVf‘)y*  + {h*—6hYg)z*  + ■irg{fg-u-‘)xY 

+ 2gk{gh  — Sf‘)y‘‘z'‘  + 2hf{hf~3g'‘)zV+  'lf‘gh[h  —g)x^ 

+ 2yYA(/--A)y*  + 2A*/p(j,-/-)z*  + /yA*  = 0. 

Aus  dieser  Gleicliung  oder  auch  wie  in  § 3 kann  abgeleitet  werden, 
dass  die  Focalkcgelschiiitte  und  der  imaginäre  Kreis  in  unendlicher  Ferne 
Doppellinien  in  der  Fläche  sind.  > 

20.  Wenn  0 = 0 die  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche  zweiten 
Grades  ist,  so  erhalten  wir  in  derselben  Art  durch  Bildung  der  Rccipro- 
calform  von  o + 1 (a*  -f-  /J*  + y*) 

+ XJ  |[a(6-|-c)— m*  — n*]**  + [6(c-f  a)--n*-/*]y* 

+ [c  (<i  -4-  6)  — P — m*]  z*  -f-  [</  (o  + 6 + c) — — 5*  — r*J 
ixy[cn — Im)  ‘2zx{bm  — ln)  -f-  ‘2yz[al — mn) 

, + 2x[fJj-\-c)p  — ng  — mr\  + 2y\_(c-{-  u)q  — np  — fr] 

+ 2 1 [(a  -f  h)  r — fj  - mp]  J 

-f  + 2Ar-2()y— 2/fz^+  1*=0. 

wobei  A,  B,  C,  D,  P,  Q,  R die  nacli  a,  b,  c,  d,  p,  g,  r gcbihleteii  .Mino- 
ren der  Discriminantc  (Bd.  I,  p.  76)  bczeiclincn. 


0,  ZI, 

m. 

P 

ZI,  b. 
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d 
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Üicss  ist  ilii!  Glcicliung  einer  Reihe  von  confncalen  Fla- 
chen uml  ihre  Discriniinanlc  in  Bejug  auf  A repräsentiert,  gleich  Null 
gesetzt,  die  im  letzten  $ hctrachtclc  Develuppahle. 

Bezeichnen  wir  die  Cocfficienten  von  k und  respective  durch  T 
und  T',  so  ist  J = 0 der  Ausdruck  für  den  Ort  der  Punkte, -ron  welchen 
aus  drei  zu  einander  rechtwinklige  Tangenten  an  die  gegebene  Fläche 
zweiten  Grades  gezogen  werden  können,  und  T'  = 0 die  Gleichung  des 
Ortes  von  Punkten,  von  welchen  aus  drei  zu  einander  rechtwinklige  Tan- 
gentenebenen  an  dieselbe  gehen. 

ar*  w* 

Wenn  man  die  Gleichung  des  Paraboloids  — -f-2;  = 0 

ab 

in  derselben  Weise  behandelt,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Systems 
der  cunfocalcn  Flächen  in  der  Form 


4-  atß  4-  2 abz)  4-  A ^ a:*  4"  + 2 («  + ^)  * — } 

4-  A*  ^2i  - (a  4-  b)}  — A»  = 0, 

und  die  sie  alle  berührende  Devcloppable  ist  für  a — b = m durch  die 
Gleichung  ausgedrückt 

d {**  + 4-  + 2’)  + + y*  + 2*)  — y*) 

4-  4 z (x*  4"  y’)  + by-)  -i-  16m*r^  4"  32/n*z*  (x-  4"  y*) 

4-  ■■24  m (b.r*  4-  "y*)  + {“•**  + by’)*  4-  8 m (bx*  4*  oy‘)  — y*) 

4-  12mVy*  4"  1**  («  + b)  w’z  (.x®  -f-  y*  + — I2m*i  (nx^  4"  by’) 

4-  12  mabz  (x*  — y*)  4*  4 (<i*  4"  d ab  -{-  b*)  4"  d irr  {b\r^  4"  a*yd) 

4-  "iabm  (a.r*  — by*)  4*  4m*flb  (a  4-  b)  z 4"  aVtH"^  = 0. 

Iler  Ort  der  DurciLschnitte  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
Tangentenebenen  des  Paraboloids  ist  die  Ebene  2z  = a 4-  b,  iiinl  der 
Ort  des  Schnittes  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Tangenten  dessel- 
ben das  Unidreliungsparabolüid 

X*  4-  2 (a  4-  b)  2 — ab  — 0. 

21.  Verschiedene  wichtige  Eigenschaften  von  confocalen  Flächen  sind 
besondere  Fälle  dci  Eigenschaften  von  Flächen,  welche  in  eine  gemeinschaft- 
liche llcvcloppabie  eingeschrieben  sind.  Es  ist  zweckmässig , zuerst  die 
rcciproken  Eigenschaften  von  Systemen  auszusprechen,  die  eine  genicin- 
.schaftliche  Schnittcurve  l>csitzen.  Da  die  Bedingung,  unter  welcher  eine 
Fläche  zweiten  Grades  eine  El>enc  berührt  (Bd.  1,  Art.  75),  die  Goeffi- 
cicnlcn  ihrer  Gleichung  im  dritten  Grade  enthält,  so  folgt,  dass  es  unter 
den  Flächen  eines  solchen  Systems  mit  gcmeinschaflliclier  Schnittcurve 
drei  giebl,  welche  eine  gegebene  Ebene  berühren,  und  reciprok  daher, 
dass  unter  den  Flächen  eines  derselben  Developpaheln  eingeschriebenen 
Systems  stets  drei  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen.  So  wie  in  dem 
erstcren  System  durch  jeden  Punkt  des  Baumes  eine  Fläche,  so  geht  ini 
letztem  zu  jeder  Ebene  des  Raumes  bcrnlirend  eine  Fläche.  In  heitlen 
Systemen  e.xisticTen  sl’ets  zwei  Flächen , welche  eine  gegebene  Gerade 
iMjrühren,  da  die  Bedingung,  unter  weldier  solche  Berührung  statllindet 
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(Bd.  I,  Art.  70],  die  CoefGcienten  der  Flüche  ini  zweiten  Grade  enthält. 
(Vergl.  Bd.  I.  Art.  130,  131.)  Und  da  (Bd.  I,  Art.  132)  stets  drei  coiicen- 
tri.schc  und  concyclische  Flächen  zweiten  Grades  bestimmt  werden  kön- 
nen, welche  eine  Ebene  berühren  und  die  drei  Verbindungslinien  der  Be- 
rührnngspunkte  mit  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  rechtwinklig  zu 
einander  sind,  so  gehen  in  dem  zu  einem  solchen  System  reciproken 
System  confocaler  und  concentriseber  Flächen  drei  Flächen  durch  einen 
Punkt  und  schneiden  einander  rechtwinklig.  Da  endlich  die  Polarehenen 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  System  S -f-  ü (a:^  + y*  + 2*)  = 0 
durch  eine  gerade  Linie  gehen,  welche  mit  dem  Anfangspunkt  eine  Nur- 
malebenc  zu  der  Geraden  bestimmt,  die  jenen  Punkt  selbst  mit  dem  An- 
fangspunkt verbindet  — wie  diess  aus  der  Betrachtung  der  specieilen 
Fälle  a:*  y*  -f-  2*  = 0 am  directesten  hervorgeht  — so  ist  reciprok 
der  Urt  der  Pole  einer  gegebenen  Ebene  in  Bezug  auf  ein  System  von 
Gonfocalen  eine  zu  dieser  Ebene  normale  Gerade. 

22.  Wir  sahen,  da.ss  o + A (o*  -|-  y*)  = 0 die  Tangenlial- 

gleicliung  eines  Systems  von  coiifocalen  Flächen  ist;  wenn  die  lUscrimi- 
iiautc  dieser  Gleichung  verschwindet,  so  stellt  dieselbe  somit  einen  der 
Focalkcgelschnitle  jener  Flächen  dar.  Man  kann  ai.sn  dicTangcntial- 
g I ei  chu  n g der  F oc  al  k eg  e I sch  n i t le  einer  gegebenen  Fläche  linden 
indem  man  A aus  der  Gleichung  . 

I)P  {ab  -|-  öc  + r«  — P — m*— n’)  -|-(«  -f-  h -}-  r)  ^‘^iL  -)-2f  ’ = o 

bestimmt. 

Sei 

7x*  -|-  Oy*  + .'■>2*  — 4y2  — 4.ry  -|-  lOx  -j-  4y  -|-  (>2  -f-  4 = 0 
die  Gleichung  der  Fläche,  so  ist  ==  — 072  unil  die  cubische  Gleichung 
ist  U)2A*  + -|-  ISAzf*  -|-  — O-,  ihre  Factorefl  sind 

3A  -f  6A  + + J, 

d.  h.  A = 108,  162  , 324.  Die  durt:h  0 dividieric  Tangentialgleicliung  der 
gegebenen  Fläche  ist 

cP — — lly*-f-  27(5*+  2Cj3y+40yof  + 3l(ir/J — 51ad — 54j3J — 51j’d  = 0. 

.Man  erhält  somit  die  Tangentialgleichungen  der  drei  Foealkegelschnitte 
der  Fläche,  indem  mau  die  ersten  drei  Glieder  der  letzigeschriebenen 
Gleichung  verändert  in 

lOo*  + 10/3*  + 7y*,  28<»*  + 10/3*  + lOy*.  .^’>o*  + 40ß-  + 43y* 
res])ective.  Die  Punktgleichungen  derselben  werden  ebenso  wie  in  ^ 0 
gefunden  als  durch  die  Paare 

2ar — 2y+2+  w = 0,  1 lx*+ 4 ly*+ Uz*— 32y:+  22X— 40a-y  = 0; 
X + 2y  +22+5fo  = 0,  67x*+  08y*+  83r* — 24yz — 022X — 32ay=0; 
2x+  y — 22+  w = 0,  5x* — 3y*+  Oz*+  2y2— 10z.t+  2xy=0 
dargeslelll. 

23.  Um  in  lelr.iedrischen  Planroordinalen  die  Gleichung  der  Uonfo- 
ralen  zu  einer  gegebenen  Fläche  zu  finden,  ist  cs  nolhwendig,  die  der 
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Glelkhung  o’  + |3*  + = 0 enisprecliomle  Oleicliung  in  solchen 

Ictracdrischen  Elicnencoonlinaten  zu  bilden,  d.  Ii.  die  Gleichung,  welche 
ausdrückl , dass  der  normale  Abstand  eines  Punktes  von  jeder  der  Bedin- 
gung gcnGgenden  Ebene  unendlich  gross  ist. 

Repräsentieren  .r,  =0.  = 0,  ar,  = 0,  a:^  r=  0 irgend  vier 

nicht  durch  denselben  Punkt  gehende  Ebenen,  welchen  bezogen  auf  ein 
System  rectangiilSrer  Achsen  die  Gleichungen 

X C03  A V cos  B Z cos  C = p 
entsprechen , so  ist  der  Cocmcienl  von  A'  in 

==  0 

gleich 

I,  cos  A^  + ^2  cos  ^z  "t*  Is  cos  Ay  -j-  I4  cos  A^ 
und  die  Summe  der  Quadrate  der  Coeflicienten  von  X,  Y,  Z ist  durch 

2M3COS  (iCja-j)— 2I35,  cos(a:3X,)  — 2^,|2Cos(a:,Xj) 
— 2|,|4  cos  (xja-^)— 2 12S4  cos(arja-4)  — 2|.,g,  cos  (arj-r^) 
dargcstclit,  wenn  {XiXj)  den  Winkel  der  Ebenen  ar,=0,  .-r,  z=0  mit  ein- 
ander darstellt.  Die  GIcichsetzung  dieses  Ausdrucks  mit  Null  reprSsentiert 
daher  die  Tangcntialgicichung  des  imaginSren  Kreises  im  L'nendlicben. 
Wenn  man  also  die  in  den  letzten  $$  entwickelten  Operationen  unter 
Ersetzung  des  Trinoms  (a*  + + y*)  durch  diesen  allgemeinen  Aus- 

druck wiederholt,  so  erhSlt  man  ohne  Schwierigkeit  die  Bedingungen, 
unter  denen  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in  tetraedrischen 
Plancoordinaten  eines  der  beiden  rectangulären  Hyperboloide  darstclit; 
ferner  die  Gleichungen  der  Orte  von  Punkten , von  welchen  aus  Systeme 
von  je  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Tangenten  oder  Tangentenebencii 
der  Flache  möglich  sind;  die  Gleichungen  der  Focalkegciscbnitte,  etc. 
Die  Bedingung  für  das  hyperbolische  Paraboloid  ist  die  Bedingung  der  Be- 
rührung mit  der  unendlich  entrernten  Ebene. 

24.  In  § 7 ist  bemerkt,  dass  ilic  Bedingung,  unter  welcher  für  reclit- 
winklige  Coordinaten  zwei  Ebenen 

«X  + ßy  + yz  = 0,  ax  + ß'y  + yz:=0 
rechtwinklig  zu  einander  sind , nämlich  die  Bedingung 
oa'  + ßß'  + yy  = 0. 

identisch  ist  mit  der  Bedingung,  unter  welcher  dieselben  Ebenen  in  Bezug 
auf  den  uncndlicli  entfernten  imaginären  Kreis  zu  einander  harmonisch 
conjugiert  sind.  Daraus  folgt,  dass  die  Bedingung  der  Orthogonalität  in 
lelraedriscben  Coordinaten,  abgeleitet  als  Bedingung  der  harmonischen 
Relation  zu  dem  durch  die  allgemeine  Gleichung  dargcstelltcn  imagin.nrcn 
Kreise,  erhalten  wird  in  der  Form 

+ — §aC0s(a:,a:2)— |3Cos(.r,,r,)  — ^4C0s(ar,a.-4)  \ 

+ !■/ 1 — li  cos  (a'iXj) + 12  — 13  cos  (Xjo;,)  — §4  cos  {3?2.T4)  l 

+ — ?iCos(ar,X3)— gjCos{,rj.r3)-f  ia  — g^cosja-aar^)} 

+ li'-j  — cos(ar,a-,)— |2COs(a;ja-4)  — |3COs(a-3a-4)  + 14}=  0; 
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Sätze , welche  sich  auf  orthogonale  Eliencn  beziehen . können  daher  pro- 
jectivisch  generalisiert  werden,  indem  man  an  Stelle  des  imaginären  un- 
endlich fernen  Kreises  irgend  einen  festen  Kegelschnitt  substituiert;  an 
Stelle  einer  Geraden  und  einer  Ebene,  die  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
erhält  man  so  eine  Gerade  und  eine  Ebene,  welche  die  Ebene  jenes  festen 
Kegelschnitts  in  einem  Punkte  und  einer  Geraden  schneiden,  die  harmo- 
nisch conjugiert  sind  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt,  d.  i.  Pol  und  Po- 
lare in  Bezug  auf  denselben.  (Vergl.  „Analyt.  Geom.  d.  Kegelscbn.“, 
Art.  478.)  Man  kann  die  erhaltenen  Theoreme  sodann  noch  weiter  gene- 
ralisieren, indem  man  an  Stelle  des  festen  Kegelschnitts  eine  Fläche 
zweiten  Grades  setzt;  die  Relation  der  Orthogonalität  zwischen  einer 
Geraden  und  einer  Ebene  geht  dann  in  die  Beziehung  einer  Linie  und 
einer  Ebene  Ober,  hei  welcher  jene  durch  den  Pol  von  dieser  in  Bezug 
auf  die  feste  Fläche  zweiten  Grades  geht.  Jedoch  sind  Theoreme,  welche 
man  so  erhält,  damit  allein  nicht  bewiesen,  sondern  nur  eben  gebildet. 

Beispiel.  Jede  Tangentenebene  einer  Kugel  ist  normal  zum  Radius 
des  Berdhrungspunktes. 

Jeder  ebene  Schnitt  einer  Fläche  zweiten  Grades  wird  durch  eine 
Tangentenebene  derselben  und  durch  die  Gerade,  welche  den  BerObriings- 
punkl  derselben  mit  dem  Pol  der  Schnittebene  in  Bezug  auf  sie  verbindet, 
in  einer  Geraden  und  einem  Punkte  geschnitten , welche  in  Bezug  auf  ihn 
Polare  und  Pol  sind.  - ,v 

2.').  Die  Tangcntialgleichung  einer  Kugel  för  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensysteni  schreibt  man  am  einfachsten  als  Ausdruck  der 
Bedingung,  unter  welcher  jede  Tangentenebene  vom  Cenlrum  constante 
Entfernung  hat;  also  für  r als  den  Halbmesser  und  x,  y , z als  Goordb 
naten  des  Ceutrums  in  der  Form 

{ax  + |3y'  -h  yz  = r*  (o*  -f-  ^ -f-  y^). 

Wenn  dann  a;,  , .Tj",  x.^,  x^  die  Courdinaten  des  t>mtrums  einer 
Kugel  sind,  so  muss  die  Tangentialgleichung  der  Kugel  in  tetraedriseben 
Goordinalen.  . |j,  {3,  ^4  sein 

— {Sl*  + I2*  + ^3*  + l|*  — 2^I§2  'OS  (-^1^2)  — 'l'-}- 

Wenn  die  Kugel  insbesondere  die  vier  Ebenen  .r,  = 0,  etc.  berfdirl, 
so  müssen  die  Coeflicienten  von  verschwinden  und  die 

Tangentialgleichung  einer  solchen  Kugel  muss  daher  die  Form  liabcn 

(^1  ± ^2  ± I3  ± li)*  = li*  + ^2’  + I3*  + li’  — 2|||,  cos  (ar,Xj)  — etc. 
Es  existieren  daher  acht  Kugeln , welche  die  Flächen  eines  Tetraerlcrs 
berühren.  Indem  man  insbesondere  alle  Zeichen  positiv  nimmt,  erlullt 
man  die  Tangentialgleichung  der  eingeschriebenen  Kugel 

^1^2  'OS*  i {^1^2)  + I2--.1  'OS*  i (^2*3)  + Sali  'OS*  1 (*3'»-'i) 

+ I1I4  'OS*  i + I.4I4  cos*  I {x.^.T4)  + I3I,  cos*  ^ (4:3X4)  = 0. 

Wenn  man  zu  ihr  die  Reciprocalgleichung  bildet  und  die  Goefficien- 
ten  der  Gleichung  durch  «33,  0,3,  «14,  a.34,  O3,  bezeichnet,  so  er- 
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liik  mau  die  entsprccliende  Punklgleichung  in  der  Form 

4-  «.jj«! jOßiarj^  + 01301^05,0:3*  + o,2a}3a,3X,* 

-f-  (oi^a,,  '*2:i'*2i  “i3“3iH'*I2^i^4  "I"  *'11^2^3) 

-f-  (a23n2,  “|3“34  ^'l2‘*14)  (“23^2^4  "H  “24^1*3) 

■f"  (“l3®34  '*12®14  **23‘*24)  (“l3*^3^4  "H  ®34^l^2)  = Q- 

Die  Gleichung  der  dem  Tetraeder  umgesdiriehenen  Kugel  ist  in 
Bd.  I,  Art.  153  abgeleitet  worden  und  hat  dazu  gedient,  die  Bedingungen 
aufzustellen  (ihid.  Art.  154),  unter  welchen  die  allgemeine  Gleichung  in 
tctraedrischen  Punktcoordinaten  eine  Kugel  darstclit. 

26.  Es  ist  im  S 11  gezeigt  worden,  dass  man  in  der  Bedingung,  unter 
welcher  die  Ebene  ar,  + IjOTj  + IjOTj  + a.-,  = 0 die  Flache 

V -f-  IIJ'  = Q berührt,  eine  Gleichung  dritten  Grades  in  ü erhalt,  deren 
Goeflicienten  die  Invarianten  ^ , 6,  6 der  Schnitte  jener  Ebene  mit  den 

beiden  Flächen  U s=  0 und  {/'  = 0 sind.  Wenn  man  nun,  wie  in  den 
SS  ^ für.  die  Flachen  zweiten  Grades  geschehen  ist,  für  eine  Curve 
zweiten  Grades  und  das  Paar  der  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkle 
ihrer  Ebene  die  Invarianten  6 und  B'  bildet,  so  ist  6=0  die  Bedingung, 
unter  welcher  der  betrachtete  Kegelschnitt  eine  Parabel  und  0'  = 0 die 
Bedingung,  unter  welcher  er  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist;  cs  ist  end- 
lich 0'*=40  die  Bedingung,  unter  welcher  der  Kegelschnitt  durch  Jeden 
von  den  imaginären  Kreispunkten  im  Unendlichen  gebt,  d.  I.  unter  der 
er  ein  Kreis  ist.  Zur  Ergänzung  dessen,  was  in  der  „Analyt.  Geoin.  d. 
Kegelschn."  hierüber  entwickch  ist,  mögen  die  Ergebnisse  einer  solchen 
Berechnung  für  trimetrische  Coordinaten  angegeben  werden.  Es  ist 
0=  Oj,  + Ojj  033  — 2053  cos  Af  — 2o,3  cos  A2  — 2a,j  cos  A^, 
0=  A^^  sin*  Al  + Aj2  sin*  A2  ^^33  sin*  A^  2.1433  sin  A2  sin  A^ 

-j-  2y4,3  sin  Aj  .sin  >4,  -j-  2 ,4,2  sin  ,4,  sin  A2, 

und  die  Relation  40  = 0'*  lasst  sich  auf  mehrerlei  Art  in  eine  Sitinme 
von  Quadraten  zerlegen,  welche  Quadrate  getrennt  gleich  Null  sein  müs- 
sen. damit  die  Gurve  ein  Kreis  sei;  sic  ist  nur  für  Kreise  erfüllt,  d.  i.  für 
Kegelschnitte,  welche  durch  beide  Kreispunkte  der  Ebene  gehen. 

Für  den  dem  Fundamentaldreieck  umgcschricbcncn  Kegelschnitt,  also 
für  o,,  = 0,  O22  = 0,  03.,  = 0 wird  die  Bedingung  der  gleichseitigen 

ilypcrhel  053  cos  ,4,  o,,  cos  A2  + 0,2  eos  A^  = 0,  d.  h.  diese 

gleichseitige  Hyperbel  geht  durch  den  Punkt 

,r,  cos  Al  = X2  cos  A2  = X3  cos  .43 

oder  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Höhen.  (Vcrgl.  „Analyt.  Geora. 
d.  Kegelschn.“,  Art.  230.)  Für  das  sich  seihst  conjugierte  Dreieck  oder 
033  = 0,  0,3  = 0,  0,2  = 0 ist  die.sclhc  Bedingung  o,, +033  + «33=0, 
d.  h.  die  Curve  geht  durch  die  Punkte 

X I — — ^ ^ ■ ““  ^ j '•  — ■ 3^2  ~~~  ^3  • ““  ^2  ““  ^3  * •'  ^2  • ~ ''  ^*3^ 

d.  h.  die  gleiidiscitigc  Hyperbel  geht  durch  die  Ccnlra  der  vier  Berüh- 
rungskreise eines  Dreiecks,  welches  in  Bezug  auf  sie  sich  seihst  ronjiigiert 
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ist.  Die  Ausfülirung  der  entsprechenden  Operationen  für  Cartesische  Cour- 
dinaten  fahrt  auf  die  bekannten  Bedingungen  für  Parabel,  gleichseitige 
Hyperbel  und  Kreis  zurück. 

In  Erinnerung  an  die  Entwickelungen  des  % 13  in  Bezug  auf  die 
Theorie  der  Kegelschnitte  sei  noch  hinzugefügt,  dass  die  Covarianlc 
/'  = 0 in  Bezug  auf  ein  Syslein,  welches  aus  einem  Kegelschnitte  und  den 
Kreispunkten  seiner  Ebene  besieht,  den  Ort  derjenigen  Punkte  gibt,  von 
welchen  aus  zwei  zu  einander  rechtwinkelige  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt ergehen,  also  nach  der  bekannten  Theorie  einen  mit  ihm  concen- 
Irischen  Kreis,  im  Falle  der  Parabel  die  Directrix  (und  die  unendlich  ent- 
fernte Gerade).  Für  Cartesische  Cuorditjatcn  sind  1 und 

,^12  ^ ~ — ^2't  ^22  0,  also 

^'=^33  +ff*)  — — 2^53y  + + ^2?  = 

und  für  die  Parabel  wegen  = 0 , 

' 2 {^1.1*  + ■'^23^)  = ■'^11  + -^22 

als  Gleichung  der  Directrix.  In  trimetrischen  Punklcnordinaten  dagegen 
M22  "f"  "^33  "4"  2^23  ^1)  ^1*  "I"  ('^33  "4“  -^11  ■4"  2'^ij  POS  A^)  Xj* 

+ Mll  + ^22  + 2-<12  cos  A^)  Xj* 

2 cos  A^  A23  ^13  cos  A^  “ Aj2  cos  A^  sc^  Xj 

-j-  2 {A22  cos  A^  — A^2  — A^2  cos  ,<1  — A23  cos  A^)  Xj  x, 

-f-  2 {A^2  cos  Ag  — A^2  — A22  cos  Aj  — Af2  cos  A^)  x,  Xj  = 0, 

was  man  in  die  den  Kreis  hczeiclineiide  Form 

/ ' j I • j t • ä \ (•'^22  *4”  An't  *A'tn  cos  At 

(X|  sm  yf,  x.j  sin  Aj  -f  Xj  sin  A.^)  — shT”? — ^ 

1 ^33  + ^11  + 2-^13  cos  A.J  _ , A,^  + Aj2  + -JA, 2 cos  A^  \ 

= (XjXj  sin  A^  X3X,  sin  A2  + x,Xj  sin  A^)  X 

/<!,  sin*-4j+,422*io*-^2'4'^.s3’’'''*^3"4'2-423’*''’^2*'''-'^3‘4"  2-^)3sinyf3  sin/f, 

4'  2-^12  sin.,^1  sin 

sin  A^  sin  A2  sin  A^ 

liringcn  kann,  in  welcher  die  Bedingung  der  Parallel  und  die  für  ihre  Er- 
fülliiiig  liervortrelendc  Directrix,  verbunden  mit  der  unendlicii  entferiiteii 
Geraden  deullich  erscheinen. 

Von  Werth  ist  die  Bemerkung , dass  die  Gleichung  dieses  Ortes  der 
Si'hniltpuukle  orthogonaler  Tangenten  in  den  CoelTicienlen  der  Rcciprocal- 
glcichuiig  linear  ist,  denn  aus  ihr  geht  hervor,  dass  der  bezügliche  Kreis 
für  alle  durch  dieselben  vier  Geraden  berührten  Kegel.schnitte  durch 
zwei  feste  Punkte  geht. 

Wenn  man  dann  dieselben  Principien  auf  eine  beliebige  Flüche  zwei- 
ten Grades  in  reclangulüren  Coordinaten 
ax*  4-  c**  + 2/y*  + 2»»JX  ‘inxy  px qy rz  + (1=0 

und  die  entsprechende  Tangenlialgleichiing  des  unendlich  fernen  imaginA- 

Salmon,  Anal,  Geom.  d.  Baumes.  It.  40  ' 
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ren  Kreises  = 0 anwendel,  so  erhält  man  die  Bedingung 

0 = 0,  unter  welcher  irgend  ein  ebener  Schnitt  derselben  eine  Parabel 
ist,  in  der  Form 

(6c  — /*)  o*  + {ca  — ni*)  + (o6  — »*)  y*  + 2 («»«  — alj  ßy 
+ 2 (nl  — 6i»)  ya  + 2 {Im  — cn)  aß  = 0; 
die  Bedingung  0'  = 0 , unter  welcher  derselbe  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel ist 

(6  c)  ot*  + (c -|- «)  (3*  (a  -f-  6)  y*  — 2lßy  — 2mya  — 2naß—0; 
während  endlich  0'^  = 40  (a*  ß^  y*)  die  Bedingung  ist,  unter 
welcher  die  Schnillehene  durch  einen  der  vier  unendlich  entfernten  Schnitt- 
punkte geht,  welche  der  Fläche  zweiten  Grades  mit  je<lcr  Kugel  gemein- 
s.'im  sind. 

27.  Wenn  =0  die  Tangentialgleichung  eines  Kegelschnittes,  und 
£'  = 0 die  Taiigcnlialgleichung  der  imaginären  Kreispunkte  seiner  Ebene 
bezeichnet,  so  ist  £ -|-  k£'  = 0 dieTangenlialgleichungeiues 
zum  ersten  cunfocaleii  Kegelschnittes,  d.  i.  eines  Kegelschnittes, 
der  mit  jenem  die  nämlichen  von  den  Kreispunkten  ausgehenden  Tangenten, 
und  also  die  nämlichen  Schnittpunkte  dieser  letztem,  d.  i.  die  nämlichen 
Brennpunkte  hat.  Die  Brennpunkte  seihst  entsprechen  den  aus  der  Discriini- 
nantc  von  .£-{-^£=0,  d.i.  für  CartesischeCoordinaleu  aus  derGleichimg 

— “n)  ^ (ou  + Ojj)  A + = 0 

entspringenden  Werthen  von  A;  für  solche  zerfällt  die  Gleichung 
£ + = 0 in  lineare  Factoreu 

(S-r'  + vy  + fj')  (4^"  + vy"  + 

und  die  Brennpunkte  sind  durch 

X y'  x’^  j/' 

et  / ♦ ' ff  • ff 

z z z z 

hestiinrat,  durch  den  einen  der  Werlhe  von  A die  reellen,  durch  den  andern 
die  imaginären  Brennpunkte. 

So  findet  man  die  Brennpunkte  von 

2a*  — 2xy  2y*  — 2x  — 8y  -f-  II  = 0 
durch  die  Werthe 


aus  der  Gleichung 

3A*  + 4A^  + z/*  = 0 
und  wegen  J = — 0 für  A =3  die  Gleichung 

+ 21ij*  + 3f*  + ISijf  + ISfS  4-  + 3 

3 (I  + iV  + ^)m  + ^V  + S) 

also  für  die  Brennpunkte  die  Coordinaten  1,2;  3,  4.  Der  Werth  A = 9 
ergibt  die  imaginären  Brennpunkte  2 + f,  3 + i. 

Wenn  allgemein  2"  + A (|*  -+-  ij*)  = 0 einen  zu  £ = o confo- 
calen  Kegelsclinitt  darstellt,  so  erhält  man  dic.selbe  insbe.sonderc  für  Car- 
lesische  Coordinaten  in  der  Form 
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^ + y*)  - 2^,3*  — 2^„y  + + i*=0 

lind  daraus  die  Gleichung  der  gemeinschaniichen  Tangenten 

{^33  + '/)  — 2-^13*  — 2^23y  + -^11  + ^23 } * = “zfS. 

welche  in  Factoren  zerlegbar  ist 

{{x  — af  +{y  — /S)*}  { (x  — «y  + (y  — /T)*  } 

und  in  a,  ß , a ß^  die  Brennpunktscoordinaten  bestimmt. 

Für  die  Parabel  in  der  Gleichung  in  trimelrischcn  Coordinaten  ist 
die  das  Paar  der  Brennpunkte  reprSsentirende  Gleichung 
e'£  = + ^2^  + I3*— 2|2^COS  A^  — 2|j  I,  cos  ^2  — 2gj  JjCOS><3) 

und  da  die  Coordinaten  des  unendlich  entrernteii  Brennpunktes  als  Coor- 
dinaten des  Pols  der  unendlich  eDtfernten  Geraden  bekannt  sind , so  sind 
die  Coordinaten  des  endlichen  Brennpunktes 

B'An  — A 9'^22  — ^ 

sin  Af  -f-  ..dj2sin.,42  + ^i3si”'^3'-^2t  + -^22  ®*"-^2  "f"  -^23**"^' 

^^33  - ^ 

A^j  sin  Aj  “4“  -^32  ain  *^33  ®i^t  A^ 

28.  Nun  ist  die  Tangeiitialgleichung  des  Punktepaares,  in  welchem 
der  imaginäre  Kreis  -j-  -|-  {*  = 0 von  der  Ebene 

tt'x  -h  ß'y  -h  y'z  -f-  d'w  = 0 

geschnitten  wird, 

(„'2  + ß'2  + y'2)  („2  + ^ ^ y2)  _ + ßß-  ^ yy<)2  ^ 0 

und  die  Tangentialgleichung  aller  zu  dem  Schnitt  von 

ux  + (Sy  + y * + d'tv  = 0 \ 

mit  der  Fläche 

ax'‘  -f-  6y*  -f-  cz^  + dw*  = 0 
conTocalen  Kegelschnitte  ist  daher 

«2  / {cdß'^  + dby^  -f  bed”*)  -f.  i (jT*  + y^)K 
4-  /S*  Uday'^  +'  ae  f^  + edo'*)  + il  (y'*  -f  «'*){. 

+ y*.  |(ab(T*  bdo'*  -f  d«|S'*)  -f-  il  («'*  4-  ßi^)\ 

-|-  d*  (bca^  -4  cojS'*  -4  aby^)  — 2 (ad  + i)  ß'ypy 

— 2 (bd  4"  i)  y'tt'ya  — 2 (cd  4*  uß'ttß  — 2 bca'd'ad 

— 2 ca^d'ßd  — 2 aby  6' yd  = 0i 

Wenn  man  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  die  Reciproke  dieser 
Gieichung  biidet,  so  erhält  man  sie  als  das  Product  des  Quadrats  von 
(ax  -4  ^y  -4  y'z  + d'w)  in 

{,£»  -4  X£S'  4-  i*  (“2  + jS*  4-  y2) »}. 

wo  2"  = 0 die  Bedingung  ausdrückt,  unter  der  die  Ebene 
a'a:  -4  ^y  4-  y'z  -4  d'w  = 0 

die  gegebene  Fläche  zweiten  Grades  berührU  Indem  man  den  bezeichneten 
zweiten  Factor  gleich  Null  setzt,  erhält  man  diejenigen  zwei  Werthe  von 
X,  welche  den  Tangentialgleichungen  der  Brennpunkte  des  fraglichen 
ebenen  Schnittes  entsprechen. 

40* 
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Beispiel.  Man  soll  die  Rrcnnpunklc  des  Scimiltes  von  -ix^  + 

— U’  -|-  1 = 0 niit  * + y + s = 0 licsliinmen. 

Die  Clciclmng  für  Jl  wird  gefunden  als  3i-  + fD-  so  dass 

X = ‘l  oder  = — ist.  Die  Gleichung  des  Arlikels  für  ot’  = /S'  = / 

= 1 und  die  gegebenen  Werlhe  von  a,  h,  c,  d ist 

„J  (_  3 + 2A)  + ■Uß'^  + {3  + 2A)  — lod’  - 2 (4  + i)  ßy 

— 2 (1  + Ü)  ya  -}-  2 ( t — i)  oj3  = 0 

und  gibt  durch  Suhstitulion  von  il  = 2 

(o  + 2/3  - 3y)*  ^ Ifld’  = 0. 

d.  h..  die  Coordiuaten  der  Brennpunkte  respeciive  gleich  + ^.  + -jf.  + J- 
Der  andere  Werth  von  ü gibt  die  imaginSren  Brennpunkte. 

Beispiel  2.  Man  soll  den  Ort  der  Brennpunkte  aller  Centralschnitte 
der  Fläche  zweiten  Grades  ax*  + *>y-  + cz*  + 1 c=  0 bcstiinnieu. 
Indem  man  d'  = 0 setzt,  wird  die  Gleichung  für  X gefunden  wie  folgt : 


- — + 

a + A ^ 


ß‘ 


u'2 


: — + -L. 
b + X ^ c + A 

Mit  Hilfe  dieser  Relation  wird  dieTangcntialgIcichung  der  Brennpunkte  auf 

““  ßß'  J yy  y bca^  + caß^  aby'^ 

c + A;  ?«“+  A)  Ib  + A)  (c  + A)  — 


= 0. 


+ A ■ 6 + A ' c + 
reducirt,  und  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  sind  daher 
a ß . y t ben"^  caß 


(«+A)(f/  + A)(c+A) 

+ ob/* 


6 + A’  c + A’  (o  + A)  (b  + A)  (c  + A) 
Wenn  man  aus  den  ersten  drei  Gleichungen  für  a,  ß',  y auflüst  und  in 
die  Gleichung  für  A subslituirl,  so  erhält  man 

(ox*  + by*  + cz*)  A (.r*  + y*  + z*)  = 0; 
die  Auflösung  der  letzteren  Gleichung  für  A und  Substitution  in  den  Aus- 
druck für  w*  gicbl  oinilich  bie  Gleichung  des  Ortes 


(x* -f- y*  + z*)  [bcx*|{o  — 6)y*-|-{a  — e)z*j.*’ -f- coy*  | (6  — r)  z* 
+ (b — o)x*|*  4-  obz*  ^(c — fl)  X* -|- (c— b)y*|* 

= (fl  — b)  y-  -f  (fl — c)  z*} 

I (b — c)  z*  + (b— fl)  X*  } i (c — fl)  X-  + (c — b)  y*  ; 
der  Ort  ist  also  eine  Fläche  achter  Ordnung,  die  das  Centruni  der  Fläche 
zweiten  Grades  zu  einem  vielfachen  (Ofachen)  Funkte  hat.  Die  linke  Seite 
der  Gleichung  kann  in  der  einfacheren  Form 

(x*  + y*  -|-  z*)  («x*+  by’-|-cz*)|«  (b  — c)*y*z*  -f  b (c  — «)*  z*x* 

c (fl — b)*  x*y*| 

geschrieben  werden.  Die  Tangentenebenen  im  vielfachen  Centralpunkt 
bilden  3 Paare,  von  denen  eines,  das  der  cyclischen  Ebene  der  Fläcbc 
zweiten  Grades,  allein  reell  ist.  Die  Achsen  der  Fläche  zweiten  Grade.s  sind 
doppelte  und  isolirte  Gerade  in  der  Fläche  und  sie  enthält  überdies  noch 
eine  andere  Imaginäre  Gerade.  Jede  cyclische  Ebene  schneidet  sie  nach 
einer  doppelten  und  zwei  dreifachen  geraden  Limen.  Die  Fläclie  hat  drei 
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asyinptotisclie  Kegel , deren  einen  aus  dem  Cenlruin  über  dem  imaginä- 
ren unendlich  entfernten  Kreise,  den  zweiten  als  den  Asymplolenkegel 
der  Fläche  zweiten  Grades,  und  den  dritten  als  einen  Kegel  vierten  Gra- 
des, für  welchen  die  Achsen  Doppelerzeugende  sind , beide  letzteren  reell 
in  dem  Falle  der  Hyperboluide.  (Für  die  Discussion  vergleiche  eine  Ab- 
handlung vun  Painvin  in  „Nouvcllcs  Annales'*  t.  Will,  p.  IHl.) 

Beispiel  3.  Man  soll  den  Ort  der  Brennpunkte  der  zu  einer  Achse 
der  Fläche  parallelen  Schnitte  hestimmen. 

(«'  = 0.)  Die  Gleichung,  welche  in  diesem  Falle  in  Factoren  zer- 
fallen muss,  ist 

{(c-Hi)jS'*  -f  (b  -I-  A)  + bed'’}  + -f  A)  y'*  + ned'»} 
+ y*  {(«+*)  (*^  + -f  d*a  (cjS'*  + by'*)  — 2 (n  + A)  /T yßy 

— ’icapö'ßd  — 2aby'd'yd  = 0 


und  die  Bedingung  der  Zerlegbarkeit 

{a  + A)  (by'*  -f  cß"‘)  abcd’‘  = 0.. 
Dieser  Bedingung  unterworfen  wird  die  Gleichung 

yy 

b 


, + k)p  + {b+l)  y'=  + bcd'^\=  + 


add' 


bc(o-|-A)0''  ■ ^ r-,/  . --  ^ 

so  dass  ß = by,  y = cz,  «d'  = (o  -f-  A)  w ist  und  durch  Substitution 
dieser  Werthe  in  die  Bcdingungsgicichung  (a-|-A)  i«’ acz^  -j-aby^=0 
erhalten  wird.  Man  erhält  also  endlich  durch  Substitution  in 


bc(o  -f-  A)x’=(c  + A)  ^ (b  + A) y'2  + bed"’ 
die  Gleichung  des  verlangten  Ortes 

(by^  + c**)  {b*(a — c)jr*-J-c*(a — b)i* — abex^j  = uP  |b^(n — c)y* 
+ c*  (a— b) 

OlTciibar  können  die  Methoden  dieser  letzten  Artikel  direct  auf  Gleichun- 
gen in  tctraedrischen  Courdinalen  angewendel  werden. 

29.  Wenn  vier  Flächen  zweiten  Grades  gegeben  sind,  so 
ist  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebencn  in  Bezug  auf 
dieselben  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  eine  Fläche, 
welche  als  die  Jacobi’sche  Fläche  des  Systems  bezeichnet 
werden  kann.  Denn  inan  hat  zur  Bildung  der  Gleichung  dieses  Ortes 
zwischen  den  Gleichungen  der  vier  Polarebcnen  in  Bezug  auf  die  Flächen 
U—0.  U'  ==0,  U"  — 0,  U'"  — 0 
^ U^x,  + UjXj  -H  i/jX,  -J-  U^x^  — ü , 
ü\xf  + + O'  ^x^  + ~ 

die  X,,  x.j,  Xj,  Xf  zu  eliminiren  und  erhält  als  Ausdruck  des  Ortes  das 
Verschwinden  der  Determinante  2’+  ll\  U'\  U"\,  d.  i.  der 

Jacobi’schcn  Funclioualdeterminante  des  Systems  der  Flächengleichungen. 
(Vergl.  „Analyt.  Geom.  der  Kegelsch."  Art. 

Der  fragliche  Ort  ist  also  eine  Fläche  vierten  Grades.  Es  ist  olfen- 
bar,  dass,  wenn  die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  die  vier 
Flächen  U = d,  U' ~ 0,  U"  — 0,  f/'"  = O sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  die  Polare  in  Bezug  auf  kU  -f-  pO'  + vü"  + nU  " = 0 
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durcli  denselben  Piinkl  gehen  wird.  Die  Jacobi’sche  PlSche  de.s  Systems 
i.st  auch  der  Ort  aller  der  Punkte,  welche  die  Scheitel  der  im  System 
IV  + fiU'  vV"  + TtV"  = 0 enthaltenen  Kegel  .sind. 

Deshalb  ist  der  Ort  der  Scheitel  aller  Kegel  iwciten  Grades,  welche 
durch  sechs  gegebene  Punkte  gehen,  eine  PiSche  vierter  Ordnung  (vergl. 
Art.  72,  Anm.);  denn  filr  U = 0,  V'  = 0,  V"  — 0,  V"  = 0,  .als  die 
Gleichungen  von  vier  Flächen  zweiten  Grades,  welche  durch  sic  hindurch- 
gehen, kann  jede  andere  Fläche  zweiten  Grades,  welche  sie  enthält,  durch 
lü  •{-  (iV  vV"  + nU  " =0  dargestellt  werden,  als  welche  die  drei 
unabhängigen  Conslanten  enthält,  die  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Fläche  nothwendig  sind. 

Wenn  die  Gleichung  Xü  + + vV"  -f-  nü"'  = 0 zwei  Ebenen 

darstellen  kann , so  liegt  die  Durchschnitlslinie  derselben  in  der  Jacobi’- 
schen  Fläche. 

Haben  die  vier  gegebenen  Flächen  ein  gemeinsames  sich  selbst  con- 
jugiertes  Tetraeder,  so  rediicirl  sich  die  Jacobi'she  Fläche  derselben  auf 
die  Gruppe  von  vier  Ebenen,  welche  dasselbe  bilden ; denn  dann  sind  die 
Gleichungen  der  vier  Flächen  von  der  Form 

+ “33*3’  + “14^4^  = 

die  DilTerentiale,  = Onar,  etc.  und  die  Jacoki'sche  Determinante  wird 

= .i"  + ^ii‘*2}^33  ®44  • 

Wenn  eine  der  Functionen  ü das  vollständige  Quadrat  eines 
linearen  Factors  L wäre,  so  ist  L ein  Factor  in  den  Differentialen  dersel- 
ben und  somit  besteht  die  Jacobi'sche  Fläche  aus  einer  Ebene  und  einer 
Fläche  dritten  Grades.  Wenn  die  vier  gegebenen.Flächen  vier  Punkte  in 
einer  Ebene  gemein  haben,  so  ist  geometrisch  evident,  dass  diese  Ebene 
ein  Tbeil  derJacobi'schen  F|äche  isL  Haben  sie  aber  sämratlich  eine  ebene 
Schnittcurve  gemein,  so  zählt  die  Ebene  derselben  doppelt  in  der  Jaeuhi'- 
.schen  Fläche  und  diese  besteht  aus  ihr  und  einer  Fläche  zweiten  Grades, 
welche  Jenen  enthält.  Darum  ist  die  Jacobi'sche  Fläche  von  vier  Kugeln 
eine  Kugel,  welche  die  gegebenen  überall  rechtwinklig  durchschneidet. 
(Vergl.  „Analyt.  Geom.  der  Kegelschn."  Art.  3,5ä.) 

Wenn  eine  Fläche  des  Systems  XU  fiü'  vU"  = 0 die 

Fläche  Z7”' = 0 berührt,  so  ist  der  Berührungspunkt  nothwendig  ein 
Punkt  des  hier  betrachteten  Ortes  und  kann  daher  nur  in  der  Curvc  lie- 
gen, welche  die  Fläche  U'”=  0 mit  der  Jacohi’schen  Fläche  des  Systems 
gemeinsam  hat.  Wenn  ferner  eine  Fläche  des  Systems  XU  + ftU'  = 0 
die  Durchschnittscurven  von  V"  = 0 und  f/"  = 0 benlhrcn , d.  Ii. 
wenn  in  einem  der  Punkte,  wo  XU-\-  utf  =0die  Curve  f/"=0,  ü'"=0 
schneidet,  die  Tangentenchene  der  ersten  Fläche  die  Durchschnitlslinie 
der  Tangentcnehenen  der  beiden  letzten  Flächen  enthält,  so  ist  der  Berüh- 
rungspunkt offenbar  ein  Punkt  in  der  Jacohi’schen  Fläche  des  Systems. 
Es  existieren  daher  sechzehn  Flächen  vom  System  XU -{■  fiU'—f),  welche 
die  Curve  U"  = 0,  V'"  — 0 berühren,  denn  die  Jacobi'sche  Fläche  der 
vierten  Ordnting  schneidet  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiter  Ord- 
nung in  sechzehn  Punkten.  (Vergl.  a.  a.  0.  Art.  353.) 
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WSren  drei  Flächen  i weiten  Grades  gegeben,  so  ist  der 
Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebenen  in  Betug  auf  die- 
selben sich  iu  einer  Geraden  schneiden,  eineCurve  sechster 
Ordnung,  w eich  edieJacobi ’s  che  Cur  vedesSyslems  genannt 
werden  kann.  Denn  jeder  Punkt  dieser  Art  muss  den  Gleichungen, 
genügen,  welche  das  Determinanteusysteni 

P„  P,',  P,".  P/"  I 
p,,  Pj'.  Pj",  p/'i 

P3,  p,',  u;\  u"- 1 

durch  Gleichsetzung  mit  Null  ergibt  Ein  solches  System  repräseulirt  aber 
nach  Art.  310  eine  Curve  sechster  Ordnung.  • 

30.  Mau  soll  die  Gleichungen  zweier  Flächen  zweiten 
Grades  P=0,  P'  = OaufdieeinfachsteForm 

*1*  + ^2*  + V + + «22^2*  + «33X3*  + = 0 

redu  eieren. 

Nach  den  Werlhcn  der  Invarianten  des  Systems  P kU'  ini  Bei- 
spiel 1 des  S 1 ^ind  die  Werthe  der  Constanlen  a^^,  Ojj,  O33.  als  die 
Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 

Jk*  — &k?  -I-  — 0'A  -f  ^ = 0 

gegeben.  Man  findet  sodann  durch  Auflösung  der  vier  Gleichungen 
,r,HV  + V + U,  o,,  K2«33+"3.3«4J+"44'’22)-^i*  + e‘c.  = 7’, 
"11K2+ “33 + “44)^1*+  etc.  = T',  + etc.  = P' 

die  Werthe  von  x,*,  Xj*,  Xj*.  x^*  in  Gliedern  der  bekannten  Functionen 
P.  P , T,  T'.  Genau  gesprochen  müsste  man  zuerst  P und  P'  durch 
die  vierte  Wurzel  von  d dividieren,  um  sie  anf  eine  Form  zu  reducieren. 
in  welcher  die  Discriminantc  von  P gleich  Eins  ist,  cs  kommt  aber  auf 
dasselbe  Resultat  hinaus,  bei  unverändertem  P und  P’  die  T und  T'  als 
aus  ihren  Coefllcienten  berechnet  durch  d zu  dividieren. 

Beispiel  1.  Man  soll  die  Gleichungen  .5x,* — llXj* — 11^3^ — 

-|-  24X2X3  -f-  22X3XJ  — 20.x,  X,  -I-  8X.2X,  -f-  4x.,x^  = 0 , 

2.äx,* — lOXj* 15^3*  — 5^:4* -f-  IWa-.^Xj -f- dOXjX, ,30x,X2  — 10x,.X4 

-f-  10X3X4  -f-  18X3X4  = 0 auf  die  Normalform  reducieren. 

Die  Reciproken  dieser  Gleichungen  sind 
550^,2  -j-  1036|j2  + 85OI32— 324I42  -I-  212012^3  -f-  500y,  — 

- 1801^14  + 2088^2^4  + lf*80^3l4  = 0. 

3950|,'^  + 800^2*  + 275013’  — O72O542  + 1120052^3  + ^OOOs^aS, 

— dlöOlilj  + 25020|2l4  + 1«200§3^i  = 0. 

Die  biquadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  von  k ist 
8100  {1*  — 101»  -f  351'^  — 501  -I-  24^  = O 
es  sind  also  o,,,  a^-^.  O33,  O44  respective  gleich  1.  2,  3,  4. 

Darnach  sind  T und  T'  zu  berechnen  nach  <len  Fonnein 

^ “ ^1^^  {-^22  (**M®22  “|2*)"H'^33  (“|i“33  — "|3^)  ~^-^U  (‘’|1®44~‘*|4’) 

-|-  -Mjj  («1,023  “ “l3®12)  + 2^24’  (“n<*24  — «|2«I4)  + 
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+ ■it-n' [o.^iO 23 “?5<*34)  ■t'  -^31  (“34“23  ^33^u) 

+ (aj,a,j  — o,3a,j)  + ^,j'(ajja,5  — + ^2s’ ("23* ~ “jJ^as) 

, +■^44  (‘^“l4'*23  “^®1J®34  “l3“j4)}  "I" 

T =X|*  {-^22  (®11  ®22  **I2*) 

und  man  erhält  durch  Division  der  so  herechnelcn  VVerlhe  mit  /d(=8100) 
die  Beslimmungsgleichungen  für  A'j*,  ^”3*,  wie  folgt: 

+ Xj*  + Ajä  + -V,’  = 5x,2  - 11x3*  — llV  - *^'4*  + 2‘»^2^3 
+ 220:33:,  — 20a:, Xj  + 8X3X4  + 4*33:4. 

X,*  + 2X3*  + .3X3*  + 4X,*=25x,2  — 10x3»  — 15x3*  — 5x,'^  + 88X3X3 
+ 46X3X,  — 80x,X2—  10x,x,  + 10.r3X4  + ISa-yX,. 

9X,*  + I6X3*  + 21X3*  + 24X4*  = 1ü1x,*—  100x3*  — 185X3*—  ^''‘•■*4’ 
4-  30e.rjX3  + .842X3X,  — 250x,X3  — 70x,X4  + 70X3X4  + 126X3X4, 
26X,*  + 38Xj*  + 42X3*  + 44X4^280x,*  — 300Xj*  — 860x3*—  170x,* 

4-  772X3X3  4-  776X3X,  — 028x,X3  — 108x,X4  4-  I8OX3X4  4-  2.12X3X4 

Dann  ergibt  sich  aus  24  ü — •!/'  4"  ^ Werth 

6X,*  = — 6 (2x,  4-  8X3  — 2x3  — 2x4)*. 

Und  in  analoger  Weise 

X3*=  — (x,  4-  2^-2  - 3*3  + 2x4)*.  X3*  = (3x,  - X2  4-  *3  - ^4)’- 
X4*  = (x,  4-  X3  4-  *3  + *4)’- 

Beispiel  2.  Nachdem  gezeigt  worden  ist,  dass  die  Grössen  x,*.  X3*, 
*3*’  *4*  Function  der  Ausdrücke  V,  U',  T,  T’  ausdrückbar  sind,  so 
folgt,  dass  das  Quadrat  der  Jacohi  schen  Determinante  des  FUcheiisystems 
ebenfalls  aus  jenen  mit  Hilfe  der  Invarianten  bestimmt  werden  kann.  Das 
Resultat  der  Berechnung  ist 

Jt  = aT*  — BT^T'  4-  <J>7’*r'*  — B'TT'^  — /f'T^ 

^ ij-  j(®s_2zja>)  JS4- (e<I»-8e'^)r*7'4-(0e'-4l^/#')T^'■• 

_ /fern 

4.  a Ke-a- 2^(D)7’'i  + {0'<p- 80^0  7^74- r'?” 

— /fern 

4-  ^/f/'*  /(4>*-20©'4-2^/^')^*  — (»<P  — 80.i#')7T'4- 
4-  j'f/*  {(0)*— 200'4-  2j^)r*  — (0tP  — 80'j)  Tr  4*  a>z#r’} 
4-  T { (0'*  -2^<l>)f/'*J*  — (0'<l>*— 200'*4-50'.^  J— 0ip^')f/'*pj 
4.  (0*(D  _ 2<I>*zJ  — 00'.^/  4-4J'J*)^'f/'ü*  — JJ"‘BU^^ 

4.  T'  UB'^—2j<lt)  (0<D*— 20'0*4-50^,j'-^0''f>^)f/*f/'J' 

4-  (0'*(f>  — 2<D*xf'  — eS  J 4-  ■iJA'-)  — f/'a  } 

4-  4-  — UU'^A‘  {0'a  —:^B'd>Jf  4-  .80^*  ) 

— U3U'J"‘{B^—  30O>J  4-  30'.d*]. 

4-  ^4'P*tr'2|(J>a_3cl),d/d'4-30*^4-30'*x/  — 800'tDJ. 
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Wenn  man  in  der  Theorie  der  Kegelschnilte  die  Jacobi'sche  Deter* 
niinanle  zu  den  drei  Curven  S = 0.  S'  = 0.  F = 0 bildet,  so  erhält 
man  ebenfalls  das  geroeinscliaftliche  sich  selbst  conjugierte  Dreieck  und 
die  dem  Vorigen  entsprechende  Relation 

==  F'^  — +■  05)  + Fi^l'BS^  + 

+ (00'  — FSS' 

31.  Sowie  die  Betrachtungen  der  früheren  $S  von  der  Invarianten* 
Natur  der  Coefllcienten  in  der  Discriminante  von  ü + Af/'c=0  ausgingen, 
so  kann  eine  andere  Reihe  von  Entwickelungen  an  die  Discriminante 
von  kU  -|-  liü’  + vü”  =0  geknüpft  werden;  die  Coeificienien  der 
verschiedenen  Potenzen  von  H,  (i,  v sind  Invarianten  des  Systems.  Unter 
ihnen  sind  zwei,  welche  eine  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen,  inso- 
fern sie  auch  Invarianten  von  irgend  dreien  unter  den  Flächen  des  Systems 
kU  fiP'  + vU"=  0 sind.  Wir  wollen  sie  durch  I und  / bezeichnen. 

Die  Invariante  I verschwindet  immer,  wenn  vier  von 
den  Schnittpunkten  der  Flächen  ü — 0,  ü'  = 0.  U"  = 0 in 
einer  Ebene  liegen,  oder  in  anderen  Worten,  wenn  es  möglich  ist. 
Werthe  von  A,  ft,  v zn  bestimmen,  für  welche  kU  ftV  + vV  ' = 0 
der  Ausdruck  zweier  Ebenen  ist.  Wenn  wir,  wie  Art.  295 , die  Gleich- 
ungen der  Flächen  in  dar  Vorm 


P=a,a-,2  + ajXj2  -f.  -f  + Ojaj*. 

P'=tt,  a,»  + Oj  aj2  -f-  a,  a,*  -f  o/a^*  + 


la,  a. 


+ Oj  + «.1  *3  + “4  + “5  *5* 

schreiben,  wo  a,  a^  -f  aj  -f-a^  -|-  aj  = 0 ist,  so  Ist  zu  zeigen, 
dass  I das  Product  der  zehn  Determinanten  (o,  a^'  a«")  etc.  Denn  es  ist 
(a,  a2'aj")a,-  (o^  <*s”)  ^4*  + ‘‘z")  ® Fläche 

des  Systems  kU fiU'  ^ vü"  = 0,  welche  sich  auf  das  System  zweier 
Ebenen  reduciert,  sobald  eine  der  Determinanten  (a,  flj'oj"),  verschwin- 
det. Daher  ist  / von  der  zehnten  Ordnung  in  den  Coelllcienten  von  jeder 
der  Flächen.  Eben  diess  kann  auch  in  folgender  Weise  eingesehen  wer- 
den: Sind  U = 0,  V'  — 0,  U"  = 0,  ü"'  = 0,  vier  Flächen  zweiten 
Grades,  welche  durch  dieselben  .sechs  Punkte  gehen,  so  hat  das  Problem, 
i,  fi'v  so  zu  bestimmen,  dass  ü -J-  kü'  -f-  ftU"  + vü"'  = 0 ein  Paar 
von  Ebenen  darstelle,  zehn  Lösungen,  da  durch  sechs  Punkte  zehn  Paare 
von  Ebenen  gelegt  werden  können. 

Man  kann  aber  die  Grösse  A auch  bestimmen , indem  man  die  Inva- 
riante J des  Systems  kü  ftü'  -f-  »'  P"  t=  0 bildet  und  darnach  für 
jeden  CoelTicientcn  a,  von  P die  Verbindung  a^  -J-  Ao,'  substituirt.  Das 
Substitutionsrcsultat  muss  A im  zehnten  Grade  enthalten,  da  dem  Problem 
zehn  verschiedene  Werthe  von  A als  Lösungen  entsprechen ; also  muss  / 
die  CoelTicientcn  von  P in  diesem  nämlichen  Grade  enthalten. 

Die  Invariante  des  Systems,  welche  wir  J nennen  wol- 
len, verschwindet  stets,  wenn  irgend  zwei  von  den  acht 
Durchschnittspunkten  der  Flächen  P = o,  P' = 0,  P"  = 0 
zusammenfallen,  d.  i. , wenn  diese  drei  Flächen  in  einem  ihnen; ge- 

40** 
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meinschariiichen  Punkte  Tangentenebenen  haben,  welche  sich  in  einer 
Geraden durchschneiden.  Cayley  hat  diese  Invariante  die  Berühr uiigs- 
(Tact-)  Invariante  des  Systems  von  drei  Flächen  genannt;  die 
in  S 3 betrachtete  ist  die  Berührungs-Jnvariante  für  zwei  Flächen.  (Vgl. 
Art.  3'.'3.)  Jeder  Punkt  dieser  Art  ist  der  Scheitel  eines  Kegels,  welcher 
dem  System  XV  fiü'  + vü''  = 0 angehört.  Denn  wenn  wir  ihn  als 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  die  bezüglichen  Tangentenebenen  als 
,r  = 0,  y = 0,  «X  + 6y  = 0 nehmen,  so  sind  die  Gleichungen  der 
Flächen  x + Uj  =0,  y = 0 , ax  + by  + «2"  = 0,  wenn 

Uj,  U2'.  u^"  die  Glieder  zweiten  Grades  bezeiclmen;  alsdann  ist  aber 
aU  + bU  — P"  = 0 ein  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  zum  Scheitel  hat 

Diese  Invariante/  ist  vom  sechzehnten  Grade  in  den  Coelficienten  von 
jeder  der  Flächen.  Denn  wenn  wir  in  den  Ausdruck  / für  jeden  Coefll- 
cicnten  a von  Pdas  Binom  a -j-  Xa  substituiren,  wo  a der  entsprechende 
CoelTicient  der  Gleichung  einer  anderen  Fläche  U'  =3  0 ist,  so  ist  oflen- 
har,  dass  der  Grad  des  Resultats  in  A mit  der  Zahl  der  Flächen  des  Systems 
U XV' ==  0 übereinstiromen  muss,  welche  die  Durchnittscurre  der 
Flächen  V'  — 0,  V'  = Oberühren;  er  muss  also  nach  dem.  was  io 
20  gefunden  ward,  gleich  sechzihn  sein. 

32.  Wenn  «i  a:,’  «j  Xj*  -f-  (I3X3*  -j-  ■+■  «jXj’  =0 

eine  Kegelfläclie  darstellt,  so  genügen  die  Coordinaten  des  Scheitels  den 
vier  Gleichungen,  welche  durch  Vergleichung  der  Differentiale  nach 

X, x^  mit  Null  gebildet  werden,  d.  h.  wegen 

.T,  Xj  -I-  Xj  -I-  X^  -f-  Xj  = 0 
den  Gleichungen  a,x  = «4*5.  <»2^2  = 

Man  kann  also  durch  — , — , — , — , — die  Coordinaten  des 

**3  ®4  ®s 

Scheitels  darstclieu,  und  erhält  durch  Substitution  derselben  in  die  Re- 
lation, welcher  die  x,,  ...  Xj  stets  genügen,  die  Discriminante  der  Fläche 
in  der  Form 

-+-+-+-+-  = 0. 

“1  “2  «3  «4  “& 

Wenn  wir  also  die  Gleichungen  V = 0,  ü'  = 0,  V"  = 0 in  der 
hier  gebrauchten  Form  schreiben,  so  ist  die  Discriminante  von 
AP  -I-  fiV’  + vP"  = 0 

, — 7 — « 4*  ^ 7,  -|-  etc.  = 0. 

Aoj  -|-  fia,  -|-  va,  Aoj  -f-  fiOj  -|-  voj 

Und  wenn  AP-f-pP'  -f-  vV"=0  einen  Kegel  repräsentiert,  so  erhallen 
wir  durch  Substitution  der  Coordinaten  des  Scheitels  in  die  Gleichungen 
von  einer  der  Flächen 

L ^2 + etc.  = 0. 

(Aa,  -I-  ^ (Aoj  + f*«2'  + *'«2")* 

n — ^ + n — . - ^ 

(Aa,  + |xa^  + va^  )*  (Aoj  -J-  fia^  + va,  y 
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Gleichungen  also,  welche  die  Diflerenliale  der  Discriminante  in  Bexug  aof 
ü,  (t,  V sind. 

Wir  erhalten  also  den  Salz:  Wenn  man  die  Discriminante  ron 
kU  + i*ü'  + vü"  = 0 und  darnach  die  Discriminante  derselben  in 
Bezug  auf  A,  (i,  v bildet,  so  ist  / ein  Factor  im  Resultat.  Man  erkennt 
leicht,  dass  auch  I ein  Factor  im  Resultat  .sein  muss,  es  ist  in  der  That 
dasselbe  gleich 

*)  Cayley  bat  ein  cntaprechcndes  Theorem  für  V nnd  A' als  ho- 
mogene Functionen  zweier  Veränderlichen  vom  Grade  n gegeben.  Wenn 
wir  die  Discriminante  von  1/  IF  und  nachher  die  Discriminante 
derselben  in  Bezug  auf  il  bilden,  so  ist  das  Resultat  gleich 
wenn  A das  Resultat  der  Elimination  zwischen  U = 0 nnd  V = 0 ist; 
wemi  B eine  Function  vom  Grade  2 (n  — 2)  (n  — 3)  in  beiden  Reihen 
von  Coefficienten  ist,  welche  verschwindet,  sobald  1 so  bestimmt  wer- 
den kann,  dass  U IV  zwei  Paare  von  gleichen  Factoren  hat;  nnd 
wenn  C eine  Function  vom  Grade  3 (n  — 2)  ist,  welche  verschwindet, 
sobald  = 0 drei  gleiche  Factoren  hat.  Wenn  U und  V homo- 

gene Functionen  von  drei  Variabein  sind,  so  ist  die  Discriminante  nach 
X von  der  Discriminante  von  U k V stets  gleich  AB*!"*,  wenn  A die 
Fnnction  vom  Grade  3a  (n — 1)  in  den  beiderlei  Coefficienten  ist,  welche 
die  Bedingung  der.  Berührung  zwischen  l/  = 0 nnd  y = 0 giebt;  wenn 
B stets  verschwindet,  sobald  X so  bestimmt  werden  kann,  dass 
l/-{-ky=0  zwei  Doppelpunkte  hat,  und  C,  sobald  cs  so  bestimmt 
werden  kann,  dass  V + XF’=0  eine  Spitze  habe.  Wenn  C/  = Q,  Fs=jO, 
H‘’  = 0 die  Gleichungen  von  drei  Kegelschnitten  sind,  so  ist  die  Dis- 
criminante der  Discriminante  von  X£^ -f- vH"  = 0 in  Bezog  anf 
X,  it,  V gleich  AB^,  wenn  cs  0 die  Bedingung  ist,  unter  weicher  die 
Curven  sich  durchschneiden , und  B = 0 diejenige,  unter  welcher 
11/  iiV  pff'=0  ein  vollständiges  Quadrat  ist. 

NB.  Zn  den  Literatur- Naebweisungen  tragen  wir  als  sehr  beachtens- 
werth  nach  die  Note  von  A.  Cayley  über  die  Fläche  vierter  Ordnung 
von  Steiner  („Journal  f.  Mathem.“,  Bd.  LXIV,  p.  172.)  (Vergl.  oben 
p.  366  n.  die  §§  6,  1 im  Zusatz  VI);  und  die  inhaltreiche  Abhandlang 
von  Eng.  Beltrami,  „Bicerche  4|aAnaIisi  appiieata  alla  Geometria“ 
im  II.  u.  III.  Bde.  des  „Giomale  di  Matematicho  von  Neapel  (1864,  1866). 

•-  -■ 
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